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Wertdiskrete Informationstheorie i

Yorwort

Den AbschluBl des Praktikums Simulation digitaler Ubertragungssysteme bildet ein Versuch
zur Informationstheorie, wie sie beispielsweise an der Technischen Universitit Miinchen in den
Vorlesungen [7] und [12] gelehrt wird. Da erfahrungsgemiB doch einige Studierende mit dem
Verstindnis dieses teilweise abstrakten Lehrgebietes Probleme haben, ist die Bereitstellung eines
anschaulichen Lehrprogramms fiir dieses Spezialfach besonders wichtig,

Die Informationstheorie ist die Wissenschaftsdisziplin, die sich mit den theoretischen Grund-
lagen der Kommunikations- und Informationstechnik befaBt. Dazu gehdren beispielsweise die
heute iiblichen Kompressions- und Ubertragungsverfahren, die Mehrbenutzerkommunikation
und die Kryptographie. Es ist das liberragende Verdienst einer einzelnen Person, nimlich von
Claude E. Shannon, all diese Gebiete begriindet zu haben. Auf ihn gehen die Definitionen der
Entropie einer Nachricht und der Kapazitit eines Ubertragungskanals ebenso zuriick wie
grundlegende Aussagen zur Quellen- und Kanalcodierung.

Eine der beriihmtesten Aussagen Shannons ist das sogenannte Kanalcodierungstheorem, das
besagt, dal man bei Anwendung der Kanalcodierung ab einer bestimmten Grenze fehlerfrei
libertragen kann, auch wenn der Kanal starke Storungen aufweist, wie es z.B. beim Mobilfunk
der Fall ist (vgl. Versuch ,, Mobilfunkkanal“ in diesem Praktikum).

Die Shannonsche Informationstheorie 148t sich sowohl auf wertdiskrete als auch auf wertkon-
tinuierliche Quellen anwenden. In diesem Versuch beschriinken wir uns aus Zeitgriinden nur auf
den ersteren Fall, wie er beispielsweise bei einem geschriebenen Text vorliegt.

Die vorliegende Anleitung gliedert sich wieder in die drei Kapitel Theoretische Grundlagen,
Vorbereitungsfragen und Versuchsdurchfiihrung. Anhand dieser Anleitung und des zugrunde-
liegenden Windows-Lehrprogramms ,,wdit“ sollte ein Teilnehmer mit Grundkenntnissen der
Nachrichtentechnik in der Lage sein, sich die wesentlichen Merkmale der Informationstheorie in
ca. 8 Stunden (4 Stunden Vorbereitung sowie 4 Stunden Versuchsdurchfiihrung) zu erarbeiten.

Die Musterlésungen der Vorbereitungsfragen und der Versuchsdurchfithrung sind am Ende
des Heftes (ab Seite 47) beigefiigt. Auf der nichsten Seite finden Sie eine Zusammmenfassung
einschlagiger Literaturstellen, die fiir eine erfolgreiche Versuchsdurchfiihrung durchaus niitzlich
sein konnen, jedoch nicht unbedingt vorausgesetzt werden.

Das Programm ,, Wertdiskrete Informationstheorie” inclusive der dazugehdrigen Anleitung
wurde 1994 von Herrn Dipl.-Ing. Georg Delle im Rahmen seiner von mir betreuten Diplomarbeit
am Lehrstuhl fiir Nachrichtentechnik der Technischen Universitidt Miinchen mit groBer Sorgfalt
konzipiert und implementiert, woflir ich ihm an dieser Stelle herzlich danken méchte.

Dank gebiihrt auch Herm Dr.-Ing. Michael Fleischmann, der diese Diplomarbeit mitbetreut
hat und viele Ideen in das Programm eingebracht hat. Bei den theoretischen Grundlagen wurde
oft auf das Vorlesungsmanuskript von Herm Prof. Dr.-Ing. Joachim Hagenauer zuriickgegriffen;
auch ihm mdochte ich fiir sein Interesse herzlich danken.

Ich wiinschen Thnen nun viel Erfolg und SpaB beim Durcharbeiten dieses Versuchs und
bedanke mich gleichzeitig fiir Ihr Engagement wihrend des gesamten Praktikums. Sollten Sie an
weiteren Lehrprogrammen zur Informationstechnik interessiert sein, so verweise ich auf das
Praktikum Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik, das im Sommersemester stattfindet.

Miinchen, im November 1999 Giinter Stder
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Hinweis: Das interaktive Graphikprogramm , wdit” ist Bestandteil des Lehrsoftwarepakets
LNTwin, das wir - ebenso wie die Programme der Reihe LNTsim - an Hochschuleinrichtungen zu
giinstigen Konditionen weitergeben. Bei diesbeziiglichen Fragen - aber auch bei Kritik jeder Art -
wenden Sie sich bitte an:

Priv.-Doz. Dr.-Ing. habil. Giinter Séder

Lehrstuhl fiir Nachrichtentechnik, Technische Universitdt Miinchen

Arcisstr. 21, D-80290 Miinchen, Tel.: (089) 289-23486, Fax: (089) 289-23490
Email: guenter.soeder@ei.tum.de
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1 Theoretische Grundlagen

Inhalt: Im Mittelpunkt dieses Versuches steht die Informationstheorie, die theoretische
Grenzen fiir die Digitalsignaliibertragung bereitstellt. Behandelt wird hier nur der wertdiskrete
Fall, also Signale, die auch durch Symbolfolgen dargestellt werden konnen. Nach einigen allge-
meinen Definitionen wie Informations- und Entscheidungsgehalt, Entropie und Redundanz
werden die Transinformation zwischen zwei Folgen berechnet und die Kanalkapazitit eines
Digitalkanals angegeben. AnschlieBend folgen die Grundlagen der Quellencodierung, z.B. die
praktisch relevanten Kompressionsverfahren nach Huffman und Lempel/Ziv. Der theoretische
Teil endet mit einigen Anmerkungen zur Entropieabschitzung von Texten.

1.1 Allgemeines

Seit den ersten Anfangen der Nachrichteniibertragung als naturwissenschaftliche Disziplin
war es das Bestreben vieler Ingenieure und Mathematiker, ein quantitatives Ma8 fiir die in einer
Nachricht enthaltene Information zu finden. Hierbei soll unter ,,Information® ganz allgemein die
Kenntnis iiber irgend etwas verstanden werden, wihrend wir im folgenden eine ,,Nachricht® stets
als eine Zusammenstellung von Symbolen und/oder Zustidnden betrachten, die zur Ubermittlung
von Information dient. Die (abstrakte) Information wird durch die (konkrete) Nachricht mitge-
teilt. Information kann in vielerlei Hinsicht als Interpretation einer Nachricht aufgefaBt werden.

Aber erst Claude E. Shannon gelang es im Jahre 1948, eine in sich konsistente Theorie iiber
den Informationsgehalt von Nachrichten zu begriinden, die zu ihrer Zeit revolutionir war und ein
neues, bis heute hochaktuelles Wissenschaftsgebiet kreierte: die nach ihm benannte Shannonsche
Informationstheorie.

Entsprechend dieser Theorie ist die in einem Nachrichtensymbol enthaltene Information um
so grofer, je unwahrscheinlicher das Symbol ist. Daf als mathematische Umsetzung dieser Regel
der negative Logarithmus herangezogen wird, erscheint zunichst als willkiirlich - und ist es in
mancher Hinsicht tatséchlich auch. Es zeigt sich aber, daB die konsequente Anwendung dieses
logarithmischen Informationsmafes nicht zu Inkonsistenzen fiihrt, d.h. die hierfiir zugrunde-
gelegte Mathematik liefert stets informationstheoretisch interpretierbare Ergebnisse.

Zur Verdeutlichung der informationstheoretischen Grundlagen wird stets eine stochastische
zeitdiskrete Nachrichtenquelle betrachtet, die eine Folge von Quellensymbolen abgibt:

<q, >=qp Gy sy - (1.1)

Je grofer N ist, d.h. je linger die Folge beobachtet wird, um so fundierter sind die Aussagen
einer auf diese Quelle angewandten statistischen Analyse. Desweiteren wird fiir das Folgende
vorausgesetzt, dafl die Nachrichtenquelle wertdiskret ist und die einzelnen Symbole einem
endlichen Wertevorrat entstammen. Das bedeutet:

q,=S, mt n=12...,N und m=12,....M. 1.2}

Hierbei wird M als Symbolumfang (aus informationstheoretischer Sicht) bzw. als Stufenzahl
(entsprechend den Konventionen der Ubertragungstechnik) bezeichnet. Es ist anzumerken, daB
gesicherte statistische Aussagen hinsichtlich der Nachrichtenquelle nur dann moglich sind, wenn
die Folgenldnge N um ein Vielfaches grofier ist als der Symbolumfang M.
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1.2 Definitionen einiger Grundbegriffe

1.2.1 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

Die Wahrscheinlichkeit, dal das n-te Symbol der zeitlichen Folge gleich dem m-ten Element
des Symbolvorrats ist, sei gleich

P =P, =S,). (1.3)

Die Definition gilt allgemein, also auch fiir nichtstationire Nachrichtenquellen. Bei Stationaritit
sind alle Wahrscheinlichkeiten unabhingig vom Zeitpunkt n. Fiir diesen meist betrachteten
Sonderfall sind die Symbolwahrscheinlichkeiten (mit nur einer Laufvariablenm =1, 2, .... , M)

P.=p4,=S,) (1.4)
fiir alle Zeitpunkte n identisch. Fiir den Sonderfall M = 2 spricht man von einer Binérquelle, z.B.

mit dem Symbolvorrat §; =,,A“ und 5, =,,B*.

Ist die Folgenldnge N hinreichend grof und die Quelle stationir und ergodisch, so kdnnen die
Wahrscheinlichkeiten nach (1.4) durch relative Hdufigkeiten angenédhert werden. Es gilt:

h, =—2 (m=1,2,..,M), (1.5)
wobei N, die empirisch ermittelte Anzahl des Symbols S, bezeichnet. Aufgrund der Beziehung

SN, =N (1.6)

gilt fiir die relativen Haufigkeiten ebenso wie fiir die Wahrscheinlichkeiten der M Symbole:

M M
Dl =D P =1. (1.7)
m=1 m=1

Die durch (1.4) bzw. (1.5) definierten Beschreibungsgréfien lassen sich fiir jeden beliebigen
Symbolvorrat angeben, z.B. auch fiir eine bindre Quelle mit den zwei méglichen Symbolen ,,A*
und ,,B“. Dagegen ist die Angabe der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion gem#f (1.8) und der
Erwartungswerte (siche nachfolgenden Abschnitt) nur bei reellwertigem Symbolvorrat moglich.

Bei beliebigen Alphabeten umgeht man diese Schwierigkeit durch die Einfilhrung einer
geeignet definierten Zufallsgrifle. Darunter versteht man die Abbildung der moglichen Symbole
auf reellwertige Zahlen, wie das nachfolgende einfache Beispiel zeigen soll.

Beispiel: Bindrquelle (M = 2)

g, €15, 8.} = x, € {n, x,}

S1=,A" =x =0,

S=,B" =x,=1.
Die Abbildung der Symbole auf Zahlenwerte ist prinzipiell beliebig. Aus der Aufgabenstellung
ergeben sich jedoch meist von selbst sinnvolle Zuordnungen: So ist die im obigen Beispiel ge-

wihlte Abbildung zur Beschreibung eines biniren unipolaren Ubertragungssystems angemessen,
wenn die beiden moglichen Symbole durch die Spannungswerte OV bzw. 1V dargestellt werden.
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Die Erwartungswerte erster und zweiter Ordnung (siehe nichster Abschnitt) geben dann den
Gleichanteil bzw. die Leistung des Nachrichtensignals wieder (jeweils normiert).

Dagegen wiirde sich bei bipolarer Ubertragung mit den moglichen Amplitudenstufen -1V und
+1V folgende ZufallsgréBe anbieten:
x, € {~1,+1}.
Durch die Einfihrung der ZufallsgroBe x 148t sich die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer
wertdiskreten Quelle wie folgt angeben (vgl. [15]):

£ ()= p, 8(x-x,). (1.8)

Diese besteht aus einer Summe von M Diracfunktionen, deren Lagen durch die moglichen Werte
der ZufallsgroBe festliegen. Die Gewichtung erfolgt nach den Auftrittswahrscheinlichkeiten.

Im folgenden ist stets Ergodizitit vorausgesetzt. Diese besagt, da die statistischen Eigen-
schaften der Nachrichtenquelle sowohl aus der zeitlichen Folge (Laufvariable n =1, 2, .... , N) als
auch anhand des Symbolvorrats (Laufvariable m = 1, 2, .... , M) abgeleitet werden kénnen.

1.2.2 Erwartungswerte und Momente

Die WDF liefert weitreichende Informationen iiber eine betrachtete ZufallsgroBe. Reduzierte
Informationen erhélt man durch die Erwartungswerte und Momente. Der Erwartungswert beziig-
lich einer beliebigen Funktion g(x) berechnet sich mit der WDF in folgender Weise:

E[g(x)]= [g(x)- f,(x) dx. (1.9)

Handelt es sich um eine diskrete Zufallsgrofie x mit dem Symbolvorrat M, so kann mit den
Symbolwahrscheinlichkeiten gemiB (1.4) hierfiir auch geschrieben werden:

M
E[lg0)]=Yp, 8(x,). (1.10)
m=1
Sonderfille von Erwartungswerten sind die Momente. Mit
g(x)=x* (1.11)
erhdlt man im Fall einer diskreten Zufallsgréfe fiir das Moment k-ter Ordnung;
M
m =Bl =Y p, - x (1.12)
=1

Beispielsweise liefert diese Gleichung fiir k=1 den linearen Mittelwert (Gleichanteil) und fiir
k =2 den quadratischen Mittelwert (Leistung) einer diskreten ZufallsgroBe.

Anzumerken ist, daB} die Gln. (1.9) bis (1.12) nicht angewandt werden kénnen, wenn der Sym-
bolvorrat nicht aus (reellwertigen) Zahlen besteht, sondern aus Symbolen wie ,,A“, , B, usw.

1.2.3 Informationsgehalt und Entropie

Mit der Wahrscheinlichkeit (1.3), daB das n-te Symbol der zeitlichen Folge gleich dem m-ten
Element des Symbolvorrats ist, wird der Informationsgehalt dieses Symbols wie folgt berechnet:

I =11t =_1d(p, ). (1.13)

nm
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Hierbei ist 1d(.) der Logarithmus zur Basis zwei (logarithmus dualis), der aus dem natiirlichen
Logarithmus In(.) nach folgender Gleichung berechnet werden kann:

1
g, (1.14)
In(2)
Bei der numerischen Auswertung von (1.13) wird meist die Hinweiseinheit ,,bit“ hinzugefiigt.
Nach neueren Definitionen (Stand 1994) war hierfiir auch die Einheit ,,Shannon* im Gesprich;

dies hat sich jedoch nicht durchgesetzt.

Der Informationsgehalt eines Symbols ist stets positiv bzw. im Grenzfall (d.h. beim sicheren
Symbol mit der Symbolwahrscheinlichkeit 1) gleich 0. Je unwahrscheinlicher ein Symbol ist,
desto grofer ist sein Informationsgehalt.

Durch Zeitmittelung tiber alle Symbole der unendlich langen Folge erhilt man die Entropie
der digitalen Quelle:
ae s 1 &
H=I1 =lim—)»1,. 1.15
» = lim— 2 ) (L15)

Diese entspricht somit dem mittleren Informationsgehalt eines Symbols und besitzt dement-
sprechend ebenfalls die Einheit ,,bit“. H ist auch ein MaB fiir die ,,Zufélligkeit™ der Symbole.

Fiir die nachfolgenden Abschnitte wird vorausgesetzt, daB3 die Folgenelemente statistisch von-
einander unabhingig sind und somit die zeitabhingigen Wahrscheinlichkeiten nach (1.3) durch
die zeitunabhingigen Symbolwahrscheinlichkeiten entsprechend (1.4) ersetzt werden kdnnen:

Pum =P, =5,,)=Dpn- (1.16)

Unter dieser Einschrinkung kann anstelle der Zeitmittelung in (1.15) auch eine Scharmittelung
erfolgen, und es ergibt sich fiir die Entropie unter Ausnutzung der Ergodizitit:

M 1 M
H=2pm-ldp—=—2pm-ld(pm)- (1.17)

m=1 m m=1

Ein Vergleich mit (1.10) macht deutlich, dal A als der Erwartungswert hinsichtlich der Funktion
von Gl. (1.13), also dem Informationsgehalt, interpretiert werden kann:

H=E[l]= E{Idi}. (1.18)
P

Bei statistisch unabhingigen Quellensymbolen fithren die Gleichungen (1.15) und (1.17) zum

gleichen Ergebnis. Bei einer Nachrichtenquelle mit inneren statistischen Bindungen liefert

dagegen (1.17) stets einen groBeren Wert als die tatsdchliche Entropie gemi (1.15). Diese ist

somit nur als eine (oft grobe) Niherung zu gebrauchen.

Beispiel: Eine binére Quelle (M = 2) erzeugt das Symbol ,,A” mit der Wahrscheinlichkeit p und
das Symbol ,,B“ mit der hierzu komplementiren Wahrscheinlichkeit 1 - p. Sind die Symbole der
Folge statistisch unabhingig, so ergibt sich fiir die Quellenentropie:

H=p-ldl+(1—p)-ldL:S(p). (1.19)
p 1-p
Die durch (1.19) definierte Funktion S(p) wird hidufig als die Shannonfunkiion bezeichnet. In [7]

wird diese wichtige informationstheoretische Funktion Hy(p) genannt. Die Eigenschaften dieser
Funktion werden in Vorbereitungsfrage V1 ausfiihrlich behandelt.
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1.2.4 Entscheidungsgehalt und Redundanz
Unabhéngig vom Symbolumfang gilt, daf} der Maximalwert der Entropie dann erreicht wird,

wenn alle Symbole gleichwahrscheinlich sind, d.h. wenn fiirallem=1, 2, .... , M gilt:
L
=—. 1.20
Pn =7 (1.20)

Unter dieser Voraussetzung erhélt man aus (1.17) fiir die Entropie:

M

1

Hy =Y —1d(M)=1d(M). (1.21)
m=1 M

Dieser Maximalwert der Entropie wird in der Literatur auch als Entscheidungsgehalt bezeichnet.

Der Index ,,0 weist darauf hin, daB es sich dabei um die 0-te N#herung der Entropie handelt.

Sind die M moglichen Symbole nicht gleichwahrscheinlich oder bestehen statistische Bindun-
gen zwischen den einzelnen Symbolen, so besitzt die Nachrichtenquelle stets eine kleinere
Entropie als dieser Grenzwert 1d(M). Somit ergibt sich als Wertebereich der Entropie:

0<H<IdM). (1.22)
Die Differenz zwischen der maximalen und der tatsdchlichen Entropie bezeichnet man als die
Redundanz:

AH =H,—H . (1.23)

Diese beschreibt den Teil der Nachricht, der keine Information enthdlt. Wird beispielsweise
immer nur das gleiche Symbol ausgegeben, so ist die gesamte Nachricht Redundanz.

Dagegen bezeichnet man eine Quelle mit statistisch unabhingigen, gleichwahrscheinlichen
Symbolen als redundanzfrei. Eine solche Folge ist anfillig fiir nichterkennbare und damit auch
nichtkorrigierbare Ubertragungsfehler, wenn nicht durch Kanalcodierung Redundanz hinzugefiigt
wird. Das bedeutet, dal} Redundanz stets Voraussetzung fiir Fehlererkennung und -korrektur ist.

Die Redundanz hat ebenfalls die Einheit ,,bit“. Hdufig wird jedoch die relative Redundanz

A H.-H
" HO - HO
angegeben, die dimensionslos ist und wegen (1.22) nur Werte zwischen 0 <r <1 annehmen kann.

(1.24)

1.2.5 Verbundentropie und Transinformationsgehalt

Weitere wichtige informationtheoretische Gréflen sind die Verbundentropie und der mittlere
Transinformationsgehalr. Hier sollen diese beiden BeschreibungsgroBen anhand zweier Ereig-
nisse ,,A“ und ,,B*“ kurz allgemein erldutert werden. Im Abschnitt 1.3.1 werden sie fiir zwei
Symbolfolgen berechnet, zwischen denen gewisse statistische Bindungen bestehen.

Die Ereignisse ,,A” und ,,B* seien wertdiskret, wobei sich der Symbolumfang von ,,A* (hier
mit I bezeichnet) durchaus von dem von ,,B“ (dieser sei J) unterscheiden kann. Betrachtet man
die 2 Ereignisse gemeinsam, so kann man insgesamt I.J Verbundwahrscheinlichkeiten angeben:

p(A,NB)) mit i=1,2,..,I und j=1,2,...,J.

Analog zu (1.17) kann daraus die Verbundentropie zwischen ,,A* und ,,B* berechnet werden:

I iF
H,,=>> p(A,nB,)-1d :

_ (1.25)
=1 j=l p(A, mB;)
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Diese Grofie ist eine untere Schranke fiir die Summe der beiden Einzelentropien:

Hy+# 82 Hyis (1.26)
die jeweils entsprechend (1.17) zu bestimmen sind. Das Gleichheitszeichen gilt fiir den Fall, daf3
die beiden Ereignisse statistisch unabhéngig sind.

Bestehen dagegen statistische Bindungen, so lassen sich - zumindest in beschrianktem Mafle -
durch Beobachtung des Ereignisses ,,B statistische Aussagen iiber das Ereignis ,,A“ machen.
Die Information, die man vom Ereignis ,,A* erhilt, indem man ,,B* beobachtet, bezeichnet man
als Transinformationsgehalt. Dieser ist fiir das Wertepaar (i, j) folgendermaBen definiert:

p(A,/B ) A NB,
I.(A;:B,)=1d B, _jg 28 0By) (1.27)
p(A;) p(A)-pB))
Natiirlich ist hierfiir vorauszusetzen, da3 die Wahrscheinlichkeiten im Nenner jeweils ungleich 0
sind. Das heift, daB die beiden Ereignisse tatséchlich vorkommen konnen.

Aus (1.27) ist ersichtlich, daB3 I.(A,;B J.) symmetrisch beziiglich ,,A* und ,,B* ist. Das heifit,
es gilt stets die Beziehung:

I(A;B)=17(BA,). (1.28)

Es ist also egal, ob man die wechselseitige Information durch Beobachtung des Ereignisses ,,B*
hinsichtlich ,,A* gewinnt oder umgekehrt.

Durch Mittelung tiber alle m&glichen Kombinationen erhdlt man aus (1.28) den mittleren
Transinformationsgehalt, teilweise in der Literatur auch als Synentropie bezeichnet:

H,=E[L,(A;B))] (1.29)
Analog zu (1.25) 148t sich hierfiir mit (1.27) auch schreiben:
L J A . NB,
H,.= ZZP(Ai mBj)-Idp(‘—’),
i=1 j=1 p(A;)-pB))

Bei statistisch unabhiingigen Ereignissen ist der mittlere Transinformationsgehalt gleich Null, da
hier die Verbundwahrscheinlichkeiten gleich dem Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten sind.
Ansonsten ergibt sich stets ein positiver Wert.

(1.30)

Aus (1.27) und (1.29) kann ein Zusammenhang zwischen den Einzelentropien, der Verbund-
entropie und dem mittleren Informationsgehalt hergeleitet werden. Wegen

p(A;NB)) { ] } 1 1
Elld——= |=E|ld +E|1d ~-E{ld—— (1.31)
p(A;)-pB;) p(A) rB;) pA;,NB))
gilt ndmlich:
H,=H,+H,-H,,. (1.32)

Im Abschnitt 1.3.1 werden diese Beschreibungsgroflen anhand zweier korrelierter Symbolfolgen
eingehend diskutiert. Anzumerken ist weiterhin, daf in [7] der mittlere Transinformationsgehalt
Hr gemiB der Definition (1.29) als die wechselseitige Transinformation I(A; B) bezeichnet wird.
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1.3 Gedachtnislose wertdiskrete Nachrichtenquellen

1.3.1 Transinformation zwischen zwei Folgen

Fiir den gesamten Abschnitt 1.3 wird vorausgesetzt, dafl zwischen den einzelnen Symbolen
der betrachteten Folgen keine statistischen Bindungen bestehen. Eine solche Quelle wird durch
die Symbolwahrscheinlichkeiten geméfl (1.4) vollstindig beschrieben, wobei diese unabhingig
vom Zeitpunkt n (Stationaritdir) als auch von den vorher abgegebenen Symbolen sind.

Zunidchst wird die in Kap. 1.2.5 eingefiihrte Transinformation zwischen zwei sich gegenseitig
beeinflussende Folgen behandelt. Zur Verdeutlichung dieser GroBe betrachten wir beispielhaft
ein bindres Ubertragungssystem mit der Quellensymbolfolge am Eingang und der Sinkensymbol-
folge am Ausgang:

<4, > =44y qy s

LW, WV wsin Vi

(1.33)

Die einzelnen Quellensymbole g, seien statistisch voneinander unabhingig, ebenso wie die Uber-
tragungsfehler des Kanals. Daraus folgt natiirlich auch die statistische Unabhingigkeit der
Sinkensymbole v,. Aufgrund dieser Voraussetzungen kann dieses Ubertragungssystem gemiB
Bild 1.1 modelliert werden.

1P,
pqL Cr ) 'DVL
Ty 5, Pro Symbol “L”
S~
\ -~
'\-.A\
Pe, \\ Symbol “0”
’OqO \; \O pv()
1P,

Bild 1.1: Betrachtetes Kanalmodell zur Interpretation der Transinformation.

Es wird zugelassen, daf} sich sowohl die Auftrittswahrscheinlichkeiten der beiden moglichen
Symbole ,,0“ und ,,L* als auch deren Verfilschungswahrscheinlichkeiten unterscheiden. Ist der
Kanal ideal, d.h. beide Verfilschungswahrscheinlichkeiten sind identisch 0, so stimmt jedes
Sinkensymbol mit dem entsprechenden Quellensymbol iiberein. In diesem Fall ist selbstver-
standlich die Entropie der Sinkensymbolfolge gleich der Quellenentropie, wobei beide GréBen
entsprechend (1.19) zu berechnen sind.

Wir betrachten hier jedoch folgenden Parametersatz:
Py = p(g,="0")=0.1, pa=p(g,="L")=0.09,
Pro = p(v, ="L"|q, ="0")=0.01, py = p(v, ="0"|g, ="L")=0.2.
Die Auftrittswahrscheinlichkeiten der beiden méglichen Sinkensymbole ergeben sich daraus zu:
Pw =Py (1-Pr)+p, - pr =0.279,
Py =Pg Pt Pg-(1- per)=0.721.
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Fur die Entropien, d.h. die jeweils mittleren Informationsgehalte, von Quellen- und Sinken-
symbolfolge erhilt man dann entsprechend (1.19):

H, =0,4690bit und H, =0,8541bit.

Es ist anzumerken, daB das Sinkensignal bei Vorhandensein von Ubertragungsfehlern stets eine
grofere Entropie aufweisen wird als das Quellensignal. Das bedeutet: Durch die Stérungen
(Fehler) wird stets Information hinzugefiigt, allerdings keine brauchbare Information.

Betrachten wir jeweils ein Quellen- und ein Sinkensymbol als Wertepaar, so kann man
folgende vier Verbundwahrscheinlichkeiten berechnen:

w=p(q,="0"Nv, ="0")=p (1- pg)=0.099,
=p(g,="0" Nnv, ="L")=p,4 pg =0.001,
=pg, ="L"nv,="0")=p, - py, =0.180,
=p(g,="L"nv,="L")=p, -(1- pg)=0.720.
Mit diesen Verbundwahrschemhchkeiten ist die Verbundentropie gemél (1.25) berechenbar:
ZZp(qn Av,) ld——— (1.34)
(q nv,)
Diese ist, wie bereits in Abschnitt 1.2.5 allgemein gezeigt, eine untere Schranke fiir die Summe

der beiden Einzelentropien:
H+H, 28, (1:35)

Das Gleichheitszeichen gilt, wenn die beiden betrachteten Folgen statistisch unabhingig sind.
Bei dem hier betrachteten Beispiel tritt dieser Fall ein, wenn beide Kanalfehlerwahrscheinlich-
keiten gleich 0.5 sind. Dann kann von einem Sinkensymbol nicht mehr auf das tatsichlich
gesendete Symbol geschlossen werden. Dagegen wiirde bei fehlerfreier Ubertragung gelten:

H =H,=H,. (1.36)

Mit den obigen Zahlenwerten ergibt sich fiir die Verbundentropie und dem nach (1.32)
berechenbaren mittleren Transinformationsgehalt:

H, A =1.1268bit,

H, =(0.4690+0.8541—1.1268) bit = 0.1963 bit .

Desweiteren werden in der Informationstheorie hdufig noch zwei bedingte Entropien verwendet,
ndmlich die Streuentropie (Irrelevanz)

=Y p(g,Nv,)-1ld (1.37)
7 v p(v,|4,)
und die Riickschluf3entropie (Aquivokazion )
ZEp(qn Av,)-ld—— (1.38)

(qnlv
In diesen beiden Gleichungen sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten nur im Nenner des
Logarithmus’ einzusetzen. Die Gewichtung erfolgt dagegen, wie in (1.34) allgemein angegeben,
entsprechend den Verbundwahrscheinlichkeiten.

Die Irrelevanz gibt den mittleren Informationsgehalt an, den ein Beobachter, der {iber die
Quellensymbolfolge genau Bescheid weifl, durch die Beobachtung der Sinkensymbolfolge
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gewinnt. Diese Information ist ausschlieflich im Kanal entstanden, also von den Kanalfehlern
verursacht worden. Im Beispiel ergibt sich fiir die Irrelevanz der Wert

H,, = 0.6578 bit.

Zur Berechnung der RiickschluBentropie miissen zundchst die RiickschluBwahrscheinlichkeiten
berechnet werden. Mit dem Satz von Bayes gilt hierfiir:

&
_ P, 0v.) (1.39)
r(v,)
Setzt man die errechneten Werte in (1.38) ein, so erhilt man den Zahlenwert:
quv =0.2727 bit.

r(q,v,)

Diese als Aquivokation bezeichnete GroBe gibt den mittleren Informationsgehalt an, den ein
Beobachter, der iiber die Ausgabe der Sinkensymbole genau Bescheid weif, durch die Beobach-
tung der Quellensymbolfolge gewinnt. Dieser Anteil wird durch die Kanalstérungen vernichtet,
geht also im Kanal verloren.

Ein Vergleich der oben ermittelten Zahlenwerte macht deutlich, daB die hier betrachtete
gestorte Bindrlibertragung durch das informationstheoretische Modell von Bild 1.2 charakteri-
siert werden kann. Ein Teil der Quellenentropie, ndmlich die Aquivokation »flieBt ab“, so daB
nur noch der mittlere Transinformationsgehalt verbleibt. Aufgrund der ,,zuflieBenden® Irrelevanz,
die nie kleiner ist als die Aquivokation, erhélt man die Sinkenentropie H,> H e

H,,=0.6578

|
vig i
|

H,=0.4690 H,=0.1963 H,=0.8541

IL H,,=0.2727
Bild 1.2: Informationstheoretisches Modell der gestérten Bindiriibertragung.
' H,.=0
H.=0.4690 H,=0.4690 H,=0.4690

Bild 1.3: Informationstheoretisches Modell der ungestrten Bindriibertragung
(die Fehlerwahrscheinlichkeiten fiir ,,0“ und ,,L* sind beide Null).
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H,=1.0

H,=0.4690 H,=0 H,=1.0

H,,=0.4690

Bild 1.4: Informationstheoretisches Modell der vollkommen gestorten Bindiriibertragung
(die Fehlerwahrscheinlichkeiten fiir ,,0 und ,,L* sind beide 0.5).

Zum Vergleich sind in Bild 1.3 und 1.4 die entsprechenden Modelle fiir den stdrungsfreien so-
wie den vollstindig gestorten Bindrkanal dargestellt, wobei fiir die Quellensymbole die gleichen
Auftrittswahrscheinlichkeiten gewihlt sind. Die Quellenentropie ist deshalb stets 0.4690 bit.

Aus dem Vergleich der Zahlenwerte in den Bildern 1.2 bis 1.4 ist offensichtlich, daf der mitt-
lere Transinformationsgehalt moglichst groB sein sollte. Dieser Wert gibt an, welcher Anteil der
Quellenentropie die Ubertragungsstérungen iiberlebt, und somit der Sinke zur weiteren Verar-
beitung zur Verfiigung steht. Er sagt weiterhin aus, wieviel Nutzinformation pro Zeiteinheit im
Mittel iiber den Kanal transportiert wird.

Zur Berechnung dieser wichtigen informationstheoretischen GréBe konnen neben der Defi-
nitionsgleichung (1.30) noch folgende Gleichungen benutzt werden:

H,=H,-H,,, (1.40)
H=H,-H, (1.41)
H.=H +H,-H,. (1.42)

AbschlieBend wird noch der Transinformationsgehalt der einzelnen Symbolpaare zahlenmifBig
angegeben, der nach der Definitionsgleichung (1.27) ermittelt wurde:

I(g, ="0";v, ="0")=1.827;  I,(g,="L";v, ="0")=-0.480;
I.(g, ="0";v, ="L")=—6.172; I,(q,="L";v, ="L")=0.150.

Durch Mittelung iiber diese vier Transinformationsgehalte (gewichtet mit den dazugehorigen
Verbundwahrscheinlichkeiten) ergibt sich wiederum der Zahlenwert 0.1963.

Die beiden Symbolpaare ,,00“ und ,,LL", die fiir eine fehlerfreie Ubertragung stehen, leisten
demzufolge einen positiven Beitrag zum mittleren Transinformationsgehalt, wobei in diesem
Beispiel der Beitrag der weniger gestorten ,,0° trotz des selteneren Auftretens groBer ist. Dagegen
besitzen die Symbolpaare ,,0L" bzw. ,,L0* jeweils einen negativen Transinformationsgehalt. Dies
ist auch einsichtig, da diese Symbolpaare ja Ubertragungsfehler kennzeichnen. Deshalb wiire
dem Empfinger zu raten, diese Informationen, die ausschlieBlich von Ubertragungsfehlern her-
rithren, zu verwerfen. In diesem Fall wiirde sich der mittlere Transinformationsgehalt auf 0.2889
erhohen. Leider kann der Empfanger diese informationstheoretischen Kenntnisse nicht nutzen, da
ihm nicht bekannt ist, welches Empfangssymbol auf dem Kanal verfalscht wurde.
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1.3.2 Kanalkapazitit eines Digitalkanals

Wie im Abschnitt 1.3.1 betrachten wir einen Kanal mit einer endlichen Anzahl von Ein- und
Ausgédngen (digitaler Kanal). Der Bindrkanal ist beispielsweise in Bild 1.1 dargestellt. Eine
Grenze fiir die Ausnutzbarkeit eines solchen Digitalkanals stellt die Kanalkapazitdit dar.

Zur Herleitung dieser Grenze mul} zunichst die mittlere Informationsrate definiert werden.
Diese ist der Quotient aus dem mittleren Transinformationsgehalt (wie in Abschnitt 1.3.1 berech-
net) und der mittleren Ubertragungszeit:

H

F==—L. 1.43
T (1.43)

Der allgemeine Fall ist dabei, daB die Ubertragung der unterschiedlichen Quellensymbole auch
verschieden lange dauert. Dann gilt fiir die mittlere Ubertragungszeit:

M
T=Np, T, (144)

m=1
Hierbei ist T), die Zeit, die zur Ubertragung des m-ten Quellensymbols bendtigt wird. Sind die
Ubertragungszeiten alle gleich, so kann auf die Mittelung in (1.44) verzichtet werden. T ist dann
die von den Quellensymbolen unabhéngige Symboldauer.

Beispiel: Es wird die in Abschnitt 3.1 behandelte Binériibertragung betrachtet. Ist die Symbol-
dauer fiir die beiden mdglichen Symbole ,,0° und ,L“ jeweils gleich 2 Mikrosekunden, so er-
rechnet sich die mittlere Informationsrate zu

P 0.1963 bit/Symbol — 98.15 kbit/s.

210 s/Symbol

Benotigt jedoch das Symbol ,,0¢ die dreifache Ubertragungszeit wie das Symbol ,,L* (z.B., weil
die Ubertragung des Symbols ,,0“ besser gegen Fehler gesichert ist), so erhdlt man nach (1.44):

T=pyTy+p, -7, =01-6us+0.9-2us=24ps.

Die mittlere Informationsrate betrigt somit nur noch etwa 81.8 kbit/s.

Die mittlere Informationsrate hingt stark von den Symbolwahrscheinlichkeiten der Quelle ab.
Dies erkennt man, wenn man z.B. die allgemeingiiltige Gleichung (1.30) fiir den mittleren Trans-
informationsgehalt auf einen digitalen Ubertragungskanal anwendet und in (1.43) einsetzt:

3 p(@- pOlg) - ld(pO]g)) ~1d(p(v))]

F=
Y p(g) T(g)

(1.45)

Bei einem Digitalkanal mit M Eingiingen und M Ausgingen besteht dabei die Summe im Nenner
aus M, die Doppelsumme im Zihler aus M2 Summanden.

Die Abhingigkeit von der Statistik der Quelle ist in (1.45) an den Wahrscheinlichkeiten p(g)
ersichtlich. Zu beriicksichtigen ist, da die Wahrscheinlichkeiten p(v) am Ausgang ebenfalls von
den Quellensymbolwahrscheinlichkeiten p(g) abhéngen. Dagegen werden die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten p(v|g) sowie die Ubertragungszeiten T(g) allein vormn Kanal bestimmt.
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Optimiert man die statistischen Kenngrofen der Quelle im Hinblick auf eine Maximierung der
mittleren Informationsrate F, so kommt man zur Kanalkapazitit:

H

C=F_, = Max(—TJ. (1.46)
ey | T

Diese wichtige, von Shannon eingefiihrte informationstheoretische Grofe gilt somit fiir ein opti-

mal an den Kanal angepalites Sendesignal. Sie ist somit nur noch von den Kanalparametern

abhingig und stellt eine Grenze fiir die Kanalcodierung dar.

Das Kanalcodierungstheorem fiir diskrete, geddchtnislose Kanéle besagt, daB die Information
der Nachrichtenquelle mit beliebig kleiner Verfilschungswahrscheinlichkeit zur Sinke ibertra-
gen werden kann, solange die Ubertragungsrate R kleiner als die Kanalkapazitit C ist. Uber den
dabei zu wihlenden Code macht das Kanalcodierungstheorem allerdings keine Aussagen.

Die Einheiten der Kanalkapazitit C gemiB (1.46) sowie der Informationsiibertragungsrate R
sind jeweils ,,bit/s“. Sind die Ubertragungszeiten fiir alle Symbole gleich (ndmlich T), so kann
sich die Maximierung auf den Zihler von (1.46) beschrinken. Haufig wird deshalb in der
Literatur mit der auf 1/7 normierten Kanalkapazitit

C

C'=Max(H;)=—

X (H) =

gearbeitet. Dies ist, wie gesagt, nur dann moglich, wenn die Dauer T fiir alle Symbole gleich ist.
Zur Unterscheidung wird hier - im Gegensatz zu mancher Literatur - ein Hochkomma angefiigt.

=C-T (1.47)

Zur Formulierung des Kanalcodierungstheorems muf} dann auch die normierte Rate
R
R=—=1-r (1.48)
yr
herangezogen werden, die sich als der Komplementidrwert der in (1.24) definierten relativen
Redundanz r berechnen 14Bt.

Teilt man eine binire redundanzfreie Quellensymbolfolge in k-Tupel auf und weist jedem k-
Tupel ein Codewort der Lénge n > k zu, so hat dieser Code die (normierte) Coderate R’ = k/n.
Aus dem Kanalcodierungstheorem folgt dann die Aussage, da zumindest ein Code (n, k) exi-
stiert, dessen Codewort-Fehlerwahrscheinlichkeit gegen 0 geht, vorausgesetzt, es gilt R’< C’. Bei
einem solchen Code handelt es sich meist um einen sehr langen Code (unendlich grofle Werte fiir
die Codeparameter n und k bei gegebenem R’). Ist dagegen R’ > C’, so 148t sich eine beliebig
kleine Fehlerwahrscheinlichkeit nicht erreichen.

In den Jahren nach der Verdffentlichung der Shannonschen Theorie zur Kanalcodierung
(1948/49) wurden grofle Anstrengungen unternommen, um Codeklassen zu finden, die die von
Shannon versprochene beliebig kleine Fehlerwahrscheinlichkeit erreichen; die Resultate waren
meist mager. Erst die sogenannten BCH-Codes (1959 von Bose, Ray-Chaudhuri und Hocquen-
ghem entwickelt) und eine verwandte Codeklasse fiir mehrstufige Digitalkanile (von Reed und
Solomon im Jahr 1960 vorgestellt) brachten den Durchbruch.

Beim symmetrischen Bindrkanal (BSC) ist die Berechnung der Kanalkapazitit sehr einfach.
Das BSC-Modell ist ein Sonderfall des in Bild 1.1 dargestellten Modells mit gleichen Fehler-
wahrscheinlichkeiten fiir die beiden mdglichen Symbole ,,0 und ,,L*: pg = pn = p.
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Aufgrund der Symmetrie des Modells wird das Maximum des mittleren Transinformations-
gehalts bei einer Bindrquelle mit gleichwahrscheinlichen Symbolen erreicht. Die Quellenentropie
betrdgt somit 1 bit, ebenso wie die Sinkenentropie, da am Ausgang das Symbol ,,0¢ bzw. ,L¢
ebenfalls jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 0.5 auftritt. Die vier Verbundwahrscheinlichkeiten
ergeben sich hier zu p/2 (zweimal) bzw. (1 - p)/2 (ebenfalls zweimal), so daB man fiir die
Verbundentropie H,g mit der Shannonfunktion S(p) entsprechend (1.19) den Wert 1+ S(p)
erhalt. Mit (1.32) und (1.47) folgt dann fiir die (normierte) Kanalkapazitit:

C’=H,=H,+H -H,=1-S(p). (1.49)

Die Optimierung der Quellenstatistik wurde in diesem Sonderall durch die geeignete Wahl der
Symbolwahrscheinlichkeiten bereits vorweggenommen.

In Bild 1.5 ist die Kanalkapazitit des BSC-Kanals in Abhingigkeit der Fehlerwahrscheinlich-
keit p dargestellt. Dieses Bild ist wie folgt zu interpretieren: Uber einen BSC-Kanal mit p = 0.5
kann keine Information tibertragen werden (vgl. auch Bild 1.4). Bei p = 1 ist ebenso wie bei p=0
die Ubertragung von einem Informationsbit/Binirzeichen moglich, wobei mit p = 1 implizit eine
Umcodierung vorgenommen wird (,,0“ nach ,,L* und umgekehrt). Typische Werte der Fehler-
wahrscheinlichkeit in einem Telegraphie- oder Funkkanal liegen in der GroBenordnung von
p =0.001. Hier liefert (1.49) etwa den Wert C’=0.989. Bis zu dieser Coderate kann theoretisch
ein Code gefunden werden, so daf8 die Nutzinformation fehlerfrei (genauer: mit beliebig kleiner
Fehlerwahrscheinlichkeit) tiber diesen mit 0.1% verfilschenden Kanal iibertragen werden kann.

In Vorbereitungsfrage V5 wird die Berechnung der Kanalkapazitit eines unsymmetrischen
Bindrkanals behandelt.

c
1.0

0.5 +

T T p
0.5 1.0
Bild 1.5: Kanalkapazitdt des BSC-Modells.

1.3.3 Grundlagen der Quellencodierung

Im letzten Abschnitt wurde das von Shannon formulierte Kanalcodierungstheorem fiir diskrete
geddchtnislose Kanile angegeben. Nun wird kurz auf das zweite wichtige Shannonsche Theorem
eingegangen, das die Quellencodierung zum Inhalt hat.

Das Quellencodierungstheorem besagt, daB} es bei einer redundanten Nachrichtenquelle Q,
deren Entropie H betrégt, ausreichend ist, im Mittel H bit/Symbol zu iibertragen. In diesem Fall
geht die Wahrscheinlichkeit fiir eine perfekte Rekonstruktion beim Empfinger gegen 1, wenn die
Lénge der (codierten) Quellensymbolfolge gegen unendlich geht.
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Betrachten wir einen deutschen Text in Groffbuchstaben, der aufler den 29 Buchstaben (incl.
Umlaute) nur das Leerzeichen und zwei Satzzeichen (z.B. Punkt und Komma) beinhaltet, so
konnen diese 32 Symbole auch ohne Kenntnis der Informationstheorie mit 5 Bindrzeichen pro
Symbol dargestellt werden. Berlicksichtigt man den von Kiipfmiiller empirisch gewonnenen
Entropiewert von 1.3 bit/Symbol bei der deutschen Sprache (genauer: bei einem deutschen Text),
so besagt das Quellencodierungstheorem, da3 es zumindest eine Codierung gibt, so daB3 der Text
im Mittel mit nur 1.3 Binérzeichen pro Symbol dargestellt werden kann. Wird keines der Binir-
zeichen verfilscht, so kann dieser codierte (und ohne Kenntnis des Codes vollig unverstiandliche
Text) vollstindig rekonstruiert werden. Der binér dargestellte Text wird auf diese Weise um ca.
den Faktor 3.8 kiirzer.

Aufgabe der Quellencodierung ist es, der Quellensymbolfolge moglichst alle Redundanz zu
entziehen, so daB fiir die codierte Folge eine normierte Ubertragungsrate (vgl. Definition (1.48))

R=H (1.50)

q

ausreichend ist. Bei einer niedrigeren Rate ist keine richtige Rekonstruktion méglich, so dafl
(1.50) gleichzeitig die untere Grenze fiir die (normierte) Ubertragungsrate angibt.

Die redundanzfreie Codesymbolfolge ist duBerst anfillig gegen Ubertragungsfehler. Deshalb
wird meist durch Kanalcodierung wieder Redundanz hinzugefiigt. Bei einem Faltungscoder, der
aus jedem Eingangsbit zwei Ausgangsbit entsprechend einer festen Codiervorschrift gewinnt
(d.h.: Coderate 1/2), erhtht sich z. B. die benotigte Ubertragungsrate um den Faktor 2.

Im ersten Moment mag es unlogisch erscheinen, da die Quellencodierung zuerst Redundanz
entzieht, die dann durch Kanalcodierung wieder (zumindest teilweise) hinzugefiigt wird. Im Ge-
gensatz zu der natiirlichen Redundanz einer Nachrichtenfolge, die oft nicht zur Fehlererkennung
und -korrektur genutzt werden kann, wird bei der Kanalcodierung jedoch solche Redundanz
gezielt zugesetzt, die vom Empfanger genutzt werden kann.

Shannon hat gezeigt, daB die Probleme der Quellen- und Kanalcodierung (fast) immer ohne
Qualititsverlust separiert werden konnen. Im folgenden wird die Quellencodierung, d.h. die
Reprisentation der Quellensymbolfolge durch (moglichst wenige) Bindrsymbole ohne Informa-
tionsverlust, niher betrachtet. Dabei beschrinken wir uns weiter auf gedéchtnislose Quellen.

1.34 Mittlere Codewortlinge

Im folgenden wird von dem in Bild 1.6 dargestellten Modell ausgegangen: Die Quellen-
symbolfolge sei M-wertig, die einzelnen Folgenelemente statistisch voneinander unabhingig.
Somit ist die Entropie mit (1.17) und der Entscheidungsgehalt mit (1.21) berechenbar:

M
H,=4d(M), H,=)Y p, -ldpi.
m=1 m

Sind die M Symbole gleichwahrscheinlich, so stimmen beide Grofen iiberein und es liegt eine
redundanzfreie Quelle vor. Eine Quellencodierung ist in diesem Fall nicht erforderlich.

(%> 0 oodonng [ <

Bild 1.6: Zur Untersuchung der Quellencodierung.
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Im folgenden werden deshalb stets Quellen mit unterschiedlichen Symbolwahrscheinlichkeiten
betrachtet, deren M-wertige Ausgangsfolgen durch die Quellencodierung in Binirfolgen umge-
wandelt werden:

B T S qn:iSI,Sz,....,SM},

U Quellencodierung (1.51)
Ry D= By BapenyiCiga mit ¢, ={”0”,“L" :

Die einzelnen Quellensymbole konnen dabei durchaus durch unterschiedlich lange Codeworte

dargestellt werden; dies ist in (1.51) durch die unterschiedliche Indizierung der beiden Folgen

angedeutet. Die Umsetzung soll dabei in der Weise erfolgen, daB die mittlere Codewortlinge
moglichst gering ist:
!

Loy = ]I; = Minimum. (1.52)

Nach dem Quellencodierungstheorem ist eindeutig, da die mittlere Codewortlinge nicht kleiner
als die Quellenentropie sein wird:

Lew2H,. (1.53)

Die mittlere Codewortlinge kann aber auch als Scharmittelwert iiber die M moglichen Code-
worte ermittelt werden:

M
Loy = 2 Pn L, mit L :Anzahlder Bindrzeichen des m - ten Codewortes. (1.54)

m=1

Um diesen Wert zu minimieren, ist es zweckmiBig, hdufige Symbole durch kurze Codeworte,
seltenere dagegen durch entsprechend léangere Worte darzustellen. Dieses Prinzip soll an einigen
Beispielen verdeutlicht werden.

Beispiel: Betrachtet wird eine quaternére Nachrichtenquelle (M =4) mit den moglichen Sym-
bolen ,,A%, ,,BY, ,,C* und ,,D%, die mit folgenden Wahrscheinlichkeiten auftreten:

1 1 1

DPa :E;ps :Z;pc =Pp :g-

Der Entscheidungsgehalt dieser Quelle ist 1d(4) = 2 bit/Symbol, wihrend die Entropie, berechnet
nach (1.17), den Wert 1.75 bit/Symbol ergibt. Ohne Quellencodierung kann eine Folge der Linge
N durch 2N Binérzeichen dargestellt werden.

Wihlt man nun zwischen den Quellen- und den Codesymbolen die Zuordnung
T =2 0 B = L0.CY = LLDD® = LI,
so ergibt sich fiir die mittlere Codewortlénge entsprechend (1.54):

1 1 1 1
Loy =—-1+—-2+—-3+—=-3=1.75bit/Symbol.
W T T T I
Zur Ubermittlung der Information einer N Symbole langen Folge sind aufgrund der ungleich-
formig verteilten Quellensymbole nun nur mehr 1.75-N Binérsymbole zu iibertragen (dieser Wert
gilt allerdings fiir kleine Werte von N nur niherungsweise). Ein effektiverer Code kann nicht

gefunden werden, da die mittlere Codewortlédnge bereits mit der Quellenentropie iibereinstimmt.
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Bei der Codekonstruktion ist darauf zu achten, daf die urspriingliche M-stufige Folge aus der
(codierten) Binidrfolge wieder rekonstruiert werden kann. Man spricht dann von préfixfreien
Codes. Hierauf wird im Abschnitt 1.3.5 noch niher eingegangen.

Bei einer Terndrquelle (M = 3) mit den Symbolwahrscheinlichkeiten
1 1
Pa :?PB “PcTy
(d.h.: Hy =1d(3) = 1.585 bit/Symbol, H = 1.5 bit/Symbol) wird mit der prifixfreien Zuweisung

A = 0,,B* = 10,,C" = LL

ebenfalls die mittlere Codewortldnge minimiert (auf 1.5 bit/Symbol). Obwohl in diesem Fall die
Redundanz der Quelle mit (1.585-1.5)/1.585 =5.36% kleiner ist als bei M =4, ist hier die
Quellencodierung noch effizienter als im ersten Beispiel, vorausgesetzt, die Ubertragung soll bi-
nir erfolgen; ohne Quellencodierung miiffiten ndmlich ebenfalls 2 bit/Symbol iibertragen werden.
Die Ubertragungsrate kann damit um 25% gesenkt werden.

Bei diesen beiden Beispielen war die Codekonstruktion sehr einfach, da die Symbolwahr-
scheinlichkeiten als negative Potenzen zur Basis 2 geeignet vorgegeben waren. In den nichsten
beiden Abschnitten werden zwei Algorithmen vorgestellt, die effektive Codes auch fiir beliebige
Symbolwahrscheinlichkeiten erzeugen.

135 Codierung nach Huffman

Fiir das Folgende setzen wir weiter voraus, dafl die Quellensymbole einem Alphabet mit dem
Symbolumfang M entstammen und statistisch voneinander unabhingig seien. Huffman hat unter
diesen Voraussetzungen im Jahre 1952 (also kurz nach Shannon's bahnbrechenden Verdffent-
lichungen) einen Algorithmus zur Konstruktion von optimalen prifixfreien Codes angegeben.
Wir beschrinken uns hier auf die Binércodes.

Optimal bedeutet in diesem Zusammenhang, da3 die mittlere Codewortlinge gemif (1.52) fiir
die gegebenen Symbolwahrscheinlichkeiten minimal ist. Die Eigenschaft . prdfixfrei* sagt aus,
daB kein Codewort der Prifix (d.h. Beginn) eines lingeren Codewortes sein darf. Ein prafixfreier
Code ist sofort decodierbar.

Beispiel: Der Bindrcode fiir das Alphabet ,,A%, ,,B*, ,,C,
A =0, B" = 10,.0C° = 0L

ist nicht prafixfrei. Hier kann die Codefolge 0LOO nicht eindeutig decodiert werden, da sowohl

,ABA* als auch ,,CAA* durch diese Binirfolge dargestellt werden. Dagegen beschreiben die im

Abschnitt 1.3.4 angegebenen Zuordnungen jeweils prafixfreie Codes.

Der Huffman-Algorithmus soll hier ohne Ableitung und Beweis rezeptartig angegeben werden:

1.  Man ordne die Symbole nach fallender Wahrscheinlichkeit.

2. Man fasse die zwei Symbole mit der kleinsten Wahrscheinlichkeit zu einem neuen Symbol
zusammen.

3.  Man wiederhole die Schritte 1 und 2 solange, bis nur mehr zwei Symbole tibrig bleiben.

Mit dem letzten Symbolpaar beginnend, wird schrittweise bindr codiert, indem man den
Code jedes aufgespaltenen Teilcodes mit ,,0“ und ,,L.” ergénzt.
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Beispiel: Ohne Einschrinkung der Allgemeingiiltigkeit setzen wir voraus, daB die Symbole
bereits entsprechend ihren Wahrscheinlichkeiten geordnet sind:

pn=027, py=023, p.=020, p,=015 p=0.10, p.=0.05.

Durch paarweises Zusammenfassen und Sortieren erhélt man in 4 Schritten die folgenden
Symbolkombinationen (resultierende Wahrscheinlichkeiten in Klammern):

1. A(0.27), B(0.23), C(0.20), D(0.15), EF(0.15)
2. DEF(0.30), A(0.27), B(0.23), C(0.20)

3. BC(0.43), DEF(0.30), A(0.27)

4. ADEF(0.57), BC(0.43)

Riickwirts gemdl den Schritten 4 bis 1 erfolgt dann die Zuordnung der Symbole:
4. ADEF—0x; BC—Lx:

3. DEF—00x; A—0L; B—10; C-—oLL;
2. D —000; EF — 00Lx ;
1. E—00L0; F—00LL:;

In dieser Darstellung kennzeichnet ein x, da8 im nichsten Schritt noch Bits hinzugefiigt werden
miissen. Dagegen sind die endgiiltigen Codezuordnungen unterstrichen.
Aus dem Vergleich der mittleren Codewortldnge gemiB (1.54),

Low =2-(0.27+0.23+0.20) +3-0.15+4-(0.10 + 0.05) = 2.45 bit/Symbol,

mit der Entropie (hier 2.42 bit/Symbol) erkennt man die Effizienz der Huffman-Codierung bei
dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Hiufig wird die Konstruktion des Huffman-Codes durch eine Baumstruktur angegeben. Bild
1.7 zeigt eine solche fiir obiges Beispiel.

0.27
- L

0.23 T e

E oﬁms

0.05 o
e L

M

Bild 1.7: Darstellung der Huffiman-Codierung durch eine Baumstruktur.

Anzumerken bleibt, daBl der Huffman-Code auch zur Datenreduktion einer bindren Nachrich-
tenquelle herangezogen werden kann, wenn mehrere Quellensymbole gemeinsam codiert werden.
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1.3.6 Codierung nach Lempel und Ziv

Der Algorithmus nach Lempel und Ziv wird héufig zur Datenkompression auf Computern
eingesetzt, da er sehr effektiv und relativ einfach zu realisieren ist. Wie beim Huffman-Code ist
fiir sehr grofes N die mittlere Codewortldnge gleich der Quellenentropie. Ein wesentlicher Vor-
teil des Lempel-Ziv-Algorithmus' ist, da} keine Information iiber die Quelle erforderlich ist.

Im nachfolgenden Beispiel gehen wir von einer Bindrquelle aus. Der Algorithmus 146t sich
jedoch auch auf andere Quellen analog anwenden. Bei der Codierung nach Lempel-Ziv sind hier
- genauso wie bei der Huffman-Codierung - zwei Durchginge vorgesehen. Im ersten Durchgang
wird die Bindrfolge in sogenannte Phrasen eingeteilt, die im vorangegangenen Teil der Folge
noch nicht aufgetreten sind. Prinzipiell kann der Algorithmus nach Lempel-Ziv auch mit nur
einem Durchgang realisiert werden.

Beispiel: Das Binirsignal ,,1011010100010“ wird in folgende Phrasen eingeteilt:
1,0, 11,01, 010, 00, 10.

Die aktuell ermittelte Phrase ist also der kiirzeste String, der zuvor noch nicht als Phrase einge-
teilt wurde. Im obigen Beispiel wird die Binérfolge der Linge N = 13 somit durch C =7 Phrasen
beschrieben. Im zweiten Durchgang werden nun die Phrasen jeweils durch L+1 Bits codiert, wo-
bei L = 1d[C] ist. Ist C keine Zweierpotenz, so ist fiir L die nichstgroBere Integerzahl zu nehmen.

Die ersten L Bits bezeichnet man als den Prifix. Dieser ist der Teil der Phrase ohne das letzte
Bit. Diesem Prifix wird das letzte Bit der Phrase angehidngt. Im obigen Beispiel mit C=7
Phrasen sind L = 3 Bit notig, um den Priifix zu beschreiben. Das sieht dann folgendermafien aus:

(000,1) (000,0) (001,1) (010,1) (100,0) (010,0) (001,0).

Da die Phrasen ,,1* und ,,0“ noch nicht aufgetreten sind, erhalten beide den Prifix ,,000“. Die
dritte Phrase ,,11“ ergibt sich aus der ersten Phrase (daher Prifix ,,001“) durch Anhingen einer
., 1% die vierte aus der zweiten (Prifix ,,010%) ebenfalls durch Anhiéngen einer ,,1* usw.

In diesem Beispiel wird durch diese Codierung die Anzahl der Binérzeichen von N =13 auf
7-(L+1) = 28 vergrofert. Das bedeutet, dal der Algorithmus nach Lempel und Ziv bei kurzen
Symbolfolgen nicht zweckmiBig ist. Bei langen Folgen ist dagegen mit diesem Verfahren eine
mit Huffman vergleichbare Datenreduktion méglich.

Anzumerken ist, daB es sehr viele Varianten des Lempel-Ziv-Algorithmus' gibt. In [3] wird
z.B. gezeigt, daB man durchaus mit einem Durchgang auskommen kann. Eine weitere Verbesse-
rung hinsichtlich der Datenreduktion ergibt sich, wenn man fiir den Pridfix keine feste Linge
vorsieht, sondern dieser entsprechend einer (im Coder und Decoder zu implementierenden)
Vorschrift je nach Bedarf verldngert wird.

Ein Vorteil gegeniiber der Huffman-Codierung ist nach Aussagen einiger Benutzer die hohere
Geschwindigkeit. Nachteilig ist dagegen der hohe Speicherbedarf. Aus diesem Grund ist dieser
Algorithmus im Programm nicht realisiert.
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1.4 Nachrichtenquellen mit inneren statistischen Bindungen

14.1 Entropiebestimmung

Im Kapitel 1.3 wurde stets vorausgesetzt, dafl die einzelnen Symbole der Folge statistisch
voneinander unabhingig seien. Die Redundanz einer Folge war deshalb allein auf die unter-
schiedlichen Auftrittswahrscheinlichkeiten zuriickzufiihren.

Reale Nachrichtenquellen lassen sich so nur unzureichend modellieren. Bei diesen sind meist
statistische Bindungen zwischen den einzelnen Folgenelementen gegeben. Betrachtet man z.B.
einen deutschen Text, so ist hierin der Buchstabe ,,u* eher unwahrscheinlich. Dessen Auftritts-
wahrscheinlichkeit betrdgt etwa 2.7% (insgesamt fiir Klein- und GroBbuchstaben). Dagegen
betrdgt die bedingte Wahrscheinlichkeit, daf8 nach einem ,,Q“ bzw. ,,q* ein ,,u* folgt, nahezu
100%. Dies ist eine Folge der Redundanz von Texten aufgrund statistischer Bindungen zwischen
den einzelnen Zeichen.

Auch bei Analogsignalen (Sprache, Bilder usw) existieren statistische Bindungen, die dann
z.B. durch die Autokorrelationsfunktion erfafit werden. Diese Bindungen bleiben auch nach der
Digitalisierung der Signale erhalten und konnen dann mit den Methoden der wertdiskreten
Informationstheorie erfalBt werden.

Bestehen zwischen den einzelnen Symbolen statistische Bindungen, so liegt eine Nachrichten-
quelle mit Geddichinis vor. Auch in diesem Fall wird der mittlere Informationsgehalt pro Symbol
durch die Entropie beschrieben, doch ist diese dann nicht mehr nach der fiir statistisch
unabhéngige Symbole giltigen Gleichung (1.17) zu berechnen. Diese Gleichung ist ebenso wie
der Entscheidungsgehalt nach (1.21),

H,=1d(M),

nur eine (meist grobe) Néherung fiir die tatsichliche Entropie H. Um dies auch in der Nomen-
klatur zu verdeutlichen, wird die Entropie nach (1.17) im folgenden mit

M
1
H=Yp, ld—=zH (1.55)
m=l1 m
bezeichnet. Der Index ,,1* soll darauf hinweisen, daB zur Berechnung dieser Niherung nur
jeweils ein isoliertes Symbol herangezogen wird, wahrend die statistischen Bindungen der Folge
nicht beriicksichtigt werden.

Betrachtet man zwei aufeinanderfolgende Folgenelemente, von denen jedes einzelne eines von
M moglichen Symbolen sein kann, so gibt es M2 Verbundwahrscheinlichkeiten

(9, q,.) < p(q,) p(4,,)- (1.56)
Daraus ist die Verbundentropie eines Zweier-Tupels berechenbar:
1
H = plg,Ng,,,) ld——"——. (1.57)
Gusns ; g 1 p(qn ng,, )

Die hier gewéhlte Nomenklatur deutet auf einen Scharmittelwert hin. Die Verbundwahrschein-
lichkeiten nach (1.56) sowie die Verbundentropie gemiB (1.57) lassen sich aber auch als
Zeitmittelwerte aus einer sehr langen Folge berechnen (besser gesagt, durch die entsprechenden
Héufigkeiten anndhern), wenn der Index n alle Werte zwischen 1 und N durchliuft.
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Beriicksichtigt man, daf sich die oben definierte Verbundentropie auf zwei Symbole bezieht,
so muf dieser Wert noch halbiert werden, um zum mittleren Informationsgehalt pro Symbol zu
kommen. Somit erhilt man als weitere obere Schranke der Entropie:

1

Hy=oH,,, <H <H. (1.58)

TnGn+

Um die Bindungen zwischen k aufeinanderfolgenden Symbolen mit vertretbarem Schreibauf-
wand angeben zu konnen, fithren wir folgende abkiirzende Symbolik ein:
1 1
Hy =~ % p,-1d ~
Hierbei steht die Wahrscheinlichkeit p, stellvertretend fiir die (insgesamt M2) Verbundwahr-
scheinlichkeiten; die [2] an der Summe soll darauf hinweisen, daf es sich hier eigentlich um eine
Doppelsumme handelt.

(1.59)

Mit dieser Schreibweise ergibt sich fiir die Verbundentropie eines k-Tupels, d.h. von & aufein-

anderfolgenden Symbolen gy, gu+1, . - - > Gns k-1, Mit den M* Verbundwahrscheinlichkeiten P
1 1 ‘
H,=—:) p,-1d—. (1.60)
k k % k pk

Summiert wird in dieser Gleichung iiber k-fach indizierte GroBen. Je groBer k£ gewdhlt wird, um
so kleiner wird der erhaltene Entropiewert sein (falls die Folgenelemente tiberhaupt statistische
Bindungen besitzen).

Als die Entropie einer Nachrichtenquelle mit Gedachtnis bezeichnet man den Grenzwert:

H=lmH,. (1.61)

k—yoo
Die nach den Gleichungen (1.55) bis (1.61) berechenbaren statistischen Kenngréfen zeigen
folgende GroBenrelationen:

H<..H,<..<H,<H <H,. (1.62)

Ein sehr einfaches Beispiel soll die Bedeutung dieser Entropien etwas durchsichtiger machen.

Beispiel: Wir betrachten eine binédre alternierende Folge:
...0OLOLOLOLOLOLO...

Der Entscheidungsgehalt betrdgt hier 1 bit/Symbol, ebenso die nach (1.55) berechnete Entropie
H,, die nur die Auftrittshdufigkeiten berticksichtigt. Mogliche Wertepaare sind hier nur ,,0L* und
,.LO%, so daB Gleichung (1.59) fiir die zweite Entropiendherung den Wert 0.5 bit/Symbol liefert.
Da fiir beliebige k-Tupel ebenfalls nur jeweils zwei Kombinationen mdglich sind (jede mit der
Wahrscheinlichkeit 0.5), ergibt sich fiir deren Entropie nach (1.60) der Wert 1/k. Die Entropie
dieser alternierenden Binirfolge, berechenbar als Grenzwert fiir £ gegen unendlich, ist dement-
sprechend 0. Das heift, die unendliche alternierende Folge liefert keine Information.
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1.4.2 Quellen mit Markoveigenschaften

Wertdiskrete Folgen mit statistischen Bindungen werden meist durch Markovprozesse model-
liert. Bild 1.8 zeigt das Ubergangsdiagramm eines biniren Markovprozesses erster Ordnung mit
den beiden méglichen Symbolen ,,A* und ,,B*.

P(AlA) p(AB) p(B|B)
p(B|A)

Bild 1.8: Markovprozefs mit M = 2 Zustéinden.

Von den 4 Ubergangswahrscheinlichkeiten sind nur zwei frei wihlbar, da jeweils die Summe von
zweien den Wert 1 ergibt:

p(AJA) + p(B|A) =1, (1.63)
p(AB)+ p(B[B) =1. (1.64)

Der Entscheidungsgehalt des Markovprozesses betrégt 1 bit/Symbol (wegen M = 2). Zur Berech-
nung der ersten Entropiendherung entsprechend (1.55) benétigt man die stationdren Auftritts-
wahrscheinlichkeiten. Diese berechnen sich entsprechend den Gleichungen (vgl. [15]):

p(AB)

P = (1.65)
~ p(BA)
PO = A + pEA) (1.66)

Die beiden Symbole sind gleichwahrscheinlich, wenn p(A[B) = p(B|A) gilt, d.h. wenn das Mar-
kovdiagramm symmetrisch aufgebaut ist (vgl. Bild 1.9).

p 1-p P
l-p

Bild 1.9: Betrachteter bindrer symmetrischer Markovprozef3

Fiir alle Werte von p (zwischen 0 und 1 incl. der beiden Grenzwerte) gilt hier p(A) = p(B) = 0.5
und dementsprechend ist:
H, = H, = 1bit/Symbol. (1.67)

Bei unsymmetrischem Markovdiagramm (und folglich ungleichen Auftrittshdufigkeiten) ergibt
sich hierfir ein kleinerer Wert.
Betrachtet man ein Symbolpaar, so erhélt man folgende Verbundwahrscheinlichkeiten:

p(ANA)=p(A)- p(AlA), (1.68)

p(ANB)= p(A)- p(BJA), (1.69)
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pBNA)=p(B) p(AB), (1.70)
pBNB)=p(B): p(BB). (1.71)
Daraus folgt fiir die Verbundentropie:

: 1 I

H, = p(A) - p(AA)-ld———F+ p(A)- p(BA) ld————F—+
p(A)- p(AlA) A PATA) p(A)- p(BJA) PSS
i i (L12)

+ p(B)- p(AB)-ld—————+ p(B) - p(BB) ' ld—————.

p(B)- p(AJB) 2B pE TP P [B) RS

Die Kennzeichnung mit einem Hochkomma soll darauf hinweisen, daB} es sich hier um die
Entropie eines Tupels handelt. Diese ist mit (1.57) vergleichbar.

Ersetzt man die Logarithmen der Produkte durch Summen von Logarithmen, so kann man fiir
(1.72) schreiben:

H/ =H +H, (1.73)
mit
H, = p(A)- (p(AlA) + p(BIA)) 1d——— + p(B) - (p(A[B) + p(B[B))-1d—— =
p(A) »(B)
1 1 (1.74)
A)-1d B)-ld——=S(p(A))=S(n(B
p(A) p(A)+P( ) — (p(A))=S(p(B))
und
1 1
H.. = p(A) p(AlA)-1d A)- p(B|A)-1d
v = P(A)- p(A|A) p(A|A)+p()p(| ) p(B|A)+
; { (1.75)
B)- p(AB) 1d B)- p(B/B)-1d .
p(B)- p(AlB) RN B) 5

Der erste Term ist gleich der ersten Entropienéherung nach (1.55), bei binidren Markovprozessen
ist dieser gleich der Shannonfunktion S(p). Dagegen muf} der zweite Term tatséchlich entspre-
chend (1.75) berechnet werden.

Beim symmetrischen Markovproze3 nach Bild 1.9 erhilt man:

H, =8(0.5) =1, (1.76)

H, =S(p), 1.77)

H,’=1+S(p). (1.78)
Die Entropie des Zweiertupels pro Symbol ergibt sich daraus zu

H, :%-H; =0.5-(1+S(p)). (1.79)

In dhnlicher Weise kann man die Entropie eines Tripels berechnen (vgl. Vorbereitungsfrage V7):

H'=H,+2-H, (1.80)

H3:%-(HI+2-HM)=%+%'S(I7)- thel)
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Setzt man diese Berechnungen fiir immer groBere Werte von k fort, so erhilt man schlieBlich:

H, :%v(Hl+(k—1)-HM). (1.82)
Die Entropie der Folge ist entsprechend (1.61) der Grenzwert dieser k-ten Niherung fiir k& gegen
unendlich:

H=lmH, =H, =S(p). (1.83)

k—se
Die in (1.79) bis (1.83) jeweils zuerst angegebenen Gleichungen gelten fiir Markovquellen mit
beliebigem M und beliebigen Ubergangswahrscheinlichkeiten. Daraus folgt, da zur Bestimmung
der Entropie einer Markovquelle nur die ersten beiden Néherungen ermittelt werden miissen, da
stets folgender Zusammenhang gilt:

H=H,=2-H,—H,. (1.84)

Dadurch wird der Rechenaufwand durch die Kenntnis, daB die Quelle Markoveigenschaften
besitzt, gegeniiber einer Quelle mit unbekannten statistischen Bindungen drastisch reduziert.

Die in (1.79) bis (1.83) rechts angegebenen Gleichungen gelten nur fiir eine symmetrische
bindre Markovquelle. Bei diesen ist H = S(p). Fiir p = 0.5 sind die Symbole der Folge statistisch
voneinander unabhingig und die Entropie mit H = 1 bit/Symbol maximal. Der Grenzwert p = 1
kennzeichnet die lange ,,A"- bzw. die lange ,,B“-Folge (je nach Startwert), wihrend p =0 flir die
alternierende Folge ... ABABABABABA.... steht. In all diesen Fillen ist die Entropie H = 0.

1.4.3 Entropie von Texten

Bisher haben wir uns vorwiegend mit kiinstlich erzeugten Symbolfolgen beschiftigt. Eine
natiirliche wertdiskrete Nachrichtenquelle ist z.B. geschriebener Text, der natiirlich auch infor-
mationstheoretisch analysiert werden kann.

Betrachtet man ein Buch mit 300 Seiten, 42 Zeilen pro Seite und 80 Zeichen pro Zeile, so
besteht bei sequentiellem Lesen die hier vorliegende Symbolfolge aus ca. N = 106 Zeichen. Wird
dieser Text entsprechend dem 8 Bit-ASCI-Code bindr abgespeichert, so bendtigt man hierfiir
etwa 8-106 Bindrzeichen (ca. 8 MByte). Wird diese Datenmenge mit einer Baudrate von 9600
bit/s libertragen, so bendtigt man hierfiir etwa 14 Minuten.

Bei deutschsprachigem Text konnte man bei Unterscheidung von Klein- und GroBbuchstaben,
Beriicksichtigung von Umlauten und Interpunktion vielleicht mit 64 unterschiedlichen Zeichen
auskommen. Dadurch wiirde sich der benétigte Speicherplatz um 1 - 1d(64)/1d(256) = 0.25 ver-
mindern und die Ubertragungszeit sich um den gleichen Faktor verkiirzen.

Der Entscheidungsgehalt dieser Nachrichtenquelle mit 64 Zeichen betrigt 6 bit/Zeichen. Will
man die erste Entropiendherung entsprechend (1.55) ermitteln, so miifte man alle 64 Symbol-
wahrscheinlichkeiten empirisch (d.h. als Hiufigkeiten) bestimmen. Fiir die zweite und dritte
Niherung, die von Zeichentupeln bzw. -tripeln ausgehen und somit die statistischen Bindungen
zum vorangegangenen Symbol bzw. zu den beiden vorangegangenen Symbolen mit beriick-
sichtigen, sind bereits 4096 bzw. 262144 Hiufigkeiten zu ermitteln. Ebenso viele Speicherplitze
sind erforderlich.

Geht man weiterhin davon aus, daB fiir jedes mogliche k-Tupel im Mittel etwa 100 Entspre-
chungen fiir eine einigermaBen sichere Statistik erforderlich sind, so bendtigt man bereits zur
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Bestimmung der 3. Entropiendherung eine Nachrichtenquelle mit etwas mehr als 26 Millionen
Zeichen, also ein Buch mit ca. 8000 Seiten.

Die Entropie von englischen bzw. deutschen Texten wurde schon frith von Shannon [14] bzw.
Kiipfmiiller [9] zwischen 1.0 und 1.6 bit/Zeichen angegeben. Hierbei wurden jeweils 26 Buch-
staben und das Leerzeichen beriicksichtigt. Aus einer von Kiipfmiiller angegebenen Skizze, in
der die einzelnen Entropiendherungen gemif (1.60) in Abhéngigkeit der Ordnung k dargestellt
sind (vgl. Bild 1.10), 14Rt sich abschitzen, daB die statistischen Bindungen der deutschen Sprache
mindestens bis £ = 100 reichen.

Zur Ermittlung der 100. Entropieniherung bendtigt man 2600 (etwa 10180) Wahrscheinlich-
keiten, ebenso viele Speicherplitze und - fiir eine gesicherte Statistik - nochmals um den Faktor
100 mehr Zeichen.

Eine berechtigte Frage ist nun: Wie hat Kiipfmiiller im Jahre 1954 (und vor ihm bereits
Shannon fiir die englische Sprache) die Entropie der deutschen Sprache ermittelt? Eine richtige
Antwort darauf lautet: So nicht!

14.4 Entropieabschitzung nach Kiipfmiiller

Kiipfmiiller geht von einem Alphabet mit 26 Buchstaben aus (keine Unterscheidung zwischen
GroB- und Kleinschreibung, keine Umlaute und Satzzeichen, Nichtberiicksichtigung des Leer-
zeichens). Der Entscheidungsgehalt ergibt sich somit zu

H, =1d(26) = 4.7 bit/Buchstabe. (1.85)

Die Hiufigkeiten der einzelnen Buchstaben in deutschen Texten wurden bereits 1939 ver-
offentlicht (hiaufigster Buchstabe: ,.e“ mit 16.7%, seltenster Buchstabe ,x“ mit 0.02%). Aus
diesen Héufigkeiten errechnete Kiipfmiiller die erste Entropieniherung zu:

H, =~ 4.1bit/Buchstabe. (1.86)

Als nichstes wurden - ausgehend von dem 1898 von F.W. Kaeding herausgegebenen Werk
~Hiaufigkeitsworterbuch der deutschen Sprache® - die Silbenhdufigkeiten ausgewertet. Dabei
wurde zwischen Stamm-, Vor- und Endsilben unterschieden.

Die 400 hiufigsten Stammsilben (beginnend mit ,,de‘’) bilden etwa die Hilfte (47 %) eines
deutschen Textes und tragen zur Entropie mit 4.15 bit/Silbe bei. Der Beitrag der 242 hdufigsten
Vorsilben (an der Spitze: ,,ge “, Gesamtanteil 9 %) ist laut Kiipfmiiller 0.82 bit/Silbe, die der 118
meistgebrauchten Endsilben (,.en“, 30 %) 1.62 bit/Silbe.

Der fehlende Rest von 14 % verteilt sich auf nicht gezidhlte Silben. Nimmt man an, dal es
davon 4000 gibt und daB diese gleichverteilt sind, so liefert dieser Rest einen Beitrag von ca. 2
bit/Silbe. Die gesamte Silbenentropie ist somit

Hg,. =4.15+0.82+1.62 + 2.0 = 8.6 bit/Silbe. (1.87)
Die durchschnittliche Buchstabenzahl je Silbe wurde zu 3.03 ermittelt. Daher ergibt sich als
Niherungswert der Entropie fiir k = 3:

H,= 35 2.8 bit/Buchstabe. (1.88)
3.03

In dhnlicher Weise kann man mit den Wortern verfahren. Die Hilfte eines deutschen Textes wird
durch nur 322 Waérter gebildet, wobei die fiinf hiufigsten ,,die®, ,.der”, ,und"”, ,zu", ,in* sind.
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Diese 322 hidufigsten Worter liefern einen Beitrag von 4.5 bit/Wort. Die restlichen 50 %
wurden geschitzt, wobei von 40000 Wortern ausgegangen wurde. Weiterhin wurde angenom-
men, dal die Héufigkeit der selteneren Worter umgekehrt proportional zu ihrer Ordnungszahl
abnimmt. Mit diesen Voraussetzungen ist der Gesamtbeitrag 11.0 bit/Wort. Die durchschnittliche
Anzahl der Buchstaben pro Wort ist nach dieser Auszihlung 5.53. Daraus ergibt sich als weiterer
Néherungswert fiir k = 5.5:

H,, = 2.0 bit/Buchstabe. (1.89)

Natiirlich kann k entsprechend der Definition (1.60) nur ganzzahlige Werte annehmen. Die
Gleichung (1.89) ist deshalb so zu interpretieren, daf sich fiir £ =5 ein etwas groBerer, fiir k=6
dagegen ein etwas kleinerer Wert ergibt.

In Bild 1.10 sind die oben berechneten Werte mit logarithmischer Abszisse aufgetragen.
Denkt man sich durch die 3 berechneten Punkte eine Kurve gelegt, so kommt man fiir k£ gegen
unendlich zur tatséchlichen Entropie. Die Extrapolation ist allerdings sehr vage.

Da Kiipfmiiller fiir die Statistik von Wortgruppen oder ganzen Sitzen keine Unterlagen vor-
fand, hat er den Grenzwert abgeschitzt. Die Abschitzung basiert auf folgender Uberlegung: ein
beliebiger zusammenhingender Text wird hinter einem bestimmten Wort abgedeckt. Der vorher-
gehende Text wird gelesen, und es wird versucht, das folgende Wort aus diesem Text und dem
Zusammenhang zu ermitteln. Bei einer groBen Zahl solcher Versuche ergibt die Zahl der Treffer,
bezogen auf die Gesamtzahl der Versuche, ein Maf fiir die Bindungen zwischen den Wortern
und Sitzen. Es zeigt sich, dall bei ein und derselben Textart, z.B. Romane, wissenschaftliche
Schriften usw. ein und desselben Autors, verhéltnismiBig rasch ein konstanter Endwert dieses
Trefferverhiltnisses erreicht wird (von etwa 100 ... 200 Versuchen ab). Das Trefferverhiltnis
hingt aber ziemlich stark von der Art des Textes ab. Fiir verschiedenartige Texte ergeben sich
Werte zwischen 15 und 33 %, mit dem Mittelwert bei 22 %. Im Durchschnitt kénnen also 22 %
der Worter aus dem Zusammenhang ermittelt werden. Anders ausgedriickt, die Zahl der Worter
eines langen Textes kann mit dem Faktor 0.78 reduziert werden, ohne daB der Nachrichtengehalt
des Textes eine EinbuBe erfahrt. Damit wird definitionsgem#f die Entropie zu

H =0.78-2.0=1.56 bit/Buchstabe, (1.90)
bit/Buchstabe
5
H H,
[
A N\
3 H,
Hs 5
2 [ ——
1.6
1
0 : ; Buchstaben
1 3 55 10 100
—> k

Bild 1.10: Ndherungswerte der Entropie der deutschen Sprache (entnommen aus [9])
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Kiipfmiiller hat diesen Wert mit einer vergleichbaren empirischen Untersuchung der Silben
tiberpriift und kam mit (1.88) und dem ermittelten Reduktionsfaktor von 0.54 auf die Entropie
1.51 bit/Buchstabe. Um einen Vergleich mit Shannons informationstheoretischer Analyse von
englischem Text anstellen zu konnen, hat Kiipfmiiller das Leerzeichen in sein Ergebnis mit
eingerechnet, indem er seine empirisch gefundene Entropie noch mit dem Faktor 5.5/6.5 (mitt-
lere Wortléingen ohne bzw. mit Beriicksichtigung des Leerzeichens) multipliziert. So kommt er
zum Wert H = 1.3 bit/Buchstabe, einem etwas hoheren Wert, als Shannon fiir die Entropie der
englischen Sprache gefunden hat (/4 = 1 bit/Buchstabe).

Dieser Richtwert von 1.3 bit/Buchstabe wird auch heute noch fiir informationstheoretische
Abschitzungen herangezogen. Dieser besagt, dafl bei einer idealen Codierung (die keiner kennt

und die auch niemand angeben kann) ein deutscher Text entsprechend der relativen Redundanz
von (4.7 - 1.3)/4.7 = 0.72 verkiirzt werden knnte.

deutsch englisch
Buchstabenndherung ITVWDGAKNAJTSQOSRM ITVWDGAKNAJTSQOSR
0. Ordnung OIA QVFWTKHXD MOIA QVFWTKHXD
Buchstabenndherung EME GKNEET ERS TITBL. OCRO HLI RGWR NMIEL
1. Ordnung BTZENFNDBGD EAI E WIS EU LL NBNESEBYA
LASZ BETEATR TH EEI ALHENHHTTPA
TASMIRCH EGEOM
Buchstabenniherung AUSZ KEINU ON IE ANTSOUTINYS
2. Ordnung WONDINGLIN DUFRN ARE T INCTORE ST BE S
ISAR STEISBERER ITEHM DEAMY ACHIN D
ANORER ILONASIVE
Buchstabenniherung PLANZEUNDGES PHIN INNO IST LAT WHEY
3. Ordnung INE UNDEN UBBEICHT CRATICT FROURE BIRS
GES AUF ES SO UNG GAN GROCID PONDENOME OF
DICH
Buchstabenniherung ICH FOLGEMASZIG BIS
4. Ordnung STEHEN DISPONON
SEELE NAMEN

Wortniherung 1. Ordnung DENKEN ES ENTSAGEN  REPRESENTING AND
ICH ZU WENN AUS DIESE SPEEDILY IS AN GOOD
VERANSTALTET ZEIT APT OR COME CAN

DIFFERENT

Wortndherung 2. Ordnung WEIL JEDER ANLAGE THE HEAD AND IN
HAT NACH DEM PFERDE FRONTAL ATTACK ON
NICHT ALLEIN DER HERR AN ENGLISH WRITE
WILL ALS OB ICH FAST  THAT THE CHARACTER
JEDES HAUS ZU SITZEN  OF THIS

Bild 1.11: Kiinstlich erzeugte deutsche und englische Texte (entnommen aus [9]).
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Es soll nochmals darauf hingewiesen werden, daf sich dieser Reduktionsfaktor auf ein Alpha-
bet mit 27 Zeichen bezieht. Da heutzutage jedes Textverarbeitungssystem mit 256 unterschied-
lichen darstellbaren Zeichen arbeitet, ergibt sich fiir die Entropie sicher ein groBerer Wert als 1.3
bit/Symbol.

Abschliefend sind in Bild 1.11 noch kiinstlich erzeugte deutsche und englische Texte
angegeben. Die Buchstabenniherung 0. Ordnung geht von 27 gleichwahrscheinlichen Zeichen
aus. Hier ist fast kein Unterschied zwischen deutschem und englischem Text feststellbar. Bei der
ersten Buchstabenniherung werden bereits die unterschiedlichen Auftrittswahrscheinlichkeiten
berticksichtigt, bei den Niherungen hoherer Ordnung auch die vorangegangenen Zeichen. Bei
einer Synthese 4. Ordnung (die Wahrscheinlichkeiten richten sich nach den drei zuletzt ausge-
wihlten Zeichen) ergeben sich bereits erkennbare Worte. Entsprechend gibt die Wortniherung
1. Ordnung einen Satz entsprechend den Wortwahrscheinlichkeiten wieder, die 2. Ordnung be-
riicksichtigt auch das vorangegangene Wort.

1.4.5 Einige Simulationsergebnisse

Die Angaben von Kiipfmuller hinsichtlich der Entropie der deutschen Sprache (vgl. Abschnitt
1.4.4) sollen nun mit einigen Simulationsergebnissen des Programms ,, wdit verglichen werden.
Dieses berechnet neben dem Entscheidungsgehalt nach (1.21) die Entropieniherungen ent-
sprechend (1.60) fiir k=1, 2 und 3. Als Symbolvorrat sind alle Buchstaben des deutschen
Alphabets inclusive ,,4%, ,,0, ,,i* und ,B* zugelassen, auBerdem Ziffern (ZI), Interpunktions-
zeichen (IP), Sonderzeichen (SZ) und Leerzeichen (LLZ). Zwischen Klein- und GroBschreibung
wird nicht unterschieden. Der Symbolumfang betrigt dementsprechend M = 34.

Analysiert wurde z.B. die deutschsprachige Bibel mit N = 4368593 Symbolen. Die Ergebnisse
sind in Bild 1.12 zusammengestellt. Betrachten wir zunichst die Spalte mit M =34. Da
Kiipfmiiller nur 26 Buchstaben zulieB, ist hier der Entscheidungsgehalt mit etwa 5.1 gegeniiber
4.7 bit/Buchstabe geringfligig groBer. Die Entropiendherung H, liefert hier ca. den Wert 3.3
bit/Buchstabe, wihrend von Kiipfmiiller hierfiir 2.8 bit/Buchstabe (also ebenfalls um ca. 0.5
weniger) angegeben wurde. Dieser groflere Wert ist sicher u.a. auf den gréBeren Symbolumfang
des Programms ,, wdit “ zurtickzufiihren.

L4Bt man die Symbolklassen ,,ZI%, ,,JP*“ und ,,SZ“ (M = 31, mittlere Spalte) auBer Betracht, so
ergibt sich bei allen Entropiendherungen ein geringfiigig kleinerer Wert. Da aber auch
Kiipfmiiller den Wert H; ohne Berticksichtigung des Leerzeichens ermittelt hat, muB dieser
eigentlich mit dem in der letzten Spalte (M = 30) angegebenen Wert verglichen werden. Danach
ist die Abweichung mit mehr als 0.66 bit/Buchstabe noch stirker.

Ein Vergleich der Spalten (M =30) und (M =31) macht deutlich, daB die Entropie bei
Bertiicksichtigung des Leerzeichens trotz groferem Entscheidungsgehalt um mehr als 0.2 bit/
Buchstabe abnimmt. Dieses Ergebnis wurde auch von Kiipfmiiller in etwa beriicksichtigt
(Subtraktion um 0.3 bit/Buchstabe).

In Bild 1.13 sind die vergleichbaren Ergebnisse der englischsprachigen Bibel zusammen-
gestellt. Nach diesen Zahlenwerten ist aus informationstheoretischer Sicht kein entscheidender
Unterschied zwischen deutschen und englischen Texten festzustellen.
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M=34 M=31 M =30
(ohne ZL.1P, 57.) {ohne Z1, 1P, 87, 1..7Z)
N 4368593 4178307 3422356
H, 5.087 4.954 4.907
H, 4.185 4.062 4.126
H, 3.682 3.622 3.786
H, 3.281 3.245 3.466

(Entropie in bit/Buchstabe).

Bild 1.12: Einige Simulationsergebnisse der deutschsprachigen Bibel

M=31 M =30
M =34
(ohne ZI, IP, SZ) (ohne ZI, IP, SZ,1L.7)

N 42887381 4059343 3234995
HO 5.044 4.907 4.858
H1 4.174 4.121 4.012
H2 3.699 3.600 3795
3 3.288 32202 3.506

Bild 1.13: Einige Simulationsergebnisse der englischsprachigen Bibel
(Entropie in bit/Buchstabe).
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2 Vorbereitungsfragen

V1: Shannonfunktion

a) Zeigen Sie, daB die durch Gl. (1.19) definierte Shannonfunktion symmetrisch um den Punkt
p=0.51st, d.h. daB gilt: S(p) =S(1- p).

b) Fiir welchen p-Wert ist S(p) maximal? Wie groB8 ist dieser Maximalwert?

c) Wie groB ist S(p) an den beiden Riandern p =0 bzw. p = 1?

d) Berechnen Sie S(p) fiir p = 0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 0.9.

p 0.1 0.25 G5 0.75 0.9

S(p)

V2: Entropie einer Ternirquelle (M = 3)

Betrachten Sie das Werfen einer Roulettekugel als terndre Nachrichtenquelle mit den
Symbolen R(Rot), S(Schwarz), W(Weil}). Werden Manipulationen am Gerit ausgeschlossen, so
sind die einzelnen Wiirfe statistisch voneinander unabhingig, und es gilt fiir die Auftrittswahr-

scheinlichkeiten:
18 1

o =g
a) Berechnen Sie die Entropie dieser ,,Quelle® unter Benutzung der Shannonfunktion (1.19).

Pr = Ps =
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b) Wie groB ist der Informationsgehalt von Rot, Schwarz und Wei?

c) Zeigen Sie an diesem Beispiel, daB das unwahrscheinlichste Symbol trotz des groBeren
Informationsgehaltes einen kleineren Beitrag zur Entropie liefern kann als jedes der beiden
anderen Symbole.

d) Wie groB ist die maximale Entropie (Entscheidungsgehalt) sowie die relative Redundanz
dieser Nachrichtenquelle?

e) Geben Sie die Werte von H, H, und r an, wenn das ,Roulette nicht hinsichtlich der
Farben ,,R*, ,,S“ und ,,W* als terndre Nachrichtenquelle aufgefalt wird, sondern beziiglich
der Zahlen ,,0“, ,,1%, ...., ,,36%.

V3: Transinformationsgehalt

Durch Wiirfeln werden parallel zwei Symbolfolgen erzeugt, wobei der Symbolumfang jeweils
M =2 betrigt. Die Folge X hat die beiden Elemente ,, T* (falls die Augenzahl drei oder kleiner)
und ,,H” (falls die Augenzahl vier oder grofer). Dagegen ist ¥ =,,G%, falls die Augenzahl gerade
ist, andernfalls ist ¥ = ,,U*.

a) Geben Sie die speziellen Folgen X und Y an, wenn folgende Zahlen gewiirfelt werden:
A= 35263144126132261453

X=

Y=

b.) Wie groB sind die Entropien von X und Y7

c) Berechnen Sie die Verbundentropie.
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d) Wie groB ist der mittlere Transinformationsgehalt zwischen X und ¥?

e) Berechnen Sie die Einzelbeitrige zum mittleren Transinformationsgehalt nach den Defini-
tionsgleichungen (1.27) bzw. (1.30). Interpretieren Sie die Zahlenwerte.

V4: Kanalkapazitit eines unsymmetrischen Bindrkanals
Gegeben sei der folgende Binirkanal:

0.5
Ny,
p(an=")=1-a © ol © plva=1L)
0.5
&\\
p(an="0')=a © > © p(va=0)

1

a) Berechnen Sie die Quellen-, Sinken- und Verbundentropie in Abhéngigkeit von a.

b) Berechnen Sie den mittleren Transinformationsgehalt in Abh#ngigkeit von a.
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¢) Optimieren Sie die Quellensymbolwahrscheinlichkeiten (Parameter a), so dafl der mittlere
Transinformationsgehalt Hy maximal wird. Geben Sie die (normierte) Kanalkapazitiat C
des obigen Binirkanals an.

V5: Huffman-Codierung
Gegeben sei eine Nachrichtenquelle mit statistisch unabhédngigen Symbolen. Der Symbolum-
fang sei M = 8, die Auftrittswahrscheinlichkeiten sind wie folgt gegeben:

p(,A)=0.01, p(,B9=0.15 p(.C=005 p(D) =02,
p(E9 =002, p(F9)=002 p(,G)=005 p(LZ)=0.5.

Somit betrigt die Quellenentropie H = 2.0993 bit/Symbol.

a) Wie grof ist die mittlere Codewortldnge eines Binidrcodes, wenn die unterschiedlichen
Auftrittswahrscheinlichkeiten der Quellensymbole bei der Codierung nicht berticksichtigt
werden?

b) Wie groB ist in diesem Fall die Entropie pro Binirzeichen (N#herung 1. Ordnung), wenn
obige Symbole fortlaufend binér codiert werden:

A“ — 000,,B“ — 001, ..., ,LZ° — 1117

%

c) Erstellen Sie einen Huffman-Code fiir obige Auftrittswahrscheinlichkeiten. Zeichnen Sie
die dazugehorige Baumstruktur.

d) Berechnen Sie die mittlere Wortlange des Huffman-Codes.
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e) Wie groB sind die Auftrittswahrscheinlichkeiten der Bin#rsymbole ,,0° und ,. L bei der
Huffman-codierten Folge?

f) Berechnen Sie die Entropie pro Binirsymbol (1. Ndherung).

V6: Lempel-Ziv-Codierung
Erstellen Sie den Code nach Lempel-Ziv fiir die folgende Binirfolge mit N = 45:
110100011101101011110010101001011010110011011.

a) Teilen Sie die Folge in Phrasen ein.

b) Wieviele Phrasen gibt es? Mit wievielen Bit muB somit jede Phrase codiert werden?

c) Geben Sie die Ausgangsfolge an.

d.) Wieviele Bindrzeichen (Bit) miissen entsprechend der Lempel-Ziv-Codierung iibertragen
werden?

¢.) Begriinden Sie, daB bei lingeren Folgen weniger als N Binérzeichen libertragen werden
miissen.
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Vi Entropie von Markovprozessen

Ein Markovproze erster Ordnung sei durch die beiden Parameter p = p(A[B) und g = p(B|A)
vollstindig beschrieben:

1-q p 1-p

q

a) Berechnen Sie die stationdren Auftrittswahrscheinlichkeiten.

b) Berechnen Sie die Entropieniherung 1. Ordnung entsprechend Gl. (1.74).

c) Welcher Wert ergibt sich fiir die Entropiendherung 2. Ordnung?

d) Berechnen Sie die beiden Entropiendherungen 1. und 2. Ordnung fiir eine symmetrische
Markovquelle (p = g). Welcher Wert ergibt sich fiir die tatséchliche Entropie H?

e) Welche Entropie erhalt man fiir p = g = 0.257
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3. Versuchsdurchfiihrung

D1: Shannonfunktion

Einstellungen:
Parametersatz: Statistisch unabhédngige Symbole.

Geoffnete Fenster:  Alle.

Erzeugen Sie eine Binirfolge mit statistisch unabhingigen Symbolen (,,A* und ,,B%), wobei
die Auftrittswahrscheinichkeiten p(A) = 0.10 und p(B) = 0.90 betragen.

a) Wie grof} ist der Informationsgehalt der Symbole ,,A“ bzw. ,B*“ ?

b) Wie grof sind die Entropie der Symbolfolge sowie der Entscheidungsgehalt? Welcher Wert
ergibt sich damit fiir die relative Redundanz?

¢) Bestimmen Sie die Auftrittswahrscheinlichkeiten sowie die Quellenentropie empirisch durch
Simulation einer Folge der Linge N = 1000, N = 5000 bzw. N = 20000. Interpretieren Sie die
Simulationsergebnisse. Hinweis: Da die Symbole als statistisch unabhiingig vorausgesetzt
werden, gilt: H = Hy= Hy= H3y=,.= H;=...

N 1000 | 5000 | 20000 | theor.
p(A)
P('B)

H

d) Wiederholen Sie den Versuch c.) fiir gleichwahrscheinliche Symbole.

N 1000 5000 | 20000 theor.
p('A’)
p(!Bl)

H
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e) Bei welcher Auftrittswahrscheinlichkeit, p(A) = 0.1 oder p(A) = 0.5, liegt bei gleicher Fol-
genldnge N der empirisch ermittelte Entropiewert im Mittel niher am theoretisch erwarteten
Wert? Begriinden Sie dieses Ergebnis.

D2: Statistisch unabhéingige Symbole

Einstellungen:
Parametersatz: Aus Datei = statistisch unabhingige Symbole.

Geoffnete Fenster: Alle.

Im Verzeichnis ,,DATA® unterhalb des Hauptverzeichnisses sind vier Dateien (D2a.sun,
D2b.sun, D2c.sun und D2d.sun) abgelegt, die jeweils eine M-stufige Symbolfolge der Linge
N = 20000 enthalten. Analysieren Sie diese Folgen im Hinblick auf Symbolumfang, Auftritts-
wahrscheinlichkeiten und statistische Unabh#ngigkeit.

Anmerkung:
Obwohl alle Dateien die Kennung .sun aufweisen, stammen nicht alle Folgen von Quellen mit

statistisch unabhingigen Symbolen. Die Wahrscheinlichkeiten im Parameterfenster sind - um
nicht die Antworten vorwegzunehmen - alle mit Null angegeben.
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D3 Huffman-Codierung
Einstellungen:
Parametersatz : Statistisch unabhingige Symbole.

Geoffnete Fenster: Alle.

Erzeugen Sie eine 8-stufige Symbolfolge mit den in Vorbereitungsfrage V5 angegebenen
Auftrittswahrscheinlichkeiten (Lange N = 20000).

a) Uberpriifen Sie Ihren in V5 erstellten Huffman-Code. Wie grof ist die mittlere Codewort-
lange? Ist der Code decodierbar (d.h. prifixfrei)? Uberpriifen Sie dies mit Parameterwahl =
Huffman-Decodierung.

b) Vergleichen Sie Ihren Huffman-Code und die zugehorige Codewortlinge mit dem vom
Programm vorgeschlagenen Code.

¢) Erzeugen Sie nun mehrere Ubertragungsfehler und decodieren Sie die verfalschten Code-
symbole. Interpretieren Sie die Ergebnisse der Decodierung.
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D4 Mittlere Codewortliange

Einstellungen:
Parametersatz : Statistisch unabhéngige Symbole.

Geoffnete Fenster: Alle.

Erzeugen Sie nun eine terndre Symbolfolge der Linge N = 20000 mit anndhernd gleichen
Wahrscheinlichkeiten: p(A) = 0.333, p(B) = 0.333, p(C) = 0.334.

a) Wie grof} ist die Entropie?

b) Codieren Sie diese Folge nach Huffman. Wie lautet die Zuordnung?

c) Berechnen Sie die mittlere Codewortldnge. Vergleichen Sie diesen Wert mit der vom Pro-
gramm numerisch ermittelten Codewortlange.

d) Vergewissern Sie sich, daf} folgender Zusammenhang gilt:
H

- q
Hyy =—L.

LCW

Hierbei bezeichnet H..,, die Entropie der biniren Codefolge.

e) Uberpriifen Sie diese Aussage auch fiir die (nicht optimalen) Zuordnungen ,,.C*“ = ,,00“ bzw.
sl = 1%



Wertdiskrete Informationstheorie — Versuchsdurchfithrung 39

D5 Entropie der Biniriibertragung

Einstellungen:
Parametersatz : 2 statistisch abhéngige Folgen.

Geoffnete Fenster: Alle.

Betrachten Sie den Bindrkanal von Bild 1.1 mit den beiden Fehlerwahrscheinlichkeiten

Pry =0.01und py, =0.2.

Simulieren Sie zundchst diesen Bindrkanal mit den in Abschnitt 3.1 angegebenen Quellen-
symbolwahrscheinlichkeiten p , =0.1und p,; =0.9.

Anmerkung:
Im Programm ist dies mit dem Meniipunkt ,,Parameterwahl = 2 statistisch abhingige Folgen*

méglich. Ersetzen Sie z.B. ,,0% durch ,,A* und , L durch ,,B“. Die Eingangsfolge wird hier durch
Grofibuchstaben dargestellt, die Ausgangsfolge durch entsprechende Kleinbuchstaben.

a) Welche Wahrscheinlichkeiten miissen Sie eingeben?

b) Welche Werte liefert die Simulation fiir die einzelnen Entropien (siehe nachfolgende
Tabelle) fir N = 1000, N = 10000 und N = 60000.

1000

10000

60000

theor.

¢) Vergleichen Sie fiir N=60000 die vom Programm ausgegebenen Auftrittshaufigkeiten
(Verbund-, bedingte-, RiickschluB-) sowie die Entropiewerte von b) mit den in Abschnitt
1.3.1 ermittelten theoretischen Werten.
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d) Interpretieren Sie die ausgegebenen Auftrittswahrscheinlichkeiten fiir den vollstindig ge-
storten Kanal. Welche Ubergangswahrscheinlichkeiten miissen hier eingestellt werden?

e) Interpretieren Sie die ausgegebenen Auftrittswahrscheinlichkeiten fiir den idealen Kanal.
Welche Ubergangswahrscheinlichkeiten miissen nun eingestellt werden?

D6 Kanalkapazitit eines Bindrkanals

Einstellungen:
Parametersatz : 2 statistisch abhingige Folgen.

Geoffnete Fenster: Alle.

Stellen Sie die gleichen Parameterwerte ein wie zu Beginn der Versuchsdurchfithrung D5
(siehe Teilaufgabe D5a, Liange 1000). Bestimmen Sie die Transinformation in Abh#ngigkeit der
Symbolwahrscheinlichkeiten auf zwei Dezimalstellen genau. Verwenden Sie dabei den theore-
tischen Wert. Wie grof ist dementsprechend die Kanalkapazitit?

p(A)

Ht




Wertdiskrete Informationstheorie — Versuchsdurchfithrung 41

D7 Kanalkapazitit eines Terndrkanals

Einstellungen:
Parametersatz: 2 statistisch abhéngige Folgen.

Gedffnete Fenster: Alle.

Gegeben ist ein Digitalkanal mit den Symbolen ,,A“, , B und ,,C* und nachfolgendem Uber-
gangsdiagramm. Es sei N = 10000 und p = 0.1. Dieser Parametersatz ist im Programm bei dem
Meniipunkt ,,2 statistisch abhidngige Symbolquellen* voreingestellt.

1-p .

Ve O

‘A 0.3 O a
\\p /
. o/ \O o
\Qp /
\\‘\\
/ -
'C’ 03 o© \‘o

a) Welche Ubergangswahrscheinlichkeiten miissen Sie einstellen?

/

b) Was ist aus den Verbundwahrscheinlichkeiten ersichtlich?

c) Was ist aus den bedingten Wahrscheinlichkeiten ersichtlich?
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d)

g

Was ist aus den RiickschluBwahrscheinlichkeiten ersichtlich?

Welcher Wert ergibt sich fiir den mittleren Transinformationsgehalt?

Bestimmen Sie die Transinformation in Abh#ngigkeit der Symbolwahrscheinlichkeiten auf
zwei Dezimalstellen genau. Verwenden Sie dabei wieder den theoretischen Wert. Wie grof3
ist dementsprechend die Kanalkapazitit? Beriicksichtigen Sie bei der Optimierung die
Symmetrie des vorliegenden Kanals.

p(A)

Berechnen Sie den Transinformationsgehalt fiir p(A) = p(C) = 0.5 und p(B) = 0.
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D8 Entropie einer bindren Markovquelle

Einstellungen:
Parametersatz : Markovfolge (2 Symbole).

Goffnete Fenster: Alle.

Betrachtet wird wie in Vorbereitungsfrage V7 ein bindrer Markovproze mit den beiden Sym-
bolen ,,A“ und ,,B* und den Ubergangswahrscheinlichkeiten p = pP(AB) und g = p(BJ|A).

a) Berechnen Sie mit den Ergebnissen von V7 die Entropiensherungen erster und zweiter
Ordnung fiir p = 0.5 und g = 0.25.

b) Uberpriifen Sie diese Ergebnisse durch Simulation einer Folge der Linge N = 60000.

c) Berechnen Sie die tatsdchliche Entropie H der Folge.

d) Welcher Wert wird sich fiir die Entropiengherung dritter Ordnung ergeben?

e) Es sei nach wie vor p =0.5. Fiir welchen Wert von ¢ erhélt man die maximale Entropie?
Begriindung.

f)  Fur welchen Wert von p erhélt man die maximale Entropie H, wenn g = 0.25 ist?

g) Interpretieren Sie die Entropiewerte fiir g = 0.25 und p = 0.25 bzw. p = 0.75.
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D9 Entropie einer terniren Markovquelle

Einstellungen:
Parametersatz : Markovfolge (3 Symbole).

Geoffnete Fenster: Alle.

Gegeben sei eine Markovquelle mit den drei Symbolen ,,A®, , B und ,,C* sowie den nachfol-
genden Ubergangswahrscheinlichkeiten

p(A|A)=k-p, pB|A)=k: p, p(C|A)=1-2-k-p,
p(A|B)=1-2-p, pB|B)=p, p(C|B) = p,
p(A|C)=p, pB|C)=1-2-p, pC|C)=p.

Der Parameter k& kann Werte zwischen O und 1 annehmen, der Parameter p zwischen 0 und 0.5
(Grenzwerte sind jeweils moglich). Fiir die Teilaufgaben a) und b) gelte p = 0.25.

a) Diskutieren Sie die Ergebnisse fiir k= 1.

b) Diskutieren Sie den Kurvenverlauf H(k).

¢) Fir welchen Parametersatz ergibt sich die maximal mégliche Entropie?



Wertdiskrete Informationstheorie — Versuchsdurchfiihrung 45

D10 Analyse einer Textdatei

Einstellungen:
Parametersatz : Aus Date1 = ASCIL

Geoffnete Fenster: Alle.

Im Unterverzeichnis DATA unterhalb des Hauptverzeichnisses finden Sie die Datei bibel.asc
(Auszug aus der Bibel mit ca. 300000 Zeichen). Dieser Text soll mit dem Programm , wdit“
informationstheoretisch analysiert werden.

a) Ermitteln Sie die Auftrittshdufigkeiten fiir diese Datei. Welches sind hier die haufigsten
Symbole?

b) Welcher Buchstabe folgt am hiufigsten vor bzw. nach einem Leerzeichen?

c) Vergleichen Sie die Auftrittswahrscheinlichkeit von ,,q* mit der bedingten Wahrschein-
lichkeit, daB3 ,,q* vor ,,u® auftritt bzw. ,,u* nach ,,q* folgt.

d) Versuchen Sie den Text zu lesen, indem Sie zunichst ,,e* und anschlieBend ,n* in der
Symbolfolge ausblenden. Springen Sie dabei jeweils zu unterschiedlichen Textstellen.

e) Welche Werte ergeben sich fiir die angegebenen Entropien und den Entscheidungsgehalt,
wenn Sie alle M = 34 Zeichen beriicksichtigen bzw. nur die M = 30 Buchstaben.
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D11 Synthetische Erzeugung von Texten

Einstellungen:
Parametersatz : Aus Datei = ASCII.

Geoffnete Fenster: Alle.

Durch Analyse der deutschen und der englischen Bibel wurden zwei Dateien mit deren
spezifischen Auftrittshdufigkeiten erzeugt (Dateien ,,bibel. hfk“ bzw. ,,bible.hfk“ im Unterver-
zeichnis ,,DATA“ unter dem Hauptverzeichnis). Entsprechend einer Markovquelle zweiter
Ordnung konnen aufgrund dieser Haufigkeiten deutsche bzw. englische Texte erzeugt werden,
bei denen die Wahrscheinlichkeiten von Dreiertupeln denen des Ausgangstextes entspricht.
Weiterreichende Bindungen werden demgegeniiber nicht erfaft. In Bild 1.11 sind so entstandene
Texte mit ,,Buchstabenniherung dritter Ordnung® bezeichnet.

a) Erzeugen Sie solche kiinstlichen deutschen und englischen ,,Texte™ der Linge 100000.
Beobachten Sie, ob zumindest Ahnlichkeiten mit sinnvollen Texten zu erkennen sind.

b) Erzeugen Sie evtl. auch synthetische Texte aufgrund anderer Vorlagen. Sie konnen
beliebige Dateien fiir das Programm ,, wdit" konvertieren (genaue Beschreibung unter
Hilfe) und deren Auftrittshdufigkeiten unter dem Mentpunkt ,,Optionen” abspeichern.
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<. Musterlosungen der Vorbereitungsfragen

Losung V1:
a)  Ersetzt man in (1.19) p durch 1 - p und umgekehrt, so ergibt sich der gleiche Wert.
b)  Die Ableitung von S(p) ergibt:

dS(p):]d 1 _p.ld(e)_ld 1 +(1—p)-@:ldi —ldL zldtﬁ
dp p p l-p l—p p L~p p
1-

!
as(p) _ .
dp P

=1 = p=0)>5

Fiir p <0,5 ist die Ableitung stets positiv, d.h. das Maximum liegt bei p = 0,5:
S(p=0,5)=0,5-1d(2) +0,5-1d(2) =
. : 1
c) Firp=1gilt: p- Id(—} =0
P

In(p) _ . Vp
/p p—+0 — 1/p p%+0

Fur p = 0 gilt nach de 1'Hospital: hrn p-In(p) = 11m

b gl O =3 e ===l
p

‘ | I I .
d !0,11025'050,75!0,9_5

Sp) 0469 0811 | 1,000 | 0811 | 0469 |

Losung V2:

a)
H=pR-1dL ., +1 i+pw-l L:2-pR-1clL +pw-ld—1—.
Pr Ps Pw Pr Pw

Mitld[—L]=ld[ ! }H und 2-p, =1-p, folgtdaraus:

Pr 2'pR

36 1
H=1- +S =—+8 1,1522 bit .
Pw (pw) 37 [37) 1

b) Iy =1I5=10395bit, I, =52095bit.
¢) H=H,+H,+H=(0,1407+0,5057 +0,5057) bit = 1,1522 bit.

Obwohl Iy, etwa finfmal groBer ist als Iy bzw. I, ist Hy deutlich Kleiner als Hy = H.
Hy-H 1,585-1,152

H,=1d(3)=1585bit = r= = 2222 = 27,3%.
DR H, 1,585 -

e) H=H;=1d(37)=52095bit = r=0.
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Losung V3:
a) A= 3526314412613 2261453

X= THTHTTHHTTHTTTTHTHHT

Y= UUGGUUGGUGGUUGGGUGUU

b}  Hy=H,=505)=]1

—_

c) pING)=—,p(TN )=2,p(HmG)p(HmU)_g

1 12 .1 2 .1
B, =rid—eZggt e 2t o2 L oo,
XY /66 26 6 206 6 16 ——=

d)  H,=Hy,+H,—Hy =1+1-1.9183=0.0817 bit.

O\

e) I(T.G)=1d 1/6 =—0.5850 IT(T,U)zldAZOAlSO
05-05 = 65-05 = —
[,(H,G)=1d 2/6 =0.4150 I,(H,U)=1ld——— 16 =—-0.5850
05-05 ——— 0.5:0.5

Die Kombinationen (T; G) bzw. (H; U) sind eher unwahrscheinlich. Die entsprechenden
Transinformationen sind negativ. Der entsprechend den Verbundwahrscheinlichkeiten
gewichtete Mittelwert ist gleich dem mittleren Transinformationsgehalt:

H, = 2-%~(—0.585)+2-§-0.415 =0.0817 .

Losung V4:

a) H,=S(a)=a- ld +(1 a): ldL
l1—-a

Mit p(v, ="0")=(1-a)-0.5+a=05-(1+a) und p(v,="L")=0.5-(1-a):

2
—il

H, =S 1+a :0.5-(1+a)-ldi+0‘5-(1—a)-ld
2 1+a 1

p(qn "_“‘"O”("\'Vn :Tloll)za p(qn :"O”mvn :||L|l) :O
p(qn :"L"ﬁv :"0"):05'(1_3) p(qn :"L"ﬁvn :llLU):O.S_(l_a)

2
H =a- ld +(1 a): ldr)—S(a)"f'l a.

b) Hy=H,+H, -H, =S(a)+S[1;a)4S(a)—l+a=S(1i22]—1+a
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c) Mit dem Ergebnis von V1b) gilt: % = l-ldM +1=

=0
da 2 (l+a)2
= Lg% = il o JME_ o Lobs
2 l+a l-a l-a
a 040 | 050 | 059 | 060 | 061 | 070

H 0.2813 | 0.3113 | 0.3218 | 0.3219 | 0.3218 | 0.3098

C’=Max(H,(a))=S(0.8)-0.4.

Losung VS5:
a) Ly, =3bit/Symbol.

. : B340 0024 2+0; 0.
5 oLy = 2154005420 +0023+2 002+2:005+3-0.5 _ .o

H, =S(p("L")) = 0.8060 bit/Binirzeichen .

0.01

c)

Somit lautet die Zuordnung:

A: 1111111, B: 110, C: 11110, D: 10,
E: 1111710, PB:111110. G: 1110, LZ: 0.

d) Loy =001-7+0.15-3+0.05-5+0.2-2+0.02-7+0.02-6+0.05-4+0.5-1=2.13.

e) p("0")=0.02+0.02+0.05+0.05+0.15+0.2+0.5= g'—?i =0.4648 ,
1.14
IILII =1_ |IOIl :_:0 5352
p("L") p("0") 13

f)  H,=S(p("L"))=0.9964 bit/Binirsymbol .
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Losung V6:

a) 1,10,100,0,11,101,1010,111,1001,01,010,0101,10101,10011,011

b)  Es gibt C =15 Phrasen. Jede Phrase muf} mit 5 Bit codiert werden.

¢)  (0000,1)(0001,0)(0010,0)(0000,0)(0001,1)(0010,1)(0110,0)(0101,1)(0011,1)(0100,1)
(1010,0) (1011,1)(0111,1)(1001,1)(1010,1)

d)  Insgesamt miissen 15-5 =75 Bit iibertragen werden.

e) Bei langen Bindrfolgen werden die Phrasen lidnger. Da die Phrasen durch die Position des
Prifix beschrieben werden, welche eine kiirzere Bitfolge aufweist als die Phrase selbst,
wird eine Datenreduktion erreicht.

Losung V7:

a)  Nach (1.64) und (1.65) gilt mit der hier gew#hlten Nomenklatur:
p(ay=—L—, pBy=—1—.

ptq ptq
b) Esgilt:
H,=S(p(a)) =5 —2—|
ptq

c) Fiir die 4 Verbundwahrscheinlichkeiten eines Tupels ergeben sich folgende Werte:

= ;
p(AnA) = p(A) p(alA) = 22D A By = p(a) p(BlA) =-L-L

p+tq ptyq

. (1-
p(BNA) = p(B): p(AB) =12 p(BB) = p(B)- p(BjB) = L1 —2)

pt+4q ptq
Daraus folgt fiir die Entropie eines Zweiertupels:
H, = p--9 y_prta ,a(=p) . p*+tq ,, P'd | P*q
ptq p-(I-q) ptgq q-(I-p) p+tq pgq
Nach einigen Umformungen erhilt man hierfiir
(1- {=pYsll=
H2’=__P;+qq{8(p)+8(q)+p -q-ld———( p;.( 2 +(1—p—q)-ld(l-p)-(l—q)}ﬂd(pw) -
Fiir die Entropie pro Symmbol gilt nach (1.79): H, = % iy’
& H =S05=1 bzw. H,y=1+1L.5p)+ld[p 1~ p)¥]
p
Bei Beriicksichtigung aller Bindungen erhilt man fiir die Entropie:
H=H,=H"-H =L sy +1dp-1- p)]
p
1(3Y 27
e} H=5-5(025)+1d~—:=]| |=5-50.25)+1d — [=0.81.
4 (4 256, —
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S  Musterlosungen der Vorsuchsdurchfiihrung

In diesem Kapitel sind die Ergebnisse der Versuchsdurchfiihrung zusammengestellt. Einige
Simulationsergebnisse haben hier allerdings nur beispielhaften Charakter.

Ergebnisse D1:
1 1
I=I"A")=1d—=3.322bit; I, =I("B")=1d— =0.152 bit.
8 L=I0AD=lGT =202 L =108 =ldge=0152 bit
b)  Entropie entsprechend (1.17): H = 0.469 bit (siche V1d);
Entscheidungsgehalt nach (1.21): H, =L bit;

relative Redundanz (1.24): r = }ﬂ =53.1%.

c)  Bei groBerem N ist die Abweichung der durch Simulation ermittelten Werte von p(,,A“),
p(,,B“) und H von den theoretisch berechneten Werten meist (d.h. im statistischen Mittel)
geringer. Fiir N gegen unendlich wiren die empirisch ermittelten Werte exakt gleich den
berechneten Werten.

N 1000 5000 20000 | theor.

p("A") | 0.8930 |0.9018 | 0.8997 0.9

p(‘B”) | 0.1070 | 0.0982 | 0.1003 0.1

H 0.490 | 0.463 0.470 | 0.469

d) N 1000 | 5000 | 20000 | theor.

p(“A”) | 0.5120 | 0.5070 | 0.5005 0.5

P(“B”) | 0.4880 | 0.4930 | 0.4995 0.5

H 0.997 1.000 1.000 | 1.000

€) Bei p(,,A™) = 0.5 liegt der ermittelte Entropiewert niher am theoretisch ermittelten Wert,
da die Shannonfunktion in diesem Bereich eine geringere Steigung besitzt. Das bedeutet,
daf} die Abweichungen um diesen Wert geringer sind.

Ergebnisse D2:

a) D2a.sun, es ist M = 3. Da hier die Entropien H,, H,, H3 gleich dem Entscheidungsgehalt Hy
sind (zumindest innerhalb der Simulationsgenauigkeit), stammt diese Folge von einer
redundanzfreien Quelle, das heift, die Symbole ,,A“, , B%, ,,C* sind statistisch unabhéngig
und gleichwahrscheinlich.
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b)

D2b.sun, es ist M = 3. Die Symbole sind nicht gleichwahrscheinlich, vielmehr tiberwiegt
das Symbol ,,C*. Aus der Symbolfolge erkennt man, daB3 auf jedes der drei Symbole wieder
jedes folgen kann. Da die Entropiewerte H;, H,, H3 gleich groB sind, folgt, daB die
Symbole ,,A”, ,,B“ und ,,C* statistisch unabhéngig sind (d.h. keine statistischen Bindungen
aufweisen).

c) D2c.sun, es ist M =3. Die Symbole sind gleichwahrscheinlich und statistisch abhingig.
Wiren sie statistisch unabhingig, so miifiten die Entropien H;, H,, H3 gleich grof und
identisch mit dem Entscheidungsgehalt Hp sein. Da sie jedoch unterschiedliche Werte
besitzen, folgt daraus, da die einzelnen Symbole statistische Bindungen aufweisen.

Dies erkennt man auch an der Symbolfolge: nach dem Symbol ,,A* folgt nie das Symbol
,,C“, nach ,,B* nie ,,A* und nach ,,C* nie ,,B*.

d) D2d.sun, es ist M = 8. Die Auftrittswahrscheinlichkeiten sind unterschiedlich. Am hiufig-
sten tritt das Leerzeichen auf (ca. 30 %), die Wahrscheinlichkeiten fiir ,,G*, ,,E* und ,,F*
betragen dagegen nur jeweils ca. 5 %. Da die Entropien H;, H> und H3 (im Rahmen der
statistischen Genauigkeit) gleich sind, folgt daraus die statistische Unabhingigkeit der
Symbole. Die relative Redundanz betrégt ca. 9.6 %.

Ergebnisse D3:

a)  Mit der Zuordnung nach V5c ergibt sich L, =2.13.

b)  Vom Programm wird vorgeschlagen:

A: 1101010, B:111, C: 11011, D: 10,

E: 1101011, EA110100, G: Y100, LZ:0.
Hierfiir ergibt sich die gleiche mittlere Codewortlénge.

¢)  Wird das letzte Symbol eines langen Codewortes verfilscht, so gibt es nur einen Symbol-

fehler, z.B. von ,,A* nach ,,E“. Dagegen hat die Verfidlschung eines kurzen Symbols (z.B.
des Leerzeichens) schlimmere Auswirkungen. Der nachfolgende Text wird zwar even-
tuell wieder richtig sein, aber versetzt. Bei symbolweisem Vergleich sind somit alle
nachfolgenden Symbole falsch.

Ergebnisse D4:

a) H =1.585bit/Symbol.

b) ,A*->10; ,B“->11; ,C*->0.

¢) Theoretischer Wert : Ly, = %(z +2+1)=1.667;

Empirischer Wert : L., =1.6623.
d) 1.585 : s
ew = ——— = 0.951. Das Programm liefert (als 10. Entropienéherung) den Wert 0.955.
1667 ™

Dieser Zusammenhang ist verstdndlich: Besitzt die Quelle nur die Information 1.585
bit/Symbol, so ist eine Bindrfolge mit der mittleren Codewortldnge 1.667 natiirlich redun-
dant. Die Bindungen reichen allerdings sehr weit.
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e) Die mittlere Codewortlénge betrigt nun 2. Somit miifite die Entropie der Codefolge ca.
0.793 betragen. Mit der Ndherung wird dieser Endwert noch nicht erreicht, doch ist aus
dem Abfall der einzelnen Niherungen ersichtlich, daB dieser Wert erreicht werden kann.

Ergebnisse D5:

a) p(A)=0.1 p(B)=0.9, p(alA) = 0.99, p(bjA) = 0.01, p(a|B) = 0.2, p(b|B) =0.8.

b) N Hq Hy i Halv | Hug

1000 0.4464 | 0.8485 | 0.1926 | 0.2538 | 0.6560
10000 0.4652 | 0.8530 | 0.1923 | 0.2729 | 0.6607
60000 | 0.4671 | 0.8538 | 0.1935 | 0.2736 | 0.6603
theor. 0.4690 | 0.8541 | 0.1963 | 0.2727 | 0.6578

¢) Bei N =60000 kommen die simulierten Werte ziemlich nahe an die theoretisch ermittelten
Werte, die im Abschnitt 1.3.1 der Theorie angegeben sind.

d) Alle Ubergangswahrscheinlichkeiten miissen den Wert 0.5 haben. Von den empfangenen
Symbolen kann hier in keiner Weise auf die tatsdchlich gesendeten Symbole zuriickge-
schlossen werden. Der mittlere Transinformationsgehalt Hr ist 0. Es ergeben sich die
Entropiewerte nach Bild 1.4.

€) Nun sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten p(aJA) = p(b|B) = 1 zu setzen, alle anderen
miissen den Wert O haben. Die beiden Folgen sind identisch. Die Transinformation ist
gleich der Quellenentropie und auch gleich der Sinkenentropie. Es gilt Bild 1.3.

Ergebnisse D6:

Durch Variation der Symbolwahrscheinlichkeiten erhilt man folgende Transinformationswerte:
J ' T I

e o1 05 | 06 | 085 | 056 | o054

I Hr 01963 | 05724 05735 |0.5779 | 05778 | 05774 j

Die Kanalkapazitit ist gleich dem maximalen Transinformationsgehalt bei optimierten Quellen-
symbolwahrscheinlichkeiten. Es ergibt sich bei dem gegebenen Kanal C' = 0.5779 bit/Symbol fiir
p(,A%)=0.55. Da ,,A" weniger gestort wird als ,,B“, ist der optimale Wert fiir p(,,A“) gréBer 0.5.

Ergebnisse D7:

a) p(a|A) =09
p(aB)=0.2
p(aC) =0

p(bjA)=0.1
p(bB) = 0.6
p(b|C) =0.1

p(C|A) =0
p(c[B)=0.2
p(c|C) =0.9

b) Das Symbol ,,A” kann nie in ,,c“, das Symbol ,,C* nie in ,,a“verfilscht werden.
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c) Die durch Simulation empirisch gewonnenen bedingten Wahrscheinlichkeiten stimmen im
Rahmen der Simulationsgenauigkeit gut mit den eingegebenen Werten (siche Punkt a)
{iberein.

d) Bei den RiickschluBwahrscheinlichkeiten ist jeweils die Summe einer Spalte gleich 1 (im
Gegensatz dazu ist bei den bedingten Wahrscheinlichkeiten jede Zeilensummeh 1). Es gilt
z.B. p(b|B) = 0.61 und p(B[b) = 0.80. Das bedeutet, die Wahrscheinlichkeit, daB das Quel-
lensymbol ,,B“ in das Sinkensymbol ,,b* iibergeht, ist kleiner als die Wahrscheinlichkeit,
daB bei empfangenem ,,b* auf das Quellensymbol ,,B* riickgeschlossen werden kann.

e) H,;=0.7515bit/Symbol.

f) Aufgrund der Symmetrie kann davon ausgegangen werden, daff die Transinformation fiir
p(A) = p(C) maxial ist. Es geniigt also, p(B) zu optimieren und p(A) = p(C) = (1-p(B))/2 zu
setzen. Man erhilt:

pB) | 0.4 |03 0.2 | 01 0.0

H, |0.7515/0.8217|0.8725|0.9006|0.9000
S

p(B) | 0.1 | 0.05 | 0.04 | 0.06 |
| H, 0.8916/0.9045/0.90430.9043
Das Optimum von 0.9045 bit/Symbol ist bei p(B)=35 % und p(A)=p(C)=47.5 %.
Verzichtet man ganz auf das Symbol ,,B¥, so ist der mittlere Transinformationsgehalt nur
unwesentlich kleiner (0.9000 anstelle von 0.9045).

g) H,=5(0.5)=1
p(a) =0.5-0.9 =0.45; p(b) =0.5-0.1+0.5-0.1=0.1; p(c)=0.5-0.9=045= H, =1.3690
p(a,A)=0.9-0.5=0.45; p(b,A)=0.1-0.5=0.05;
p(b,C)=0.1-0.5=0.05; p(c,C)=0.9:05=045
= H,, =1.4690
H,=H, +H, 6—-H, =23690-1.4690 = 0.9000

Ergebnisse D8:

Y Nuch Vb 2 = s{%} = 0.9183.

Entsprechend folgt aus V7¢): H,’=0.5-(1+1d(6)) =1.7925, H, =0.5- H, = 0.8962.

b) Die Simulation liefert H; = 0.9170 und H, = 0.8947.

c) Aus(1.84)erhidltman: H =H,, =H,-H, =1.7925-0.9183 =0.8742.

Die Simulation liefert H = 0.8724. Dieser Wert ergibt sich exakt, wenn man in obige
Gleichung die durch Simulation gewonnenen Entropiendherungen erster und zweiter Ord-
nung einsetzt.
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d)

g)

Nach (1.81) erhilt man hierfur:

H, :%-(Hl +2-HM):§-0.9183+§-0.8742=0.8889.

Die Simulation liefert fiir ¢ = 0.5 den maximalen Wert 1.0. Dies zeigt, daB die so ent-
standene Symbolfolge redundanzfrei ist, das heiBt, daB bei diesen Parameterwerten , A“
und ,,B* jeweils die Auftrittswahrscheinlichkeit 0.5 besitzen und die Symbole der Folge
statistisch voneinander unabhingig sind. Diese beiden Aussagen belegen auch die angege-
benen absoluten bzw. bedingten Haufigkeiten.

Das Maximum ist nun bei p =0.45. Die Entropiezunahme ist gegeniiber p = 0.5 jedoch
sehr gering.

Fir p=¢=0.25 sind beide Symbolwahrscheinlichkeiten p(A) = p(B) = 0.5. Dies ergibt
sich auch aus den Gleichungen (1.64) und (1.65). Deshalb ist die erste Entropieniherung
H,=1. Aus den bedingten Wahrscheinlichkeiten erkennt man, daB statistische Bindungen
vorhanden sind; deshalb werden die Entropienidherungen mit wachsendem % geringer. Der
Grenzwert ist H=0.8.

Fir g=0.25 und p=0.75 laufen alle Entropiekurven durch den gleichen Punkt. Dies
deutet darauf hin, daB in der Folge keine statistischen Bindungen vorhanden sind. Dies
erkennt man auch an den Héufigkeiten, da nun p(A) = p(A|A) =p(A|B) =0.75 ist. Die
Entropie ist jedoch nicht 1, sondern es gilt mit den Auftrittswahrscheinlichkeiten p(A)=2/3
und p(B)=1/3: H=S(0.75)=0.8113.

Ergebnisse D9:

a)

b)

Die maximale Entropie ergibt sich bei p = 0.25 fiir k= 1. In diesem Fall ist das Markov-
diagramm symmetrisch, die Auftrittswahrscheinlichkeiten sind gleich

p(A) = p(B) = p(C) = %

Daraus folgt H,=1d(3) = 1.585 bit/Symbol. Nach jedem dieser drei Symbole folgt jeweils
ein Symbol mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 und die beiden anderen mit 1/4. Aufgrund
dieser statistischen Bindungen ist die tatsichliche Entropie etwas kleiner:

i i 1 1
H=H =3—.—- 1d(2) +6—-—-1d(4) = 1.5 bit/Symbol.
M 35 (2) 3 4 (4) y
Mit abnehmendem k (bei festem p =0.25) folgt nach einem ,,A“ immer hdufiger das
Symbol ,,C*, fiir k£ = 0 sogar determiniert. Deshalb sinkt H(k) mit fallendem & monoton bis

zum Endwert H(k=0) = 1.111 bit/Symbol.

Fiir p=1/3 und k=1 erhélt man H = 1.585 bit/Symbol. Ein groBerer Wert ist mit M =3
Symbolen nicht mdglich. In diesem Sonderfall sind alle Ubergangswahrscheinlichkeiten
zwischen den Symbolen gleich 1/3 ebenso wie die 3 Symbolwahrscheinlichkeiten.
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Ergebnisse D10:

a)

Die drei haufigsten Symbole sind das Leerzeichen (LZ) mit 17.79 %, der Buchstabe ,,e“
mit 12.83 % und der Buchstabe ,n“ mit 8.32 %.

b) Am hidufigsten vor einem Leerzeichen sind ,,JP* mit 16.7 %, ,,n* mit 14.8 % und ,,e* mit
12.7 %. Nach einem Leerzeichen sind ,,d* mit 13.6 %, ,,s*“ mit 11.6 % und ,,u* mit 9.8 %
am wahrscheinlichsten.
c¢) Die Auftrittswahrscheinlichkeit von ,,q* betrigt 0.01 % (seltenstes Zeichen). Unter der
Bedingung, dal das nachfolgende Zeichen ein ,,u” ist, erhoht sich die Wahrscheinlichkeit
jedoch auf 0.14 %. Dagegen ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, da nach ,,q“ ein ,,u*
folgt, gleich 100 %.
d)  Ohne,e“und ,n*ist der Text fast nicht lesbar.
€)  Fir M =34 gilt: Hy=1d(34) = 5.087, H;=4.177, H=3.658, H3=3.217.
Fiir M = 30 gilt: Hy=1d(30) =4.907, H;=4.132, H,=3.755, H3=3.414.
Der Anstieg ist vor allem darauf zuriickzufiihren, da das Leerzeichen (LZ) nicht mit
beriicksichtigt wird. Der EinfluB der anderen Ausnahmezeichen (,,ZI%, ,IP*, ,,SZ*) ist
deutlich geringer.

Ergebnisse D11:

Bei den synthetisch erzeugten Texten kann man durchaus erkennen, ob von ,,deutschen* oder

wenglischen® Tripelwahrscheinlichkeiten ausgegangen wurde.



