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Vorwort

Das Praktikum Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik wird vom Lehrstuhl
fur Nachrichtentechnik der Technischen Universitat Munchen seit dem Sommersemester
1997 als Wahlpflichtlehrveranstaltung fir Studierende der Fachrichtung Elektrotechnik
und Informationstechnik (Studienplan B) angeboten. Es bildet zusammen mit der im
Wintersemester durchgefithrten Veranstaltung Simulation digitaler Ubertragungssysteme
eine gewisse Einheit: Der in beiden Praktika dargebotene Lehrstoff erganzt sich, ohne
daB es zu gravierenden Uberschneidungen kommt. Deshalb kann jede dieser beiden
Lehrveranstaltungen auch unabhangig voneinander besucht werden.

Vorlaufer beider Praktika war Simulation von Nachrichtensystemen, das erstmals im
Wintersemester 1987/88 stattgefunden hat. Dieses entstand ebenso wie das dazugehorige
Lehr-Softwarepaket LNTsim auf Anregung von Herrn Akad. Dir. Gottfried Binkert,
dem ich an dieser Stelle fur die Idee ebenso danken mochte wie fir die groBartige Unter-
stitzung bei der Beschaffung der benotigten Rechnerausstattung in den Anfangsjahren.

In der nun vorliegenden Version 4.0 beinhaltet LNTsim insgesamt 24 interaktive
Graphikprogramme, von denen Sie 16 in diesem Praktikum kennenlernen werden. Vier
weitere werden — zusammen mit einigen WINDOWS-Programmen - fir das Praktikum
Simulation digitaler Ubertragungssysteme herangezogen. Daneben sind neuerdings auch
die vier Lehrprogramme zur Systemtheorie in das Programmpaket LNTsim integriert.

Alle diese Programme wurden im Rahmen von Diplomarbeiten konzipiert und fir
unterschiedliche Rechnerplattformen implementiert. Ich mochte an mich dieser Stelle
bei all meinen Diplomand(inn)en fiir die besonders intensive und freundschaftliche
Zusammenarbeit recht herzlich bedanken. In der ersten Phase (etwa von 1984 bis 1988)
wurden Programme fiir Mehrbenutzer—-Rechner (RSX und UNIX) entwickelt. Die ersten
grundlegenden Arbeiten stammen von Herrn Giinter Froschl, dessen Konzipierung der
Systemtheorie—Versuche auch in der jetzigen Version noch weitgehend zu erkennen ist.
Herr Rainer Gebhart hat wahrend seiner Diplomarbeit die Praktikumsversuche zu den
Statistischen Methoden der Nachrichtentechnik gestaltet (siehe Kapitel 1, 3, 4 und 5). Das
Thema von Herrn Bernhard Knull waren die Anwendungen der Korrelationsfunktionen, die
Sie in dieser Anleitung in den Kapiteln 9 und 10 finden. Herr Christian Ried! hat sich in
seiner Diplomarbeit ausfuhrlich mit der Digitalen Basisbandiibertragung auseinanderge-
setzt und damit die Grundlagen der Kapitel 13 und 14 geschaffen. Die Programme zu den
Digitalen Modulationsverfahren gehen auf die Diplomarbeit von Herrn Manfred Kugler
zuruck. Herr Gerhard Schops hatte zum AbschluB3 der ersten Phase die Aufgabe, die
entstandenen Programme und Anleitungen sowohl inhaltlich als auch didaktisch zu tiber-
arbeiten, sie zu koordinieren und die Ubungsaufgaben zu konzipieren.

Durch die Anschaffung von Personal Computern im Jahre 1991 konnten auch fur das
Praktikum Simulation von Nachrichtensystemen wesentliche Verbesserungen erzielt
werden. Dazu war allerdings auch noch sehr viel Arbeit notwendig. Herr Martin Igmandy
hat dabei die wesentlichen Grundlagen fir die Umsetzung der zahlreichen Graphikrouti-
nen geschaffen und die DOS-Programme zu den Kapiteln 1, 3, 4, 5 und 13 portiert. Herr
Stefan Rasspe hatte die Aufgabe, das neu hinzugekommene Kapitel 2 zu erstellen und die
Programme zu Kapitel 9 und 10 anzupassen.
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Die neu aufgenommenen Kapitel 7 und 8 zur Diskreten Fouriertransformation sind das
Ergebnis der Diplomarbeit von Herrn Oliver Siegel. Ebenso wurde das Kapitel 11 neu
gestaltet, und zwar von Frau Dorothea Pabst, die auch fur den Korrelationsempfinger
verantwortlich ist. Das Programm Codierte und mehrstufige Ubertragung, das Sie im
Kapitel 15 kennenlernen werden, geht auf Herrn Helmut Frohnwieser zuruck, ebenso wie
der Teil Viterbi-Emptfanger des Programms Korrelations— und Viterbi—-Empfinger. Die
Routinen zur Graphikeingabe und zur Meniisteuerung wurden von Herrn Erik Hogl und
Herrn Hans—Peter Christoph geschaffen, die auch die Lehrprogramme Digitale Basisband-
iibertragung (Kapitel 14), Nyquistsysteme (Kapitel 16), Digitale Modulationsverfahren so-
wie Digitale Phasenmodulation auf die Erfordernisse der neuen Rechner anpaliten. Herr
Theodoros Papavassiliu hat die neuen Programme zur Systemtheorie erstellt.

Im Rahmen einer Zulassungsarbeit fur das Lehramt an beruflichen Schulen wurde
schlieBlich 1996/97 von Herrn Peter Werthan noch die Pulscodemodulation realisiert
(Kapitel 12). Dieses Programm vervollstandigt das Software—Paket LNTsim.

Mein Dank gilt weiter meinem langjahrigen Kollegen Dr—Ing. Klaus Eichin sowie
meinen ehemaligen Kolleg(inn)en Frau Dipl.-Ing. Daphne Popescu (in den Jahren 90/91
Gastwissenschaftlerin von der Hochschule fur Elektronik und Telekommunikation in
Bukarest, jetzt Siemens AG, Miinchen), Herrn Prof. Dr.—Ing. Frowin Derr (jetzt Fach-
hochschule Ulm), Herrn Dr—Ing. Michael Fleischmann (jetzt VIAG Interkom, Miinchen),
Herrn Prof. Dr-Ing. Jiirgen Franz (jetzt Fachhochschule Diisseldorf) sowie Herrn Dr.—Ing.
Norbert Hanik (jetzt Telekom, Berlin), die diese Diplomarbeiten teilweise mitbetreut
haben und viele interessante Anregungen gaben.

Nicht ganz ohne Stolz mochte ich noch erwahnen, daB3 das Software-Paket LNTsim
und die dahinter stehende Idee im Oktober 1992 mit dem Deutsch-Osterreichischen
Hochschul-Software-Preis ausgezeichnet wurde und dadurch tber unsere Hochschule
hinaus bekannt wurde. Wir freuen uns, daf} inzwischen "unser” Praktikum an mehreren
Universititen und Fachhochschulen in Deutschland und Osterreich eingesetzt wird.

Ich hoffe, daB} Sie als Teilnehmer im Verlauf dieses Praktikums Thr Wissen aus dem
Gebiet der Nachrichtentechnik etwas auffrischen konnen und vielleicht sogar das eine
oder andere Neue erfahren. Bitte haben Sie Nachsicht, wenn nicht alles Ihren Vorstellun-
gen entspricht. Fur Thre (negative oder positive) Kritik sind wir Thnen sehr dankbar.

Wir wiinschen Thnen viel Erfolg und Spal im Praktikum!

Minchen, im Marz 1999 Gunter Soder

Hinweis: Bei eventuellen Fragen wenden Sie sich bitte an:
Priv.-Doz. Dr.-Ing. habil. Glinter Soder
Lehrstuhl fiir Nachrichtentechnik, Technische Universitit Miinchen, D-80290 Miinchen
Tel: (089) 289-23486, Fax: (089) 289-23490, Email: guenter.soeder@ei.tum.de
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Die Anleitung zu diesem Praktikum wird in zwei Teilen ausgegeben. Teil A beinhaltet die
Versuche der ersten drei Termine, der Teil B die letzten vier.
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9 Stochastische Prozesse

Inhalt: Zur Beschreibung der inneren statistischen Bindungen von Zufallsprozessen
werden haufig die Autokorrelationsfunktion (AKF) sowie das Leistungsdichtespektrum
(LDS) herangezogen. Demgegentiber werden die linearen statistischen Abhangigkeiten
zwischen unterschiedlichen, aber voneinander abhangigen Prozessen durch die Kreuz-
korrelationsfunktion (KKF) und das Kreuzleistungsdichtespektrum (KLLDS) beschrieben.
Im folgenden werden diese GroBen anhand einiger typischer Beispiele erklart und insbe-
sondere die Probleme bei der numerischen Bestimmung von AKF und LDS diskutiert.

9.1 Stationaritit und Ergodizitit

Bevor auf die Eigenschaften von Zufallssignalen naher eingegangen werden kann,
mufl noch ein wichtiger Begriff der stochastischen Signaltheorie erlautert werden,
namlich der Zufallsprozef3 bzw. stochastische Prozef;. Dieser stellt ein mathematisches
Modell fir eine Schar zufalliger Signale dar, die sich zwar im allgemeinen voneinander
unterscheiden, trotzdem aber gewisse gemeinsame Eigenschaften aufweisen.

Zur Beschreibung eines Zufallsprozesses {x;(f)} gehen wir von der Vorstellung aus,
daB jede stochastische Signalquelle — zumindest gedanklich — beliebig oft realisiert wer-
den kann. Wenn wir z.B. das Ausgangssignal eines binaren Zufallsgenerators betrachten,
so nehmen wir an, dal beliebig viele, in ihren physikalischen und dadurch auch statisti-
schen Eigenschaften vollig gleiche Zufallsgeneratoren vorhanden sind, von denen jeder
ein Zufallssignal x;(¢) abgibt, das fiir alle Zeiten von —oo bis + oo existiert (vgl. Bild 9.1).
Jeder Zufallsgenerator gibt jedoch trotz gleicher physikalischer Realisierung ein anderes
Zeitsignal x;(¢) ab, das als das i—te Mustersignal der Signalquelle bezeichnet wird.

Der Zufallsprozef unterscheidet sich also von den sonst in der Statistik tblichen
Zufallsexperimenten dadurch, dall das Ergebnis kein Ereignis ist, sondern ein Funktions-
verlauf (Zeitsignal). Dieses Signal beinhaltet mindestens eine stochastische Komponente
- z.B. Amplitude, Frequenz oder Phase — und kann von einem Beobachter nicht exakt
vorausgesagt werden. Betrachtet man den ZufallsprozeB {x;(¢)} zu einem festen Zeit-
punkt, so gelangt man wieder zu dem einfacheren Modell von Kapitel 1, nach dem das
Versuchsergebnis ein Ereignis ist, das einer ZufallsgroBe zugeordnet werden kann.

Diese Aussagen sollen nun anhand von Bild 9.1 verdeutlicht werden. Der vorliegende
ProzeB {x;(r)} besteht aus einem Ensemble von rechteckformigen Musterfunktionen, die
wie folgt beschrieben werden konnen:

+ o

xit) = > (a)i-glt-v-T). ©.1)

y=—w
Der deterministische Grundimpuls g(t) besitzt im Bereich von -7/2 bis +7/2 den Wert
2V und ist auBerhalb OV. Die Statistik dieses Zufallsprozesses ist auf die dimensionslosen
Amplitudenkoeffizienten (a,); € {0, 1} zuriickzufiihren, die innerhalb der i-ten Muster-
funktion mit der Laufvariablen v indiziert sind.
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Scharmittelung Zeitmittelung
>
P A A
x1(7)
ov = » /T
3 4 5 6 7 8 9
b
xn) *
oV - - = - —> /T
3 4 5 6 7 8 9
T 2V T
x3(8)
ov : : + + f : > ¢ /T
3 4 5 6 7 8 9
s
xa(t) 2
ov I t t t I t —> ¢ /T

=t 1=t 4$.5 6 7 8 9

Bild 9.1: Mustersignale x1(¢), ... , x4(t) eines Zufallsprozesses {x;(f)} mit den Eigen-

” ”

schaften "binar”, “gleichwahrscheinlich” und “statistisch unabhangig”.

Definiert man den Momentanwert aller Musterfunktionen x;(¢) zu einem festen Zeit-
punkt ¢ = £ als ZufallsgroBe x; = x;(¢1), so lassen sich deren statistische Eigenschaften
entsprechend Kapitel 1 beschreiben. Die Berechnung der statistischen KenngroSen muf3
dabei durch Scharmittelung iiber alle moglichen Musterfunktionen erfolgen (Mittelung
Uber die Laufvariable 7). Beispielsweise kann man die Auftrittswahrscheinlichlichkeiten
der diskreten ZufallsgroBe x; € {0V, 2V} durch deren relative Haufigkeiten annahern.

Zu einem anderen Zeitpunkt ¢ = ¢, kann der ZufallsprozeB andere Eigenschaften (z.B.
andere Auftrittswahrscheinlichkeiten und andere Mittelwerte) besitzen. Einen solchen
ProzeB bezeichnet man dann als nichtstationar. Dagegen stimmen bei einem stationdren
Prozef3 die statistischen KenngroBen zu jedem beliebigen Zeitpunkt uberein.

Eine sehr wichtige Unterklasse der stationaren Zufallsprozesse sind die sogenannten
ergodischen Prozesse, bei denen jede Musterfunktion x;(¢) reprasentativ fiir den gesamten
Zufallsprozel3 ist. Alle statistischen Beschreibungsgrofen eines ergodischen Prozesses
lassen sich aus einer einzigen Musterfunktion durch Zeitmittelung gewinnen (Mittelung
Uber die Laufvariable v). Das bedeutet, da bei einem ergodischen ProzeB die Zeit-
mittelwerte einer jeden Musterfunktion mit den entsprechenden Scharmittelwerten zu
beliebigen Zeitpunkten ubereinstimmen.

Die Ergodizitat 1aBt sich aus einer endlichen Anzahl von Musterfunktionen und end-
lichen Signalausschnitten nicht nachweisen. Trotzdem wird in den meisten Anwendungen
hypothetisch, aber trotzdem durchaus berechtigt, von Ergodizitiat ausgegangen. Anhand
der Ergebnisse mull anschlieBend die Plausibilitat dieser Hypothese uberpruft werden.
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9.2 Autokorrelationsfunktion

Zur quantitativen Erfassung der inneren statistischen Bindungen betrachten wir nun
den in Bild 9.2 dargestellten ProzeB {x;(¢)}. Im Gegensatz zum Zufallsprozel von Bild
9.1 konnen hier die einzelnen Musterfunktionen x;(¢) zu allen beliebigen Zeiten alle
beliebigen Werte annehmen. Das bedeutet, dal der ZufallsprozeB {x;(¥)} von Bild 9.2
sowohl wert- als auch zeitkontinuierlich ist.

Scharmittelung Zeitmittelung >

xj(t) M“MI.MMM“MM NIIMMW 1lMth“’NLMMHMxmm ;

xj(t) u\llﬂ“km“mmu’ “MIMMIHMMW“m‘mmdlhl t
o A AR AR R

; :
A my / my
fx(xm fx(m

Bild 9.2: Mustersignale x1(¢), x(¢), ... eines wertkontinuierlichen Zufallsprozesses.

X

Ein solcher Prozef wird z.B. bei der Untersuchung des thermischen Rauschens zu-
grunde gelegt. Dabei wird von der Vorstellung ausgegangen, daf} beliebig viele, in ihren
physikalischen und statistischen Eigenschaften vollig gleiche Widerstande vorhanden
sind, von denen jeder ein anderes Zufallssignal x;(r) abgibt.

Ist der ZufallsprozeB {x;(r)} nichtstationdr, so missen alle statistischen KenngroBen
- z.B. die in Abschnitt 4.2 definierten Momente - als Scharmittelwerte bestimmt werden.
Im allgemeinen sind diese zeitabhangig, d.h. es ist my(¢1) = my(f;). Da die WDF f,(x) Giber
die charakteristische Funktion

[¢2]

G) = 3 T ok o—e f@) 9:2)
k=0""

durch die Summe aller Momente festliegt (vgl. z.B. [24]), ist somit auch f,(x) zeitabhangig.

Sollen nun nicht nur die Amplitudenverteilungen zu den verschiedenen Zeitpunkten
t1, by, ... ermittelt werden, sondern auch die statistischen Bindungen zwischen diesen, so
mubB auf die zweidimensionale Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion tibergegangen
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werden. Betrachtet man die beiden Zeitpunkte #; und #,, so ergibt sich diese entsprechend
(5.1) mit x = x(t1) und y = x(¢,).

Es ist offensichtlich, daB bereits die Ermittlung dieser GroBe sehr aufwendig ist.
Berucksichtigt man weiterhin, dal zur exakten Erfassung aller statistischen Bindungen
eines Zufallsprozesses eigentlich die n-dimensionale Verbundwahrscheinlichkeitsdichte
herangezogen werden muf}, wobei moglichst der Grenzwert n— oo durchzufithren ist, so
erkennt man die Schwierigkeiten fur die Losung praktischer Probleme.

Aus diesen Grinden geht man zur Beschreibung der statistischen Bindungen eines
Zufallsprozesses auf die Autokorrelationsfunktion (AKF) Uiber, die wie folgt definiert ist:

@ (t.1) = E[x(t)x(@) ] . (9.3)

Ein Vergleich mit Kapitel 5 zeigt, dal der AKF-Wert ¢(¢1, £) das gemeinsame Moment
mq1 zwischen den beiden ZufallsgroBen x(¢1) und x(#,) angibt; dieses andert sich mit #; und
t2. Um den Zusammenhang mit der Kreuzkorrelationsfunktion ¢y (t1, ) zwischen zwei
unterschiedlichen statistischen GroBen x und y (vgl. Abschnitt 9.4) deutlich zu machen,
wird in mancher Literatur fiir die AKF haufig auch die Nomenklatur ¢ (¢, t;) gewahlt.

Wiahrend fiir exakte Aussagen hinsichtlich der statistischen Bindungen eines Prozesses
eigentlich die n—-dimensionale Verbunddichte (mit n— o) benotigt wird, werden durch
den Ubergang auf die Autokorrelationsfunktion folgende Vereinfachungen getroffen:

- Anstelle von unendlich vielen Zeitpunkten werden hier nur zwei betrachtet.

- Anstelle aller gemeinsamen Momente my; zu diesen beiden Zeitpunkten #; und ¢, mit
k,le{1,2,3,...} wird hier nur das Moment m; erfaBt, das die lineare Abhangigkeit
des Prozesses wiedergibt.

Deshalb sollte bei der Bewertung von Zufallsprozessen mittels AKF stets berucksichtigt
werden, daBl diese nur beschrankte Aussagen uUber die statistischen Bindungen erlaubt.

Die obige AKF-Definition (9.3) gilt allgemein, also auch fir nichtstationiare Prozesse.
Ein Beispiel eines nichtstationaren Vorgangs ist das Auftreten von Impulsstorungen im
Fernsprechnetz, verursacht durch Wahlimpulse in benachbarten Leitungen. Bei Digital-
signaliibertragung fuhren solche nichtstationaren Storprozesse meist zu Bundelfehlern.

Ein stationarer ZufallsprozeB zeichnet sich demgegeniiber dadurch aus, daB seine
statistischen Eigenschaften invariant gegentiber Zeitverschiebungen sind. Fir die Auto-
korrelationsfunktion bedeutet dies, dal} sie nicht mehr eine Funktion der beiden unab-
hangigen Variablen ¢; und ¢, ist, sondern nur von der Zeitdifferenz t =, — t; abhangt:

@ (t.t) — @@ =E[x@t)x(t+71)]. 9.4)

Die Scharmittelung kann dabei zu jeder beliebigen Zeit ¢ erfolgen.
Weiterhin wird hier Ergodizitat vorausgesetzt. Diese besagt unter anderem, daB} jede
Musterfunktion reprasentativ fir den gesamten Proze8 ist. Ergodizitat 1a8t sich allerdings
aus einer endlichen Anzahl von Musterfunktionen und endlichen Signalausschnitten

nicht nachweisen. Da diese Einschrankung bei praktischen Anwendungen stets gegeben
sind, ist die Eigenschaft “ergodisch” nie nachweisbar, trotzdem haufig zutreffend.
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Unter der Annahme eines ergodischen Prozesses konnen alle Momente auch durch
Zeitmittelung Uber eine einzige, ausgewahlte Musterfunktion x(¢) ermittelt werden und
stimmen mit den entsprechenden Scharmittelwerten liberein:

my =xkr) = E[x*]. (9.5)

Damit und aus (9.4) folgt fiir die AKF eines ergodischen Prozesses, dessen Mustersignale
jeweils von —oo bis + oo reichen (Tyy bezeichnet die MeBdauer):

+710/2
¢ (1) =x()x( +1)= lim €. I x(t)x( +7)de. (9.6)
TM—>oo TM /2

Die zeitliche Mittelung iiber das unendlich ausgedehnte Zeitintervall ist hier durch die
uberstreichende Linie gekennzeichnet.

Bei periodischen Signalen kann auf den Grenziubergang verzichtet werden, so daf} in
diesem Sonderfall mit der Periodendauer 7y der Mustersignale die AKF auch in folgen-
der Weise geschrieben werden kann:

T,/2 T,
@ (7) = ; I x(@)x(@t+1)dt = ; -Ix(t)-x(t + 1) dr. (9.7)
0
-T,/2 0

Nachfolgend sind die wichtigsten Eigenschaften der AKF zusammengestellt:

- Ist der betrachtete ZufallsprozeB reell, so gilt dies auch fur seine AKFE.

- Die AKF besitzt die Einheit einer Leistung. Haufig bezieht man diese auf den
Einheitswiderstand 19, so daB ¢y(z) z.B. die Einheit "V?” oder "A?” hat.

- Die AKF ist immer eine gerade Funktion, d.h. es gilt stets ¢.(-7) = ¢(7). Dagegen
gehen alle Phasenbeziehungen des Zufallsprozesses in der AKF verloren.

- Die AKF an der Stelle 7 =0 gibt den quadratischen Mittelwert 7, und damit die
gesamte Signalleistung (Gleich- und Wechselanteil) an:

@ 0) = my = x4(¢) . (9.8)
- Der Maximalwert der AKF tritt an der Stelle 7= 0 auf, d.h. es ist stets |¢@(7)| < ¢(0).
Bei nichtperiodischen Prozessen ist fir 7 = 0 der Betrag |¢.(r)| der AKF stets kleiner
als die Leistung ¢.(0).
- Bei einem periodischen ProzeB weist die AKF die gleiche Periodendauer T wie die
einzelnen Mustersignale x;(¢) auf:

o (1)) = ¢ (£2°T)) = ... = ¢[0) . (9.9)

- Der Gleichanteil eines nichtperiodischen Signals kann aus dem Grenzwert der AKF
fir 7— oo berechnet werden. Hierbei gilt:
lim @ (1) = m? = [x()) ]* . (9.10)
T—> Q0
Dagegen schwankt bei Signalen mit periodischen Anteilen der Grenzwert der AKF fiir

7— o0 um diesen Endwert m %
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Bild 9.3(a) zeigt je ein Mustersignal zweier verschiedener Prozesse {x;(¢)} und {y;(r)},
wobei ersterer hohere Frequenzanteile beinhaltet. In Bild 9.3(b) sind die dazugehorigen
Autokorrelationsfunktionen ¢(7) und ¢,(7) dargestellt. Die Leistungsdichtespektren
®(f) und P,(f) der beiden Prozesse (vgl. Abschnitt 9.3) sind in Bild 9.3(c) angegeben.

Die beiden Mustersignale lassen bereits vermuten, daBl beide Prozesse mittelwertfrei
sind und den gleichen Effektivwert aufweisen. Die Amplitudenverteilung ist in beiden
Fallen gauBformig. Anhand der Autokorrelationsfunktionen ¢ (7) und ¢,(7) werden die
Aussagen hinsichtlich der Momente bestatigen. Die Mittelwerte m, = m, =0 ergeben
sich jeweils aus dem Grenzwert fir 7 — . Bei einem mittelwertfreien Signal x(¢) gilt fiir
die Varianz: 02 = ¢,(0); daraus kann man die Effektivwerte o, = oy = 0.1V berechnen.

Aus Bild 9.3(b) ist weiter zu erkennen, dal die AKF-Werte um so langsamer abfallen,
je starker die inneren statistischen Bindungen sind. Wahrend das Mustersignal x(¢) mit
der relativ schmalen AKF sich zeitlich sehr schnell andert, reichen bei dem niederfre-
quenteren Signal y(¢) die statistischen Bindungen deutlich weiter. Das bedeutet, dal der
Signalwert y(f +7) aus y(f) besser vorausgesagt werden kann als x(¢+7) aus x(¢).

Als quantitatives MaB} fur die Starke der statistischen Bindungen wird haufig die
Korrelationsdauer Tk herangezogen, die sich aus der Autokorrelationsfunktion uber das
flachengleiche Rechteck ermitteln 1aBt. Nach den GesetzmaBigkeiten der Systemtheorie
ist die Korrelationsdauer Tk gleich dem Quotienten aus ®,(0) und ¢,(0). Bei den beiden
hier betrachteten Prozessen ist Tx = 0.33 us bzw. Tx = 1ps.

¥(®)

t —»

01 V2 0.01 V2
T : T
@x(7) j k (b) @y(7) / \\
Hosu? v ST Tkl T
-8 V2/Hz
| N

D(f) 0.3310-8 V2/Hz ) D) / \

—> 3MHz < f > -

1 MHz

Bild 9.3: Mustersignal (a), AKF (b) und LDS (c) eines hoherfrequenten Prozesses
{x;(¢)} und eines niederfrequenten Prozesses {y;(¢)}.
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9.3 Leistungsdichtespektrum

Die AKF ¢, (7) gemiaB (9.6) liefert Aussagen iber die statistischen Eigenschaften des
stationaren und ergodischen Zufallssignals x(r) im Zeitbereich. Die aquivalente Beschrei-
bungsgroBe im Frequenzbereich ist das Leistungsdichtespektrum (LDS), haufig auch als
die spektrale Leistungsdichte bezeichnet. AKF und LLDS hangen nach dem Theorem von
Wiener-Chintchine tuber die Fouriertransformation zusammen: ®(f) e—o ¢.(7). Da
¢(7) stets reell und gerade ist, gilt dies auch fir das LDS ®,(f). Besitzt der Zufallsproze
keinen Gleichanteil und keine periodischen Komponenten, so erhalt man:

+ o

@ (f) = I @ (r)- e dr (9.11)

Periodische Anteile mit der Periodendauer T, einschlieBlich des Grenzfalls Ty— o
(Gleichanteil) fiihren dagegen zu Diracfunktionen im Leistungsdichtespektrum.

Die (mittlere) Signalleistung P, = % ergibt sich aus dem Integral iiber das LDS:

+ o

Po=my = I @, (f)df (= ¢ (0)) . (9.12)
Das aus der klassischen Systemtheorie bekannte Reziprozitatsgesetz von Zeitdauer und
Bandbreite (vgl. Abschnitt 6.3) gilt natiirlich auch fir statistische GroBen. Wie aus Bild
9.3 deutlich wird, entspricht einer schmalen AKF ein breites LDS und umgekehrt.
Bild 9.4 zeigt eine mogliche Anordnung zur meftechnischen Bestimmung des einseiti-
gen, nur fur positive Frequenzen definierten Leistungsdichtespektrums ®(f)=2-®,(f).
Das Zufallssignal x(¢) wird auf ein (moglichst) rechteckformiges Schmalbandfilter mit
der Mittenfrequenz f und Bandbreite Af gegeben. Das Ausgangssignal x¢(¢) wird an-
schlieBend quadriert und der Mittelwert iiber eine langere MeBdauer T gebildet. Damit
erhdlt man die Signalleistung x#(f) im Frequenzbereich von f-Af/2 bis f+ Af/2. Das
(einseitige) LDS ergibt sich daraus nach Division durch die Filterbandbreite Af zu
TM

'Ixj%(t) de . (9.13)
0

®) = Af Ty,
Bei endlichen Werten von Af und Ty stellt (9.13) nur eine Naherung dar, die jedoch um
so genauer ist, je groBer T und je kleiner Af gewahlt werden. Anhand dieser MeBvor-
schrift wird deutlich, daB jedes LDS fir alle Frequenzwerte f nicht-negativ und reell ist.
Aus (9.11) folgt weiterhin, daf} eine Zeitfunktion, deren Fouriertransformierte negative
Anteile besitzt, keine AKF sein kann. Beispielsweise gibt es keine rechteckformige AKFE

x(t) A x(t) 2o M Fo | | | %
o - O) e oy [
/ ™

Bild 9.4: Zur Messung des Leistungsdichtespektrums ®,(f) eines Zufallssignals x(¢).
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9.4 Kreuzkorrelationsfunktion und -LDS

Betrachten wir nun noch eine weitere wichtige Kenngrofe der statistischen Signal-
theorie, namlich die Kreuzkorrelationsfunktion (KKF). Diese ist ein MaB fur die lineare
statistische Abhangigkeit der Augenblickswerte zweier Zufallssignale (bzw. —prozesse)
und dient somit der Beschreibung der statistischen Verwandtschaft zwischen diesen.

Setzt man Ergodizitat voraus, so gilt fir die beiden Kreuzkorrelationsfunktionen
zweier stochastischer Prozesse mit den Musterfunktionen x(¢) und y(t):

+710/2

o) = FOVAF D = fim 7 [ w090+ 914
— M/2
+T13/2

7ul) =SOXCF D= fim e [ O+ dr ©.15)
— M/2

Sind zwei Signale x(f) und y(f) miteinander unkorreliert, so ist @, (7) =@ (7) = 0.

Ein Vergleich obiger Definitionen mit (9.6) macht die Ahnlichkeit zwischen AKF und
KKF deutlich. In der Literatur wird deshalb haufig fir die AKF des Prozesses {x;(¢)} an-
stelle von ¢(7) auch die Nomenklatur ¢(r) gewahlt.

Im Gegensatz zur AKF ist die KKF nicht symmetrisch zu 7 = 0, und dem Wert ¢,,(0)
kommt im allgemeinen keine besondere, physikalisch interpretierbare Bedeutung wie
bei der AKF (Leistung) zu. Es gilt hier lediglich die Symmetriebeziehung ¢, (7) = @ (-7).

Tritt der Maximalwert der KKF an der Stelle ¢y auf, so bedeutet dies, daB} die starksten
linearen Abhingigkeiten (”Ahnlichkeiten”) zwischen den Signalen x(f) und y(f + ) be-
stehen, d.h. dal durch eine Verschiebung von y(rf) um die Zeitdauer ¢y die Korrelation
zwischen beiden Signalen maximal wird. Diese Eigenschaft wird in der Praxis oft zu
Synchronisationszwecken genutzt.

Fir manche Anwendungen ist es vorteilhaft, die Korrelation zwischen zwei Zufalls-
signalen x(¢f) und y(¢) im Frequenzbereich zu beschreiben. Dazu bildet man die beiden
Fouriertransformierten ®y,(f) &——o ¢, (7) und @, (f) #—o ¢,(7) der Kreuzkorrelations-
funktionen, die man als die Kreuzleistungsdichtespektren (abgekiirzt KLLDS) bezeichnet.
Im Gegensatz zu den (Auto-)Leistungsdichtespektren ®(f) und d,(f) konnen Py, (f) und
®,(f) komplex sein, da ¢y, (7) und ¢, () im allgemeinen ungerade Funktionen sind.

Bei reellen Zufallsprozessen (und damit auch reellen Kreuzkorrelationsfunktionen)
gelten die folgenden Zusammenhange:

¢, = 2,() , (9.16)

D (-f) = D) - (9.17)

Die Kreuzleistungsdichtespektren werden im Kapitel 11 im Zusammenhang mit dem
Wiener-Filter noch eingehend behandelt, ebenso in den Versuchen "I&E” sowie "B&C”
des Praktikums Simulation digitaler Ubertragungssysteme.
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9.5 Numerische Ermittlung von AKF und LDS

Fir eine Rechnersimulation sind nur zeitdiskrete Signale (x,) geeignet. Jedes zeit-
kontinuierliche Signal x(¢) wird aber durch die Folge seiner Abtastwerte x, = x(v-Ta)
vollstandig beschrieben, wenn x(¢) frequenzmaBig auf 4+ B, begrenzt ist und der Abstand
T» zweier Abtastwerte das Abtasttheorem erfiillt (vgl. auch Abschnitt 12.3):

1

Ty<— .
2-B,

(9.18)

Fir das Folgende wird vorausgesetzt, dal diese Bedingung stets erfullt ist.

Da die Signalwerte nur zu den diskreten Zeitpunkten vorliegen, kann man auch die
AKEF nur zu ganzzahligen Vielfachen von TA bestimmen. AuBlerhalb der aquidistanten
Zeitpunkte A - T4 wird die AKF zu Null gesetzt, was mathematisch der Multiplikation mit
einem Diracpuls entspricht. Die zeitdiskrete (abgetastete) Reprasentation der kontinu-
ierlichen AKF ¢(7) lautet somit:

Ao @} = ¢ 0) - 2Ty 0(-4-T) = > Ty - Ty) - 0(r-A-Ty), (9.19)
A=- A=-o

wobel die zeitdiskreten AKF-Werte z.B. durch Zeitmittelung berechnet werden konnen:

P -Tp)=x@-Ty) - x((v +4) - Ty) =X, %45 - (9.20)

Die Fouriertransformierte zu A{¢,(t)} ergibt ein mit 1/T s periodisches Leistungsdichte-
spektrum P{®(f)}. Da sowohl ¢(7) als auch A{g,(r)} symmetrische Funktionen sind,
gilt dabei folgende Beziehung:

P{® (N} = T, ¢ 0) + 2T, > @ (A-Ty)-cosRm-A-f-T,) . (9.21)
A=1

Das LDS ®,(f) des zeitkontinuierlichen Prozesses erhéalt man aus P{®.(f)} durch Band-
begrenzung auf den Frequenzbereich |f| < 1/(2:T4). Im Zeitbereich bedeutet diese
Operation eine Interpolation der AKF-Abtastwerte ¢(4 - T4) mit der si-Funktion.

Bild 9.5 soll diesen Zusammenhang verdeutlichen, auf den in Kapitel 10 ausfiihrlich
eingegangen wird. Die Impulsgewichte der Diracfunktionen von A{g,(r)} sind propor-
tional zu ¢(7). Die Fouriertransformation von A{g.(7)} fithrt zum periodischen LDS
P{®,(f)}. Durch Bandbegrenzung auf |f| < 1/(2-TA) ergibt sich das gesuchte LDS ®.(f).

T @(7) T D.(f) Bandbegrenzung
A{ )} P{ D ()}
(a) 0 Yi N 7 —» (b) —1‘-0 —015 ()‘.5 f TA—>

Bild 9.5: Zusammenhang zwischen diskreter AKF (a) und periodischem LDS (b).
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9.6 Vorbereitungsfragen

V9.1:  Der Diracpuls ps(¢) ist eine Folge von dquidistanten Diracimpulsen (¢):

ps®) =Ty > 0(t-v-Ty) . (9.22)

y=—oo
Die Impulsgewichte sind alle gleich; sie sind hier willkiirlich gleich dem Abstand T4 der
einzelnen Diracimpulse gewahlt. Somit ist ps(¢f) dimensionslos. Ein solcher Diracpuls
eignet sich zur Beschreibung der idealen, aquidistanten Abtastung in besonderer Weise
(vgl. Kapitel 7). Hier sollen zunichst seine spezifischen Eigenschaften erarbeitet werden.

a) Zeigen Sie die Giiltigkeit der Beziehung

+ o

+
ps) =Tn- > O(-v-Ty) = > elZmni/ly (9.23)

yp=—-00 n=-w

b) Ermitteln Sie das Spektrum P (f)e—o p; (¢) mit Hilfe des Verschiebungssatzes:

el2mfot o—e O(f-f,) - (9.24)

Interpretieren Sie das Ergebnis.



9 Stochastische Prozesse 217

V9.2: Gegeben sei ein Signal x(¢) mit Mittelwert m, und Streuung o, dessen Abtast-
werte in aqidistanten Zeitabstanden T4 = 1ms statistisch voneinander unabhangig sind.

a) Berechnen Sie zunachst die diskreten AKF-Werte ¢,(4 - T4). Unterscheiden Sie hier-
bei zwischen 4 = O und 4 = 0.

b) Welche Zahlenwerte ergeben sich, wenn x(f) zwischen -1V und +3V gleichverteilt
ist? Skizzieren Sie die zeitdiskrete AKF A{¢(7)} in nachfolgendes Diagramm.
Hinweis: Die Momente einer zwischen -1 und + 3 gleichverteilten ZufallsgroBe soll-
ten bereits in V4.1 ermittelt werden.

T + - + — + — 13—+ — + — + — +
| | | | | | |
A | | | | | | |
,{%(27)}+ + =+ — 12—+ — + — + — +
inV | | | | | | |
| | | | | | |
+ — 4+ — + — + — 41— 4+ — + — + — +
| | | | | | | |
| | | | | | | |
-1 =L
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 Th

c) Wie unterscheidet sich die diskrete AKF der statistisch unabhdngigen Abtastwerte
eines gauBverteilten Zufallssignals (mit einer Gleichleistung von 1V? und einer
Wechselleistung von 1.333 V2) vom Ergebnis der Teilaufgabe b)? Begriindung.
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d) Berechnen Sie die Fouriertransformierte der zeitdiskreten AKF A{¢.(7)}. Bertick-
sichtigen Sie dabei, daf} die Fouriertransformierte eines Diracpulses im Zeitbereich
einen Diracpuls im Frequenzbereich ergibt (vgl. Vorbereitungsfrage V9.1):

p0) = D Tp-0(t-v-Ty) o—e Pf) = f a(f-Ti). (9.25)
V=-x A=-o A

e) Berechnen und skizzieren Sie fiir obige Zahlenwerte das periodisch fortgesetzte
Leistungsdichtespektrum P{®,(f)}.

T + = + + = - + =+ =+ = +
| | | | | | |

| | | 3 | | |
P{%x(f)}+—+ R I ) e i
in V4/Hz | \ \ \ \ \ \

| | | | | | |
+ + — + + — - + — + — + — +
| | | | | | | |
| | | | | | | |

>f.TA

|
—_

|
]
(9,1
]
]
(9,1
—_

f)  Wie kann das Leistungsdichtespektrum ®,(f) des kontinuierlichen Zufallssignals x(¢)
aus dem Ergebnis von e) gewonnen werden? Skizzieren Sie ®,(f) in obiges Diagramm.

g) Geben Sie ®.(f) formelmalig an.
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V9.3: Gegeben sei das Leistungsdichtespektrum eines rechteckformigen Binarsignals
mit gleichwahrscheinlichen Amplitudenwerten 0 Vund 2 V und der Symboldauer 7= 1 ps:
V2 a-f
D () = 1V2-5() + 10°— 9.26
) () + 1002 si(1 o) - (9:26)
Jedes der in Bild 9.1 dargestellten Mustersignale weist ein solches LDS auf.

a) Skizzieren Sie ®(f) in das nachfolgende Diagramm.

D.(f)

- 107° VZ/Hz

. ]
-2 -1 0 1 2 MHz

b) Berechnen Sie die zu diesem stationiaren ergodischen Zufallsproze3 gehorige AKF
¢:(7) und skizzieren Sie diese in nachfolgendes Diagramm. Hinweis: Die LOsung ist
z.B. mit Hilfe der Fouriertabelle im Anhang C moglich.

@x(T),
o — 3V
| | | | | | | |
\ \ \ \ \ \ \ \
+ - + - + — + — 1+ — + — + — + — +
| | | | | | | |
\ \ \ \ \ \ \ \
+ — + — + — + — 4+ — + — + — + — +
| | | | | | | |
| | | | | | | T
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 Us

c) Wie groB sind die Gleichleistung, die Wechselleistung und die Gesamtleistung dieses
Zufallssignals, jeweils bezogen auf den Widerstand 1 Q7
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d) Wie andert sich die AKF ¢.(r), wenn die Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten des
Amplitudenwertes 2V allgemein gleich p ist? Skizzieren Sie in das Diagramm von b)
zusatzlich den AKF-Verlauf fir p = 0.25.

Fir die Teilaufgaben e) bis g) sei das rechteckformige Digitalsignal nun periodisch mit
folgendem Verlauf:

x(¢)

2V

»
>

0 1 2 3 4 5 6 7 t)T

e) Berechnen Sie die AKF ¢,(7) dieses Signals und skizzieren Sie diese. Hinweis: Unter
Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften gentugt es, die AKF-Werte fur ¢ = 0 und
7 = T zu berechnen.

@x(T),
o — 3V
| | | | | | | |
| | | | | | | |
+ - + - + — + — 4 — + — + — + — —+
| | | | | | | |
| | | | | | | |
+ - 4+ - 4+ — + — 4 - 4 — 4+ — 4+ = +
| | | | | | | |
| | | | | | | T

|
S
|
W
|
[\
|
—_
]
—_
[\
W
S
=
W
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f)

g)

h)

Berechnen Sie das zu e) gehorige LDS ®,(f) und skizzieren Sie dieses.

\/

2 -1 0 1 2 MHz

Interpretieren Sie die unterschiedlichen Funktionen fur AKF und LDS, die sich fur
das stochastische bzw. fiir das periodische Rechtecksignal ergeben. Wie hangen diese
Funktionen zusammen?

Wie unterscheidet sich das nachfolgend skizzierte periodische Rechtecksignal von
dem in den Punkten e) bis g) betrachteten Signal? Welche AKF und LDS ergibt sich?

x(¢)

2V —

v

0 1 2 3 4 5 6 7 t/T
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9.7 Versuchsdurchfithrung
Alle nachfolgenden Aufgaben sollen mit dem Programm 7stp” durchgefithrt werden.

D9.1: Nach Anwahl des Meniipunktes ”0” erscheinen nacheinander vier verschiedene
Mustersignale von unterschiedlichen stochastischen Prozessen mit zugehoriger AKF und
LDS. Beurteilen Sie diese Prozesse hinsichtlich ihrer statistischen Bindungen. Welcher
ProzeB hat die starksten, welcher die schwachsten statistischen Bindungen zwischen den
einzelnen Abtastwerten? Bei welchem Prozef sind die Abtastwerte statistisch voneinan-
der unabhangig? Mogliche Klassifizierungen sind dabei:

- keine statistischen Bindungen, - geringe statistische Bindungen,
- mittelstarke statistische Bindungen, - starke statistische Bindungen.

Machen Sie auch Aussagen uber die Form der AKF (schnell oder langsam abklingend)
und die Form des LDS (breit oder schmal).

Mustersignal || statistische Bindungen Form der AKF Form des LDS

1

D9.2: Wahlen Sie nun Menipunkt 3 mit Mittelwert 0, Streuung 1 und L = 10.
Hinweis: Bei der LDS-Berechnung wird im Programm von GI. (9.21) ausgegangen, doch
sind die beriicksichtigten AKF-Werte auf ¢,(0) bis ¢.(L-TA) begrenzt.

a) Untersuchen Sie am Beispiel von “mittleren statistischen Bindungen” den Einflu3 der
Anzahl N von Zufallszahlen auf die Genauigkeit der AKF- und LDS-Berechnung.
Wahlen Sie N = 1000, N = 5000, N = 10000 bzw. N = 50000 und notieren Sie den
mittleren quadratischen Fehler (MQF) bei der LDS-Berechnung. Versuchen Sie
insbesondere zu begrunden, warum die Abweichung in der AKF “wellenformig”
verlauft, wenn N zu klein gewahlt wird.

N = 1000 N = 5000 N = 10000 N = 50000

MQF
(bzgl. LDS)
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b) Interpretieren Sie die erreichbare Genauigkeit der LDS-Ermittlung gemaf Gl. (9.21)
anhand des mittleren quadratischen Fehlers (MQF).

¢) Im folgenden gelte N = 50000. Untersuchen Sie nun den EinfluB des Parameters L
auf die LDS-Berechnung.

L=5 L =10 L =20 L =40

MQF
(bzgl. LDS)

D9.3: Betrachten Sie nun mit dem Programm “s#p” eine gauBverteilte Zufallsfolge ohne
statistische Bindungen zwischen den einzelnen Abtastwerten (Meniipunkt 1, Mittelwert 0,
Streuung 2V). Wihlen Sie fiir alle nachfolgenden Teilaufgaben N = 50000.

a) Begrinden Sie, warum das LDS ®,(f) des zeitkontinuierlichen (hier jedoch zeitdiskret
simulierten) Prozesses z.B. den in nachfolgender Skizze (a) dargestellten Verlauf
haben konnte. Welche Abtastzeit T4 ist dieser Skizze zugrundegelegt?

T 210 V2/Hz

D.(f)

~100MHz ¢  100MHz

(2) f—

b) In Skizze (b) ist die dazugehorige Autokorrelationsfunktion ¢ (7) des zeitkontinuier-
lichen Prozesses dargestellt. Die Abtastwerte des zeitdiskreten Prozesses sind durch
Punkte markiert. Interpretieren Sie diesen Funktionsverlauf und geben Sie diesen in
analytischer Form an.
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¢) Welcher Zusammenhang (im statistischen Sinne) besteht zwischen den Signalwerten
1. x(¢) und x(¢ + 5ns),
2. x(¢) und x(¢ + 1ns),
3. x(¢) und x(¢ + 7ns)?

d) Im Programm 7stp” sind die AKF-Abtastwerte vereinfachend durch Geradensticke
verbunden (siehe Skizze b)? Welcher Form des LDS entspricht diese Darstellung?
Skizzieren Sie ®(f) in das nachfolgende Diagramm (a).

T

D.(f)

~200MHz (¢  200MHz

—Zdns - 1bns 0 1dns
(a) f— (b) T

e) Wie andert sich die AKF durch einen Gleichanteil von 1V?

f) Wie macht sich diese Anderung im Leistungsdichtespektrum bemerkbar?



9 Stochastische Prozesse 225

9.8 Ubungsaufgaben

In den Ubungsaufgaben zu diesem Kapitel sollen Sie zwei verschiedene Methoden zur
Berechnung der (diskreten) AKF-Werte eines stochastischen Prozesses kennenlernen,
die beide auf Gl. (9.20) beruhen. Verwenden Sie zum Ubersetzen und Einbinden Threr
Unterprogramme in das Hauptprogramm “stp” jeweils die Prozedur "mkstp” tir die C-
bzw. "mkstp —f” fur die Fortran—Version.

U9.1:  Fiir das erste Verfahren ist in Bild 9.6 ein Berechnungsschema angegeben. Das
AKF-Feld ¢(4) mitA = 0, ...,k wird zunichst mit Nullen vorbelegt. Bei jedem Schleifen-
durchlauf (indiziert mit der Laufvariablen v) werden die in den Feldelementen ¢,(0) bis
¢(k) abgespeicherten Werte jeweils um den Beitrag xy xy 4 ; erhoht. Werden am Ende der
Berechnung noch die in ¢ (1) gespeicherten Werte durch die Anzahl N der Summanden
dividiert, so enthalt dieses Feld die gesuchten diskreten AKF-Werte.

A=0: Ng0)= x1'x;1 +x3x + ... +xpxy + . + XN XN,

A=1 No(l)= x1x + x3x3 + ... + Xy Xpp1t+ e + XN XN+,
A N-@A)= x1:x141 + X2 X241+ ... +Xp Xyl + +XN XN+,
A=k Ngk)= x1X14x + X2 X245 + e +Xp Xpgp e + XN XNk -

Bild 9.6: Schema 1 zur Berechnung der AKF-Werte ¢(4 - T).

a) Schreiben Sie ein Unterprogramm "void stpak1(N, akf)”, das aus N Abtastwerten der
Zufallsfolge die diskreten AKF-Werte ¢,(0) bis ¢,(40) nach dem hier angegebenen
Prinzip berechnet (d.h. es sei k = 40). Benutzen Sie den nachfolgenden Dateiheader:

C: void stpakl (N,akf) F77: subroutine stpakl(N,akf)
long N; integer N
float akf[ ]; real akf (0:40)

Die Ubergabe der errechneten Werte an das Hauptprogramm “stp” erfolgt iiber das
Feld "akf”. Die einzelnen Abtastwerte x, werden mit der (intern als “float” zu ver-
einbarenden) Funktion “stpzgr( )” aufgerufen und miissen vor Ablauf obiger Berech-
nungen in ein internes Feld eingetragen werden.

Wie grofl muf} dessen FeldgroBe L fiir ein gegebenes N und & mindestens sein?
Dimensionieren Sie L in Ihrem Programm fir die Maximalwerte N = 5000 und
k = 40. Wie groB ist der Speicherbedarf des internen Feldes in kByte an einem 32 Bit-
Rechner? (1Byte = 8 Bit).
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b) Testen Sie Ihr Unterprogramm “stpak1(N, akf)” mit Hilfe des Hauptprogramms "stp”
fir den Meniipunkt 5 (m; = 0.5,0 = 1)und den Mentlipunkt 6 (m; = 0,0 = 1)durch
Vergleich mit dem Mentpunkt 1 bzw. 3. Wahlen Sie hierfir N = 5000 und notieren
Sie jeweils die benotigte Rechenzeit.

- keine statistischen Bindungen:

- Rechenzeit
Meniipunkt @(0) @x(1) @x(2) ¢x(3) (N= 5080)

1 (”Stp”) -

5 ("Ubung 9.17)

7 ("Ubung 9.2”)

- mittlere statistische Bindungen:

- Rechenzeit
Meniipunkt @(0) @x(1) @x(2) ¢x(3) (N= 5080)

3 (”Stp”) -

6 ("Ubung 9.17)

8 ("Ubung 9.2”)
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U9.2:  Ein Nachteil der Berechnungsmethode nach U9.1 ist, daB ein Feld mit sehr vielen
Elementen verwendet werden muB (z.B. ergibt sich fir N = 10 000 und £ = 10 eine erfor-
derliche Feldgro8e von 10 010 Floatwerten). Da fiir eine einigermaflen genaue Ermittlung
der AKF eigentlich noch sehr viel mehr Abtastwerte herangezogen werden mubBten, ist
diese Methode in der Praxis unbrauchbar.

Wie jedoch aus dem Berechnungsschema von Bild 9.6 zu erkennen ist, werden bei
jedem Schleifendurchlauf nur einige (genauer gesagt: k+ 1) Abtastwerte benotigt, z.B.
beim v-ten Durchlauf nur die Abtastwerte xy ... xp4x. Der groBBe Speicherbedarf kann
daher vermieden werden, wenn man ein Hilfsfeld H[0: k] vereinbart, das zunachst (d.h.
fiir v = 1) mit den Abtastwerten x; bisxy ;1 vorbelegt ist. Beim zweiten Durchlauf (v = 2)
wird der Abtastwert x| nicht mehr bendotigt. In die frei werdende Speicherzelle H[0] wird
stattdessen der neue Wert xj 4, eingetragen.

Bild 9.7 erklart diesen Algorithmus fur das Beispiel £ = 10. Bei jedem Schleifen-
durchlauf v liegen in den Speicherzellen H[0] ... H[10] die aktuell benotigten Werte
Xy ... Xp410 vor, wobei der jeweils neu hinzugekommene Wert xy .19 hervorgehoben ist.
Beim Schleifendurchlauf v gilt mit i = ((v-1) mod (k+ 1)) folgende Zuordnung:

x,,, = H[@ +4) mod (k + 1)] . (9.27)

Beispielsweise wird zum Zeitpunkt v = 84 die neue ZufallsgroBe xo4 in H[5] abgelegt.
Dies folgt aus obigen Gleichungen mit i = 83 mod 11= 6 und A = 10. Die Variablei= 6
gibt hierbei an, da} der Abtastwert xg4 in der Speicherzelle H[6] abgelegt ist.

y | i H[0] H[1] H[2] H[3] H[4] H[5] H[6] H[7] H[8] H[9] H[10]
1 0 Xl Xo| X3 X4 | ¥s5| X6 | X7 *s| *o | %10 | *11
2 1 X X X X X X X X X X X

] 2| T3 4| 75| e 71781 T9 710 11

109 Yl % [ *15 | *16| *17] *18] *1o] *20] 10 | 11

11 |1
0 Yol *i ] Xl Y15 Yie| F17| Y18 | F1o | Y20l *21] 11

1210 Yol %3 Ya] *15| *16] *17] Y18 | F19| F20| *21]| ¥

1311 Yol Y13 | *1a| *15| 16| 17| *18 | Y10 | *20| *21| *2

84 1 6 *89 | X90 | *o1| *o2| Yoz |*oa| Fsa| *ss|¥se ¥ 87| 88

Bild 9.7: Zur Verdeutlichung der AKF-Berechnung nach U9.2.



228 (. Soder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

a) Fillen Sie die Belegung der Feldelemente fiir v = 48 aus und geben Sie an, wie sich
daraus die Werte ¢,(0), @ (1), ¢(2), @(9) und ¢,(10) berechnen lassen. Wie groB isti?

v i H|0] H[1] H[2] H[3] H[4] H[5] H[6] H|[7] H[8] H|9] H[10]
48 | ...

()= ... (D= ...........

(D= ........... o(10)= . ..........

o(2)= ... ...

b) Schreiben Sie ein Programm “stpak2(N, akf)”, welches nach dem hier angegebenen
Prinzip die diskreten AKF-Werte ¢,(0) ... ¢(40) aus N Abtastwerten berechnet (d.h.
es gelte wiederum k = 40). Die einzelnen Abtastwerte werden wie in "stpak1” mit der
Funktion “float stpzgr()” aufgerufen. Die Ubergabe der ermittelten Werte erfolgt auch
hier uber das Feld "akf”. Benutzen Sie den nachfolgenden Dateiheader:

C: void stpak2(N,akf) F77: subroutine stpak2(N,akf)
long N; integer N
float akf[ ]; real akf (0:40)

c) Testen Sie Thr Unterprogramm “stpak2(N, akf)” mit Hilfe des Hauptprogramms stp”
fir den Meniipunkt 7 (m, = 0.5,0 = 1)und den Mentipunkt 8 (m = 0, 0 = 1)durch
Vergleich mit dem Mentpunkt 1 bzw. 3. Wahlen Sie jeweils N = 5000. Benutzen Sie
zur Auswertung die Tabelle zu U9.1. Diskutieren Sie insbesondere die fiir “stpak1”
und stpak2” gemessenen Rechenzeiten.
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10 Filterung stochastischer Signale

Inhalt: Es werden die aus der klassischen Systemtheorie fir deterministische Signale
bekannten Gesetze auf die Beschreibung stochastischer Signale erweitert. Dies bildet die
Grundlage fir die Erzeugung von Zufallssignalen mit statistischen Bindungen, wofur
zweckmaBigerweise nichtrekursive bzw. rekursive Digitalfilter eingesetzt werden. Ins-
besondere wird auf die Bestimmung der Filterkoeffizienten fir eine vorgegebene AKF
naher eingegangen, sowie die Auswirkungen der Filterung hinsichtlich WDF diskutiert.

10.1 Stochastische Systemtheorie

Nach den Gesetzen der klassischen Systemtheorie ergibt sich das Ausgangssignal y(¢)
eines linearen zeitinvarianten Systems mit dem Frequenzgang H(f) als das Faltungs-
produkt y(¢) = x(¢)xh(¢) des Eingangssignals x(¢) mit der Impulsantwort A(f) o—se H(f).

Bei deterministischen Signalen geht man zur Berechnung des Ausgangssignals meist
den Umweg iiber die Amplitudenspektren X(f) e——o x(¢) und Y(f) «—o y(¢), wobei fiir das
Ausgangsspektrum Y(f) = X(f)- H(f) gilt. Bild 10.1 (oben) verdeutlicht diesen Rechenweg.

Bei stochastischen Signalen existieren die Amplitudenspektren X(f) und Y(f) nicht, da
die Zufallssignale x(f) und y(¢) nicht fiir alle Zeiten von —o bis + oo vorhersagbar sind.
Zur Beschreibung der statistischen Eigenschaften eines Signals x(f) benutzt man hier
vielmehr die Autokorrelationsfunktion ¢ (7) sowie das Leistungsdichtespektrum ®,(f).

Das Leistungsdichtespektrum d,(f) am Systemausgang berechnet sich unter Bertick-
sichtigung der Beziehung | Y(f)|? = |X(|?- |H(f)|? in folgender Weise:

®,() = o) |H(NI> = @0 H H () (10.1)

wobei H*(f) den zu H(f) konjugiert komplexen Frequenzgang angibt. Das Betragsquadrat
| H(f)|? wird haufig auch als Leistungsiibertragungsfunktion bezeichnet.

Da das Leistungsdichtespektrum ebenso wie die AKF ¢,(7) keine Aussagen uber die
Phasenbeziehungen ermoglicht, wird ®,(f) demzufolge nur durch den Betrag von H(f)
beeinfluBlt, nicht durch dessen Phasengang.

-H()

deterministische X(f) > Y()
Signale T I
ffffffffffffffffffff x(r) © H(f)s——oh(r) ° y(t)
stochastische ¢ ¢
Signale ¢:(7) @y(7)
I - |HAH|? I
o) |H(f)| - ()

Bild 10.1: Beschreibung eines linearen zeitinvarianten Systems (LZI-System) bei
deterministischem bzw. stochastischem Ein- und Ausgangssignal.
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Mit Hilfe der Fourierriicktransformation folgt aus (10.1) fir die AKF am Ausgang
@,(t) = @ (v)* h(z) * h(-7) , (10.2)

wobei die Fourierkorrespondenz H™(f) «—o h(-7) berucksichtigt ist.

Die Leistungen der (als gleichsignalfrei angenommenen) Signale x(¢) und y(¢) lassen
sich sowohl aus den entsprechenden Autokorrelationsfunktionen als auch aus den dazu-
gehorigen Leistungsdichtespektren berechnen:

P=02=xP = g0 = | 0,09, (103)
P=o=s =90 = [o0a= [0 mory. 04

Durch Umstellung von (10.1) wird deutlich, da der Betrag | H(f)| einer Filterfunktion
durch Messung des Leistungsdichtespektrums d,(f) am Ausgang bestimmt werden kann,
wenn das LDS d,(f) der stochastischen EingangsgroBe x(¢) bekannt ist:

.0

HOl = [&6

(10.5)
Uber den Phasengang von H(f) liefert das Leistungsdichtespektrum ®,(f) keine Aussage.
Hier muf} vielmehr auf das in Abschnitt 9.4 definierte Kreuzleistungsdichtespektrum
Dy, (f) «——o @y (7) zwischen Ein- und Ausgangssignal iibergegangen werden, wobei der
folgende Zusammenhang gilt:

@, (f) = 0,0 -H(f) . (10.6)

Diese Beziehung laBt sich aus der Definitionsgleichung (9.14) der KKF unter Berticksich-
tigung von y(¢) =x(¢) * h(t) einfach nachweisen, woraus nach einigen Umformungen folgt:

Py (7) = X(0) -yt + 7) = @ (D) * A7) . (10.7)

Die Gleichungen (10.6) und (10.7) machen deutlich, daB der Filterfrequenzgang H(f)
durch eine Messung mit stochastischer Anregung in Betrag und Phase vollstandig ermit-
telt werden kann, wenn neben den statistischen KenngroBen des Eingangssignals (AKF
oder LDS) auch die KKF ¢,(7) bzw. deren Fouriertransformierte ®,,(f) bestimmt wird.
An den Signalverlaufen in Bild 9.3 erkennt man, daBl durch die (TiefpaB-)Filterung
eines Zufallssignals die statistischen Bindungen zunehmen und somit die hochfrequenten
Schwankungen geglattet werden. Ein gauBverteiltes Rauschsignal ist dabei auch nach der
Filterung noch gauBverteilt. Der EinfluB des Filters macht sich hier lediglich in einer
Anderung von Mittelwert und Streuung bemerkbar. Bei jeder anderen Verteilung Andern
sich — auBer der AKF und dem LDS - durch die Filterung nicht nur die Parameter der
WDEF, sondern auch deren Form. Beispielsweise wird die WDF eines gleichverteilten
Eingangssignals immer gauBahnlicher, je schmaler die Filterbandbreite ist.
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10.2 Digitale Filter

Die Ergebnisse von Abschnitt 10.1 konnen fir die softwaremaBige Erzeugung eines

Zufallssignals y(¢) mit statistischen Bindungen genutzt werden. Da in diesem Fall y(¢) nur
durch seine Abtastwerte y, = y(v-Tx) dargestellt werden kann, ist es zweckmaBig, auch
den Frequenzgang H(f) durch ein digitales Filter zu realisieren.

(xy) O * * - *
H—> Ta @ - - —» Ta ® Ta O — (V)

Bild 10.2: Digitales Filter M-ter Ordnung (Laufzeitfilter).

Das allgemeine Blockschaltbild eines Digitalfilters ist in Bild 10.2 angegeben. Dieses
System gibt die Verkniipfung zwischen der Eingangsfolge {(x,) und der Ausgangsfolge
{yy) an; es wird im Zeitbereich durch die folgende Differenzengleichung gekennzeichnet:

M M

Yy = Z aﬂ'xv—u + Z b/c'yv—/c . (108)
u=0 k=1

Die erste Summe beschreibt die Abhangigkeit des aktuellen Ausgangswertes y, vom

aktuellen Eingangswert x,, sowie den M vorangegangenen Eingangswerten xy_1 .... Xy -M.

Dagegen kennzeichnet die zweite Summe die Beeinflussung von y, durch die vorherigen

Ausgangswerte yy -1 .... yp-M. Sie gibt somit den rekursiven Anteil des Filters an.

Fir das Folgende wird vorausgesetzt, dafl die Abtastwerte x, am Filtereingang mittel-
wertfrei (m, = 0), gauBverteilt (mit Streuung o) und statistisch voneinander unabhangig
seien (Weiffes Rauschen). Die Ausgangswerte y, sind somit ebenfalls mittelwertfrei und
gauBverteilt, haben jedoch im allgemeinen eine andere Streuung (o, = 0y).

Zunachst wird die Generierung der Folge (yy) mittels eines nichtrekursiven Filters
M-ter Ordnung betrachtet. Dieses zeichnet sich dadurch aus, dafl alle Rickfuhrungs-
koeffizienten b, gleich 0 sind. Somit entfallt der untere Teil in Bild 10.2 bzw. die zweite
Summe in (10.8). Frequenzgang und Impulsantwort des nichtrekursiven Filters lauten:

M
Hf) = > a,-et? s (10.9)
P
M
h@t)y = > a, 0(-u-T,) . (10.10)

u=0
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Durch Einsetzen von (10.8) in (9.20) erhilt man die diskrete AKF am Filterausgang:

M M
@y(}‘ 'TA) =V Y T ZO Z()aﬂ Xy Xy (10.11)
w=0i=
Die Uberstreichung kennzeichnet hierbei die Mittelung beziiglich der Variablen v. Da
die Koeffizienten a; bzw. a, unabhangig von der Mittelungsvariablen v sind, muf} die
Mittelung in (10.11) nur uber die beiden x-Terme erfolgen. Da zudem die Eingangswerte
xy als statistisch unabhingig voneinander und mittelwertfrei angenommen werden, liefert
der Mittelwert xy_y Xy ), fure = u+A stets den Wert 0. Fir ¢ =u +4 ist dagegen dieser
Mittelwert gleich der Varianz 0x2 der EingangsgroBe.
Beriicksichtigt man diese Tatsache, so kann die Doppelsumme in (10.11) durch eine
einfache Summe ersetzt werden, und man erhalt

M-1
¢,A-T\)=0}-> a,-a,.,; fird=01 .. ,M. (10.12)
u=0

Aufgrund der Symmetrie der AKF gilt fiir negative A-Werte: @, (-4 -Ta) = @,(4 - Th).
Beispiel: Fiir ein nichtrekursives Filter 2. Ordnung (Koeffizienten ag, a1, a) erhilt man
guy(O) = axz' (a02+ a12+ a22) ,
P(=Ty) = ¢(Ty) = o (ag a; +a;-ay) (10.13)
¢ (-2Ty) = @,2T,) = 07+ (ag-ay) -

Setzt man die Zahlenwerte ay = 1/2,ay = 1/4, a, = 1/8 ein, welche die Impulsantwort von
Bild 10.3(a) charakterisieren, und wird die Streuung des Eingangssignals zu o,=1
gewahlt, so ergibt sich die in Bild 10.3(b) skizzierte AKF. Dieses Bild macht deutlich, daB
die AKF ¢,(4-Tx) am Ausgang eines nichtrekursiven Filters M-ter Ordnung auf den

Bereich |1 | = M beschrankt ist, wenn die Abtastwerte x, des Eingangssignals mittel-
wertfrei sind und keine statistischen Bindungen aufweisen.

0.5
A T
T 0.328
h(u-Ta) | 025 @y Ta)
0.156 0.156
0.125 0.0625 T T 0.0625
T ? X‘ x 1 I | 1 ? X‘
o 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
(a) u=1t/TaA——>  (b) A=1/TA —>

Bild 10.3: Impulsantwort eines nichtrekursiven Filters 2. Ordnung (a) und diskrete
AKF am Filterausgang (b) bei statistisch unabhangigen Eingangsgrofen.

Die Streuungen o, und ¢, sind im allgemeinen unterschiedlich. Bei den hier zugrunde
gelegten Zahlenwerten ergibt sich o, = y0.328 - 0. Durch die Normierungsbedingung
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M
>ar=1 (10.14)
u=0

kann erreicht werden, dal die Streuungen der statistisch unabhangigen Eingangsfolge
(xy) und der statistisch abhangigen Ausgangsfolge (y,) gleich sind. Im betrachteten
Beispiel erhalt man mit ¢y = 0.873, a; = 0.436 und a, = 0.218 eine formgleiche AKF wie
in Bild 10.3(b), jedoch mit der Varianz ¢,(0) = 1.

Dieses Beispiel zeigt, daBl zur Erzeugung einer statistisch abhangigen ZufallsgrofBe
mittels nichtrekursivem Filter die Anzahl der Koeffizienten ebenso gro3 sein muf3 wie
die Zahl der von 0 verschiedenen AKF-Werte ¢y(A-T) mit 4 = 0.

Bei einem rekursiven Filter, dessen Struktur in Bild 10.2 dargestellt ist, kann eine
vergleichbare AKF mit sehr viel weniger Filterkoeffizienten generiert werden. Die analy-
tische Berechnung der AKF des Ausgangssignals ist in diesem Fall allerdings erheblich
aufwendiger. AKF und LDS des Ausgangssignals sind mit (10.1) und (10.2) berechenbar,
wobei der Frequenzgang H(f) und die Impulsantwort 4(f) aus (10.8) abgeleitet werden
konnen. Zur Beschreibung der Vorgehensweise beschranken wir uns hier auf ein rekur-
sives Filter erster Ordnung mit nur zwei Koeffizienten ag und b, (vgl. Bild 10.4).

Somit gilt fiir die Filterausgangswerte:

_ . ) _ . b 2. _
Yy =agx, by, =agx,tay b x,  +biy,,=
= ... = D aybix,, . (10.15)
u=0

Die AKF kann analog zu (10.12) ermittelt werden, wobei allerdings die endliche Summe
durch eine unendliche Summe ersetzt werden mubB:

@,A-Ty) =02 > (ag-b}) (ay-04"")  fir A =10,1,2, ... . (10.16)
u=0
Diese Gleichung lat sich durch Einsetzen der Formel fur den Summenwert einer un-
endlichen geometrischen Reihe vereinfachen. Fir 0 < 5; < 1 erhalt man:

=2 2 2 b*
qﬂy(}‘TA) = axzagbf Z bllu = Ox'aO'Tlﬁ . (1017)
u=0 1

Bereits fir ein rekursives Filter erster Ordnung reicht die AKF theoretisch von —o bis
+ oo, wobei die Abnahme der diskreten AKF-Werte exponentiell erfolgt.

ey (a0 ——( — ()
Ta

Bild 10.4: Rekursives Laufzeitfilter erster Ordnung.
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10.3 Koeffizientenbestimmung fiir eine gewiinschte AKF

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dal zur Erzeugung einer zeitdiskreten, gauB3ver-
teilten ZufallsgroBe mit statistischen Bindungen ein digitales Filter herangezogen werden
kann. Nun soll die Frage geklart werden, wie die Filterkoeffizienten zu wahlen sind, wenn
die Art der statistischen Bindungen durch die Autokorrelationsfunktion vorgegeben ist.

Zur Bestimmung des Koeffizienten a, eines nichtrekursiven Filters geht man von der
diskreten AKF @,(4 -Ta) aus. Ist diese auf den Bereich -M Ty ... M-Tx begrenzt (d.h.
fir A > M besitzt die AKF keine oder nur vernachlassigbar kleine Anteile), so ist mit M
die Ordnung des Filters bestimmt, und es folgt aus (10.13) mit m, =0, o, =1 fiir 1 <M:

M
90 = > a7,
u=0
M-1
@y(TA)'z Zoa,u'a,u-l-l ’ (1018)
.ou=

P(M-DT,)) = ag-ay +a,-ay ,
PMTy) = ay-ay -
Man erhalt auf diese Weise fiir die M + 1 Koeffizienten M + 1 unabhangige Gleichungen.

Durch sukzessives Eliminieren der Koeffizienten a; ... ays bleibt fir a( eine nichtlineare
Gleichung hoherer Ordnung ubrig. Fur diese gibt es mindestens vier reelle Losungen, da

- alle Koeffizienten gleichzeitig ithr Vorzeichen andern konnen, ohne daB3 das obige
Gleichungssystem verandert wird, und

- alle Koeffizienten ay gleichzeitig durch aps,, ersetzt werden konnen, was lediglich
einer Spiegelung und Verschiebung der Impulsantwort entspricht.

Das in V10.2 zu bearbeitende Beispiel soll die Schwierigkeiten verdeutlichen, die bei der
Auflosung des Gleichungssystems (10.18) in der Praxis auftreten, besonders fiir groe M.
Zur Losung dieses Problems gibt es eine Reihe numerischer Verfahren (vgl. z.B. [2]).

Bei einem rekursiven Filter erster Ordnung entsprechend Bild 10.4 ergibt sich stets
eine exponentiell abfallende AKF, die durch die beiden Parameter Korrelationsdauer und
Varianz beschreibbar ist (vgl. (10.17) und D10.4). Die beiden Filterkoeffizienten ¢y und
b lassen sich daraus in einfacher Weise ermitteln.

Dagegen ist es bei einem rekursiven Filter hoherer Ordnung oft zweckmaBig, die
Koeffizientenbestimmung im Spektalbereich durchzufihren. Dies bedeutet eine Varia-
tion des Frequenzgangs, so lange, bis | H(f)|? formgleich mit dem gewiinschten LDS ist.

Fir den Frequenzgang des digitalen Filters gemal3 Bild 10.2 gilt dabei:

M
a,-e —J2mufT
H(f) = =2 . (10.19)
1- > b, e¥2mTy
k=1
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10.4 FiltereinfluBb auf nichtgauBiverteilte Prozesse

Der grundlegende Zusammenhang zwischen der AKF am Eingang und Ausgang eines
linearen Filters gilt unabhangig von der Amplitudenverteilung. Das gleiche gilt fir die
Leistungsdichtespektren. Das bedeutet, daBl die fundamentalen Gleichungen (10.1) und
(10.2) auch bei einem nichtgauBverteilten ZufallsprozeB3 angewandt werden konnen.

Die Schwierigkeit bei der Erzeugung einer nichtgauBverteilten ZufallsgroBe mit
statistischen Bindungen besteht nun darin, dal durch die — zur spektralen Formung er-
forderliche — Filterung des Eingangssignals x(¢) auch die Amplitudenverteilung pragnant
beeinfluBt wird. Wahrend bei GauBschen ZufallsgroBen das digitale Filter nur die beiden
WDEF-Parameter (Mittelwert, Streuung) verandert, ist bei jeder anderen Amplitudenver-
teilung auch der prinzipielle WDF-Verlauf am Ein- und Ausgang unterschiedlich.

Diese Eigenschaft soll am Beispiel eines nichtrekursiven Filters erster Ordnung
verdeutlicht werden, dessen zeitdiskretes Ausgangssignal entsprechend (10.8) durch
yy=ag xy+aj-xy_1 gegeben ist. Die Eingangswerte x, und x, -1 werden als statistisch
unabhangig vorausgesetzt. Somit berechnet sich die WDF f,(y) als das Faltungsprodukt
zweier, entsprechend den Faktoren g und a; gestauchter bzw. gedehnter Dichtefunk-
tionen f(x). Sind z.B. die Eingangswerte x, gleichverteilt, so ergibt sich fiir f,(y) ein drei-
eckformiger (falls a1 = ap) bzw. trapezformiger Verlauf (falls a; = ag).

Bei einer sehr groBen Anzahl M von Filterkoeffizienten wird nach dem zentralen
Grenzwertsatz die Ausgangs—WDF nahezu gauBformig. Im Grenzfall M— oo ergibt sich
unabhangig von der Eingangs—-WDF f,,(w) stets eine GauBverteilung.

Zur Erzeugung einer nichtgauBBverteilten Zufallsfolge (yy) mit statistischen Bindun-
gen kann ebenfalls ein nichtrekursives Filter herangezogen werden, dessen Koeffizienten
ay allein aus den gewiinschten AKF-Werten ¢, (4 - T'a) berechenbar sind. Im Unterschied
zu Abschnitt 10.2 muB nun zusatzlich die WDF f,(x) der Eingangswerte ermittelt werden,
die zusammen mit den M + 1 Filterkoeffizienten die gewiinschte Ausgangs—WDF ergibt.

In einem Aufsatz von D. Cygan, J. Franz und G. Soder (erschienen 1986 in der Zeit-
schrift AEU40, S. 377-384) sind zwei Methoden zur Losung dieses im allgemeinen
schwierigen Problems angegeben. Bei der ersten Methode wird der Zusammenhang

M
G) = M G, ) (10.20)

zwischen den charakteristischen Funktionen (Definition in Abschnitt 4.2) am Ein- und
Ausgang eines nichtrekursiven Filters ausgenutzt, woraus C(w) o— f.(x) abhidngig von
Gy(w) o—s f,(y) sowie den Filterkoeffizienten ag ...ay numerisch ermittelt werden kann.

Die zweite Methode nutzt die Tatsache, daB} jede WDF durch eine unendliche Summe
gewichteter Hermite—Polynome approximiert werden kann. Die Gewichtungsfaktoren
werden dabei von den Momenten m, bestimmt. In obiger Arbeit wird der im allgemeinen
komplizierte Zusammenhang zwischen den Momenten am Ein- und Ausgang analytisch

© aus m" und

angegeben. Dies ermoglicht die Berechnung der Eingangsmomente .

den M+ 1 Filterkoeffizienten a,, wodurch f(x) ebenfalls angebbar ist.
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10.5 Vorbereitungsfragen

V10.1:  Am Eingang eines Filters mit dem Frequenzgang H(f) liegt ein gauBverteiltes
mittelwertfreies Rauschsignal x(¢) mit folgender Autokorrelationsfunktion an:

¢,@) = 02 /T (10.21)
Das TiefpaBfilter sei gauBformig mit der Gleichsignalverstarkung Hj und der system-
theoretischen Bandbreite Af, so daB fir den Frequenzgang geschrieben werden kann:

H(f) = Hy e /A", (10.22)

a) Wie mussen der Effektivwert o, und die Korrelationsdauer T, gewahlt werden, damit
obige AKF den in Bild 9.3 (links) dargestellten Prozef3 beschreibt? Wie berechnet
man diese KenngroBen allgemein?

b) Wie lautet das LDS ®(f) des Eingangssignals? Wie groB ist die Breite des flachen-
gleichen Rechtecks uiber das LDS?

c) Berechnen Sie das Leistungsdichtespektrum &,(f) am Filterausgang.
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d) Wie lautet die AKF ¢,(7) des Ausgangssignals?

e) Welche Korrelationsdauer 7, des Ausgangssignals y(¢) wurde fiir das Beispiel von Bild
9.3 zugrundegelegt? Wie groB ist damit die Filterbandbreite Af ?

f) Wie groB ist der Effektivwert o, des Ausgangssignals allgemein? Welche Gleichsi-
gnalverstarkung Hy liegt fiir das Beispiel von Bild 9.3 zugrunde? Bertcksichtigen Sie
hierbei, daB o, = o, gilt.

g) Interpretieren Sie die Diagramme von Bild 9.3.

h) Welche Amplitudenverteilung hat das Ausgangssignal y(¢)? Welche Werte ergeben
sich fiir die Kurtosis K, bzw. K, am Eingang und Ausgang (vgl. Vorbereitung V4.4)?
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V10.2:  Mit Hilfe eines digitalen Filters soll eine zeitdiskrete, Gaufsche und statistisch
abhangige ZufallsgroBe y, erzeugt werden, fir deren (normierte) AKF-Werte gilt:

@,(0) = 1.58; ¢ (£TA) =-0.49; @ (£2-Tx) =-0.30; @4 -Tx)=0 fiir |1 |= 3.
Die zeitdiskreten Eingangswerte x, seien normalverteilt (m, = 0, o, = 1).

a) Welchen Filtertyp (rekursiv oder nichtrekursiv) wiirden Sie zur Erzeugung der stati-
stischen Abhangigkeiten auswahlen? Begriindung.

b) Wie grol muB die Ordnung M des Laufzeitfilters mindestens sein? (Begriindung)

¢) Geben Sie das Gleichungssystem (10.18) fir vorliegenden Fall an. Reduzieren Sie die
drei unabhingigen Variablen ag, a; und a, durch die beiden GroBen u = a2 und
w = (ag+a»)? und ermitteln Sie die reellen Losungen fiir u und w.

d) Bestimmen Sie die Filterkoeffizienten ag, a; und a,. Geben Sie hierbei alle moglichen
Losungen an.
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e) Geben Sie zu den Losungen von d) die dazugehorigen Impulsantworten A(f) an. Inter-
pretation.

f) Durch welche einfache Modifikation konnen Sie eine ZufallsgroBe mit nachfolgend
angegebener AKF erzeugen? Geben Sie eine mogliche Generierungsvorschrift an.

@y(0) = 2.58; @, (£T) = 0.51; @ (£2:Ta) = 0.70; @,(A-Tx) = 1.00 fiir |4 | = 3.

g) Ist x(¢) gauBverteilt, so ist auch das Ausgangssignal y(¢) gauBverteilt. Bei jeder anderen
Eingangs—WDEFf,(x) wird durch das lineare Filter auch die Form der WDF beeinfluft.
Beschreiben Sie verbal, wie man die WDF f;(y) der AusgangsgroBe yy gemall Punkt f)
ermitteln kann, wenn die Eingangsgrofle zwischen -1 und + 1 gleichverteilt ist.

h) Geben Sie eine obere und eine untere Schranke fir die Kurtosis der AusgangsgroBiey,
an. Berucksichtigen Sie hierzu das Ergebnis der Vorbereitungsfrage V4.4.
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10.6 Versuchsdurchfithrung

Benutzen Sie zur Losung der nachfolgenden Aufgaben das Programm ’fil”. Wahlen Sie
die Anzahl der Zufallszahlen zur Berechnung der AKF stets zu N = 50 000.

D10.1: Betrachten Sie zunichst ein nichtrekursives Filter erster Ordnung (Mentpunkt 3,
M = 1) mit den beiden Koeffizienten ¢y = 0.7 und @; = 0.3. Die KenngroBen des Ein-
gangssignals seien m, = 0 und o, = 1.

a) Berechnen Sie die diskreten AKF-Werte, den Mittelwert m, und die Streuung o,.
Uberpriifen Sie anschlieBend Thre Ergebnisse mit dem Programm “fil”.

@,(0) P(Ty) @(2T ) my Oy

berechnet

simuliert

b) Welche Form besitzt das LDS ®,(f) am Filterausgang? Skizze. Uberpriifen Sie anhand
dieses Leistungsdichtespektrums auch die Gultigkeit von Gl. (9.21).

Bandbegrenzung Bandbegrenzung




10 Filterung stochastischer Signale 241

c) Istx(¢) gauBverteilt, so ist auch das Ausgangssignal y(¢) gauBverteilt. Bei jeder anderen
Eingangs—WDEF f,(x) wird durch daslineare Filter auch die Form der WDF beeinfluft.
Skizzieren Sie die WDF £,(y) der AusgangsgroBe, wenn die EingangsgroBe x zwischen
-1 und +1 gleichverteilt ist.

T |

5H)

d) Geben Sie drei weitere Koeffizientensiatze an, mit denen genau gleiche statistische
Eigenschaften (AKF, LDS) erzielt werden. Uberpriifen Sie diese mit dem Programm.

1. ag = a) =
2. ag = a) =
3. ag = a) =

e) Wie andern sich die AKF-Werte, der Mittelwert m, und die Streuung o, gegeniiber
Punkt a), wenn bei gleicher Streuung (o, = 1) nun m, = 0.5 gewahlt wird?

@,(0) P(Ty) @(2T ) my Oy

my = 0,0, =1

me=050,=1

Welche Auswirkung hat dieser Mittelwert auf das LDS?
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f) Wie missen die Koeffizienten gewahlt werden, damit AKF und LDS qualitativ die
gleiche Form besitzen wie bisher, zusatzlich jedoch die Bedingung o, = o, erfullt
werden soll? Welcher grundsatzliche Zusammenhang besteht zwischen den Mittel-
werten m, und m,? Uberpriifen Sie Thre Ergebnisse mit 7, = 0.5 und o, = 1.

M
S : 2 _ 2. 2
Hinweis: Es gilt stets 0" = o; zoaﬂ .
M:

D10.2:  Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse der Vorbereitungsfrage V10.2 mit dem Menii-
punkt 3. Geben Sie hierzu den entsprechenden Filtertyp, die Ordnung M und einen der in
V10.2(d) berechneten Koeffizientensitze ein und wahlen Sie 7, = 0 und o, = 1.

M = ,apg = ,a) = ,az =

a) Uberpriifen Sie die AKF-Werte, den Mittelwert my und die Streuung oy,

@,(0) @(Ty) @(2T ) my Oy

berechnet
(V10.2)

simuliert
(D10.2)
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b) Zeigen Sie, daB} die drei weiteren in V10.2 berechneten Koeffizientensatze (im stati-
stischen Sinne) gleiche Ergebnisse liefern. Sind die Signale y(¢) identisch, wenn Sie
stets ein gleiches Eingangssignal x(f) voraussetzen?

¢) Welche Form besitzt das LDS ®,(f) am Filterausgang? Qualitative Skizze. Geben Sie
®,(f) unter Beriicksichtigung von Gl. (9.21) auch formelmaBig an.

Bandbegrenzung Bandbegrenzung
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d) Wie entsteht dieses LDS ®,(f)? am Filterausgang? Berechnen Sie zur Beantwortung
dieser Frage die Leistungsiibertragungsfunktion |H(f)|? des Filters. Verwenden Sie
zur Abkirzung 8 = 27 f+T, . Welcher Wert ergibt sich fiir f = 0?

e) Wie andern sich die statistischen Kenngroen des Ausgangssignals, wenn am Eingang
ein mittelwertbehaftetes Signal (m,= 0.5, o, = 1) angelegt wird? Interpretieren Sie
das Ergebnis.

@,(0) @(Ty) @(2T ) my Oy

my = 0,0, =1

me=050,=1
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D10.3:  Mit dem Menupunkt 2 konnen nichtrekursive Laufzeitfilter mit dreieck-,
exponential-, gauBB- bzw. rechteckformiger Impulsantwort simuliert werden.

a) Uberlegen Sie sich, durch welche der hier angegebenen (diskreten) Impulsantworten
h(u-Ta) das Leistungsdichtespektrum am Filterausgang

1. si’>—formig,
2. si*formig,
3. proportional zu 1/(f> + f?) bzw.

4. gauBformig

wird, jeweils unter der Voraussetzung, dall die Eingangswerte x, statistisch vonein-
ander unabhangig sind und die weiteren Parameter m, = 0 und o, = 1 betragen.

LDS siz—fé')rmig si4—fé')rmig prop. ﬁ gauBformig
f~*fa
AKF
Impulsantwort

Begriinden Sie Thre Ergebnisse und tiberpriifen Sie diese mit dem Programm fi/” fur
ein nichtrekursives Filter (Mentipunkt 2, M = 5).

b) Waibhlen Sie nun stets eine rechteckformige Impulsantwort. Bei welcher (normierten)
Frequenz tritt — bei verschiedenen Werten von M - die erste Nullstelle im LDS aut?

1) M = 1: erste Nullstelle bei f-Th=
2) M = 3: erste Nullstelle bei f-Tx=

3) M = 9: erste Nullstelle bei f-Tx=

¢) Begriinden Sie anhand der Ergebnisse aus b), daB fir groBe Werte von M folgende
allgemeine Beziehung gilt:

() =0F M+ 1)-Ty-sia-f-(M+1)-T,) . (10.23)
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D10.4: Mit dem Menupunkt 4 wird im Programm 7fi/” ein rekursives Filter erster
Ordnung (vgl. Bild 10.4) mit den Koeffizienten @y und b, ausgewahlt. Mit m, = 0 und
o,= 1 ergibt sich somit gemal (10.17) fiir die AKF des Ausgangssignals (wobei b1 = 1
vorausgesetzt ist):
ag-by
¢(A-Ty) = 5 - (10.24)
1-b7
a) Wie miussen die Koeffizienten qy und b, gesetzt werden, damit sich der folgende
AKF-Verlauf (mit den wahlbaren Parametern o, und ) ergibt:

qﬂy(}‘TA) = O‘)%.e_M"TA'/TO ? (1025)

b) Welche AKF-Werte erhilt man mit ¢y = 0.8 und b; = 0.6?

@,(0) P(T») (2T ») (3T ) (4T »)

theoretisch
nach GI. (10.24)

per Simulation
(Mentpunkt 4)

Berechnen Sie mit dem Ergebnis aus a) die Varianz o,? und die Korrelationsdauer 7.

¢) Wie missen die Koeffizienten a, eines nichtrekursiven Filters 8. Ordnung gewahlt
werden, damit sich (etwa) die gleichen statistischen Eigenschaften ergeben wie fiir das
rekursive Filter erster Ordnung gemaB Punkt b)? Hinweis: Gleiche Impulsantworten!

ag a, a, as a, as ag a ag

Uberpriifen Sie mit dem Programm “fi/” (Meniipunkt 3, M = 8), ob sich mit diesen
Koeffizienten des nichtrekursiven Filters tatsachlich auch die gleichen AKF-Werte
wie unter Punkt b) ergeben.
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10.7 Ubungsaufgaben

U10.1: In vorangegangenen Ubungen wurde bereits die Erzeugung von statistisch unab-
hangigen, diskreten und kontinuierlichen ZufallsgroBen (vgl. Kapitel 1 bzw. 4) sowie von
diskreten ZufallsgroBen mit statistischen Bindungen (Kapitel 3) behandelt. Nun sollen
kontinuierliche ZufallsgroBen mit statistischen Bindungen erzeugt werden.

a) Schreiben Sie die Funktion “filabh(nue, M, mx, sigmax, a)”, die statistisch abhingige
ZufallsgroBen mittels eines nichtrekursiven Laufzeitfilters M—ter Ordnung erzeugt.
Die M+ 1 Filterkoeffizienten a; werden mit dem Float-Feld "a” ubergeben. Fir die
zur Berechnung von y, benotigten aktuellen Abtastwerte x bis xas der Eingangsgrofie
mussen Sie ein zusatzliches, internes Feld “static double x| 41]” vereinbaren. Hierbei
ist berucksichtigt, dal der Maximalwert von M fiir das Hauptprogramm 40 betragt.

Beim ersten Funktionsaufruf ("nue = 17) der Funktion miussen die Feldelemente
von “x” mit statistisch unabhiangigen gauBverteilten ZufallsgroBen vorbelegt werden,
wofur die Funktion “double gauss(mx, sigmax)” benutzt werden kann. Zu allen weite-
ren Zeitpunkten ("nue > 17) wird nur das aktuelle Feldelement "x(0)” neu belegt,
wahrend alle weiteren Feldelemente um eine Laufzeit verschoben werden miussen.

Beachten Sie hierbei die Reihenfolge der Verschiebung.

C: double filabh(nue,M,mx,sigmax,a) F77: function filahh(nue,M,mx,sigmax,a)

long nue,M; integer nue,M
double mx,sigmax; real mx,sigmax,a(0:40)
float a[ ];

b) Testen Sie Thre Funktion “filabh” mit dem Programm 7fi/” (Meniipunkt 5) fiir eine
rechteckformige (M = 10, m, = 0, o, = 1) sowie fir eine gauBformige Impulsantwort
(M =10, m,= 1, o,,= 1) durch Vergleich mit den theoretischen Werten. Zum Uber-
setzen und Binden kann die Prozedur "mkfil” bzw. "mkfil —f” benutzt werden.
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U10.2:  Schreiben Sie eine Funktion “filrek(nue, mx, sigmax, a0, b1)”, mit der abhin-
gige ZufallsgroBen y, nach dem Prinzip eines rekursiven Laufzeitfilters erster Ordnung
erzeugt werden. Das rekursive Filter ist durch die beiden Koeffizienten ay und by
vollstandig beschrieben. Ansonsten gelten die gleichen Vorraussetzungen wie fir die
Ubungsaufgabe U10.1. Die erforderlichen Dateiheader lauten:

C: double filrek(nue,mx,sigmax,a0,bl)
long nue;

double mx,sigmax,a0,bl;

F77:real filrek(nue,mx,sigmax,a0,bl)
integer nue

real mx,sigmax,a0,bl

Testen Sie die Funktion “filrek” (Menipunkt 6) mit den Koeffizienten ¢y = 0.8 und
b1 = 0.6 durch Vergleich mit den theoretischen Werten.
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11 Optimale Filter

Inhalt: In diesem Kapitel werden mit dem Matched-Filter (Korrelationsfilter) und dem
Wiener-Kolmogoroff-Filter zwei Systemfunktionen vorgestellt, die jeweils fiir spezifische
Anwendungen optimal sind. Das Matched-Filter dient zum Nachweis der Signalexistenz,
d.h. es kann mit groBtmoglicher Sicherheit entscheiden, ob ein durch additives Rauschen
gestortes impulsformiges Nutzsignal vorhanden ist oder nicht. Dagegen besitzt das sog.
Wiener-Kolmogoroff-Filter den bestmoglichen Frequenzgang, um die Signalform eines
Analogsignals bei Vorhandensein von Rauschstorungen zu rekonstruieren.

11.1 Matched-Filter (Korrelationsfilter)

In jedem Nachrichtensystem treten additive Storungen n(¢) auf, die die Ubertragung
und Verarbeitung des informationstragenden Nutzsignals beeintrachtigen. Da es sich
hierbei meist um nichtdeterministische Storsignale (z.B. weiles Rauschen) handelt, wird
sich die Storung nicht vollstandig eliminieren lassen. Es besteht jedoch die Moglichkeit,
das verrauschte Signal durch ein Optimalfilter so zu formen, daB sich der storende Ein-
fluB des Rauschens bei der Rickgewinnung der Information nur minimal bemerkbar
macht. Der Frequenzgang des optimalen Filters hangt dabei sowohl von der spezifischen
Anwendung als auch von den Eigenschaften des Nutz— und Storsignals ab.

Als erstes Beispiel fur ein solches Optimalfilter betrachten wir die Anordnung von
Bild 11.1 mit dem sogenannten Matched-Filter. Der Nutzanteil g(¢) des Eingangssignals
r(t) sei impulsformig und dementsprechend energiebegrenzt, d.h. das Integral iiber g(¢)?
von —oo bis + oo liefert einen endlichen Wert; dieser sei E,.

80 —~ 0 Filter d(r)
@ + e Detektor d(Tp)
n(r)

<D 7,

Bild 11.1: Zur Herleitung des Matched-Filters.

Dem Empfanger - bestehend aus linearem Filter mit dem Frequenzgang H(f) und
Amplitudendetektor - ist die Form des Nutzimpulses g(f) bekannt, nicht jedoch der
Sendezeitpunkt 5. Die Aufgabe besteht nun darin, den Filterfrequenzgang H(f) = Hyr(f)
so zu bestimmen, daf3 der Impuls g(¢) trotz der unvermeidbaren Rauschstorungen n(¢)
vom nachgeschalteten Detektor moglichst sicher erkannt werden kann. Der Index "MF”
(von Matched-Filter) soll hierbei deutlich machen, daB die Ubertragungstunktion an die
Eigenschaften von Nutzsignal g(¢) und Storung n(f) angepaBt ist.

Fir das Folgende ist stets der Sendezeitpunkt tg = 0 vorausgesetzt, was keine grund-
satzliche Einschrankung fiir die hier beschriebene Filteroptimierung darstellt. 7p bezieht
sich somit immer auf den Zeitnullpunkt.
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Das Detektionssignal d(f) am Ausgang des linearen Filters ergibt sich fur das durch
stationares Rauschen gestorte Eingangssignal r(¢) = g(¢) +n(f) zu

dit) = r(t) * h(t) = \g(t) # h(t? + I;z(t) # h(t)/ . (11.1)

dg(?) dn(?)
Das oben mit "moglichst sicher erkannt” sehr vage formulierte Optimierungskriterium

wird in der Literatur meist wie folgt angegeben (Detektions—Signalstorleistungsverhdltnis):

dA(Ty) 1
0,(Tp) = sl ?) = Maximum . (11.2)
o
d
Hierbei ist dg(Tp) das Nutzsignal am Detektoreingang zu einem vorgebbaren Detek-

tionszeitpunkt 7 und adz =E[d 1%I(t)] die Varianz (Leistung) des gefilterten Rauschsignals.

Bei weiBem Eingangsrauschen n(f) mit der frequenzunabhiangigen Rauschleistungsdichte

Ny (einseitig betrachtet) betragt die Varianz des Storanteils vor dem Detektor allgemein:
+ o

I |H(H|? df . (11.3)

— 0

Fir die momentane Nutzleistung zum Betrachtungszeitpunkt gilt mit G(f) e—o g(¢):

+ 2
dy(Ty,) = I G(f) - H(f)- e o df (11.4)
Durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung (siehe z.B. [4])
b , b b
IA(x)-B(x) de | = I|A(x)|2 dx I | B(x)|? dx (11.5)
a a a

kann gezeigt werden, daB fiir jeden moglichen Filterfrequenzgang H(f) das momentane

Detektions—Signalstorleistungsverhaltnis folgendermallen begrenzt ist:
+ o

I G2 df . (11.6)

— 0

0,(Tp) = N0/2

Berechnet man g4(7Tp) aus (11.2) unter Verwendung von (11.3) und (11.4), und setzt
dabei fur den Filterfrequenzgang

Hyr(Hh = K-G7(f)-e 1o | (11.7)
so gilt in (11.6) das Gleichheitszeichen. Damit ist implizit gezeigt, daBl das durch (11.7)
definierte Matched-Filter fiir das gestellte Problem optimal ist.
Der Frequenzgang des Matched-Filters 1a8t sich folgendermafen interpretieren:
- Hyp(f) ist durch den Term G*(f) an das Spektrum des gesuchten Impulses angepaBt.
- Die Konstante K mit der Einheit Hz/V ist aus Dimensionsgrinden notwendig.
- Der Detektionszeitpunkt T, ergibt sich aus der Kausalitatsbedingung Ayp(f <0) = 0.
Es ist anzumerken, daf3 (11.7) nur bei weiBem Rauschen optimal ist (vgl. Abschnitt 11.2).
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Die Fourierricktransformation von (11.7) fithrt zur Impulsantwort

hypt) = K-g(Tp-1) , (11.8)
woraus mit (11.1) der Nutzanteil am Filterausgang berechnet werden kann:
dy(t) = g(0)* (K-g(Tp-1)) = K-t -Tp) . (11.9)

Hierbei ist gug(t) = g(t) = g(-t) die Energie-AKF des Eingangsimpulses. Gegeniiber der
Definition gemaB (9.6), die nur fir zeitlich unbegrenzte Signale gilt, wird hier auf die
Division durch die MeBdauer Ty und den Grenziibergang Ty;— o verzichtet.

| ey

8(®) hmr() ds(?)

i% 8o/2

(@ T TD f—> (b) Iy (c) Tp PR

Bild 11.2: Exponentiell abfallender Eingangsimpuls (a) sowie Impulsantwort (b)
und Ausgangssignal (¢) des Matched-Filters (K= 1/(gy-T), Tp=3"T).

Bild 11.2 verdeutlicht den Zusammenhang zwischen den Nutzsignalen am Ein- und
Ausgang des Matched-Filters sowie der Impulsantwort Zyp(f). Zum Zeitpunkt ¢ = Tt ist
das Nutzsignal maximal und bis auf die dimensionsbehaftete Verstarkung K identisch mit
der Energie E, des Eingangsimpulses (in Klammern: giiltig fir den Exponentialimpuls):

dy(Tp) = @) K = E,-K (= 05-g5-T/(gy-T) = 8/2) - (11.10)

Man erkennt, daB3 das Matched-Filter das gleiche Nutzsignal wie ein an den Impuls g(¢)

angepaliter Korrelator liefert. Deshalb wird dieses Filter auch als Korrelationsfilter

bezeichnet. Liegt am Empfangereingang weilles Rauschen der Rauschleistungsdichte Ny

an, so gilt mit (11.3) und (11.7) fiir die Storleistung am Ausgang des Matched-Filters:
+ 00

I |G()|? df = 0 -K*-E, (11.11)

— 0

Mk
2

2
04

Daraus folgt fur das maximale Signalstorleistungsverhdltnis am Detektor:

2-(K-E)* 2-E 2.

Qd,max (TD) = NO(' Kz'ig = Nog (= &]]%) . (11'12)
Dieser Wert ist unabhangig von der Konstanten K und vom Detektionszeitpunkt T,
naturlich nur unter der Voraussetzung, daB fir die Dimensionierung des Matched-Filters
und des Detektors der gleiche Wert von T zugrunde gelegt wurde.

Mit keinem anderen Filter 148t sich ein groBeres S/N-Verhaltnis erzielen als mit dem
Matched-Filter. Zwar gibt es Filter, die zu einem groBeren Nutzanteil dg(7Tp) fuhren und
solche mit kleineren Storungen im Ausgangssignal. Mit keinem Filter ist jedoch zum
vorgegebenen Zeitpunkt 7p ein besseres Verhaltnis von momentaner Nutzleistung zu
(gemittelter) Storleistung moglich. Dies soll das folgende Beispiel verdeutlichen.
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Beispiel: Am Eingang eines Filters (Gaulitiefpal) mit dem Frequenzgang
Hgrp() = e la’. o271 (Bandbreite Afgrp = 1/Atgrp) (11.13)

liegt ein von weilem Rauschen der (einseitigen) Rauschleistungsdichte Ny tiberlagerter
GauBimpuls der Amplitude gy und der dquivalenten Dauer Af, = T an:

g(t) = gy e ™D, (11.14)

Das Nutzsignal dg(f) am Ausgang (vgl. (11.1) und Bild 11.1) ist ebenfalls gauBformig,
wobei die aquivalente Impulsdauer, definiert als flachengleiches Rechteck tber dg(¢),

Aty = JT?+ Atk (11.15)

betragt. Der Maximalwert des Ausgangsimpulses tritt zum Zeitpunkt T, auf, wobei gilt:
T

do(T) = gy —— .
SYDS 20 T2+ A2,

Je breitbandiger das Filter (d.h. je groBer die dquivalente Bandbreite 1/At¢gTp) ist, um
so groBer ist die Nutzsignalamplitude zum Detektionszeitpunkt 7. Gleichzeitig wachst
mit der Filterbandbreite 1/Atgrp jedoch auch die Varianz des Storanteils im Filteraus-
gangssignal an, die folgenden Wert ergibt:

(11.16)

+
N, N,
2 _ H 2 = "0
747 I S A N W

—

(11.17)

Bildet man entsprechend (11.2) das momentane Detektions-Signalstorleistungsverhalt-
nis, so erhalt man mit der Energie E, = gg-T/\/i des GauBschen Eingangsimpulses g(¢):

2-E,  2-Atgrp/T '
N, 1+ (Atgrp/T)?

0q(Tp) = (11.18)
Dieses Verhaltnis ist in Bild 11.3 - geeignet normiert — in Abhangigkeit des Quotienten
Atgrp/T dargestellt. Es ist zu erkennen, daB3 g (Tp) fir Atgrp/T = 1 maximal ist. Fur
Atgrp < T steigt die Storleistung stark an (vgl. (11.17)), fir zu groBe Werte von Afgrp
ergibt sich entsprechend (11.16) gegeniber dem Optimum ein zu kleiner Nutzabtastwert.

04(Tp) &
2E,/Ny
1 o - - - - - - -

> AtGTP/T

1 2 3

Bild 11.3: Normiertes Detektions-Signalstorleistungsverhaltnis am Ausgang eines
GauBtiefpasses in Abhangigkeit des Quotienten Atgrp/T .
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Ein Vergleich der Gleichungen (11.13) und (11.14) mit (11.7) macht deutlich, daB das
betrachtete Filter fir Afgrp=T genau dem an den Eingangsimpuls g(¢) angepaliten
Matched-Filter entspricht:

Hyp(f) = e ™D g 22Ty | (11.19)
Q
1 2 2
hyp(0) = ?-e‘”("TD) /T, (11.20)

Fir den Sonderfall Atgrp = T — und nur fur diesen - stimmen somit die Ergebnisse von
(11.10) und (11.16), (11.11) und (11.17) sowie (11.12) und (11.18) iiberein. Die Vermin-
derung von g4(Tp) bei Nichtanpassung (Atgrp = T) kann Bild 11.3 entnommen werden.

Wie aus (11.19) hervorgeht, bewertet das angepaBte Filter diejenigen Spektralanteile
besonders gut, die im Nutzsignal vorwiegend enthalten sind. Dagegen werden solche
Frequenzen, die hauptsachlich mit Storungen belegt sind, stark unterdrickt.

In Bild 11.4 sind das Ein— und Ausgangssignal des Matched-Filters fiir dieses Beispiel
dargestellt. Durch die Festlegung K= 1/(gy- T) ist die Amplitude des Ausgangsimpulses
zum Detektionszeitpunkt T um den Faktor v2 kleiner als die des Eingangsimpulses. Es
ist aber auch deutlich zu erkennen, daf3 die Storungen im Ausgangssignal im Gegensatz
zum weiBlen Eingangsrauschen niederfrequent sind, und daB3 die Storleistung durch das
Matched-Filter merklich vermindert wird.

Da der GauBlimpuls bis ins Unendliche reicht, ist eine kausale Impulsantwort (d.h.
hmr(f) = 0 fir £ < 0) theoretisch nur fir den Grenzfall Tp—c moglich. Wahlt man
jedoch — wie fir Bild 11.4(b) vorausgesetzt — den Detektionszeitpunkt 7 hinreichend
groB, so erscheint die Impulsantwort innerhalb der Zeichengenauigkeit als kausal.

T Nutzanteil g(¢)
r(t)

——
-
S
——
———

——

o TIHR
T

d(r)

(b)

[ —»

Bild 11.4: Eingangssignal (a) und Ausgangssignal (b) des Matched-Filters gemal
(11.19) bei einem gauBformigen Impuls und weiBem Rauschen.
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11.2 Matched-Filter bei farbigen Storungen

Bei der Herleitung des Matched-Filters fur beliebige Storungen bertcksichtigt man,
daB jedes farbige Rauschsignal n(f) - zumindest gedanklich - aus einer weilen Rausch-
quelle mit der Rauschleistungsdichte Ny und einem Formfilter Hn(f) hervorgeht, so daB3
fir sein Leistungsdichtespektrum auch geschrieben werden kann (vgl. Bild 11.5(a)):

N,
OERRENGIER (1.21)

Hinsichtlich der Storungen am Ausgang des Matched-Filters andert sich nichts, wenn das
Formfilter Hn(f) auf die rechte Seite der Additionsstelle verlagert wird. Um ein auch
beziiglich des Nutzsignals aquivalentes Modell zu erhalten, mul3 dieses Formfilter im
Nutzsignalzweig jedoch durch das inverse Filter Hn(f)"' kompensiert werden. Besitzt
H\(f) keine Nullstelle, sind die beiden Anordnungen von Bild 11.5(a) und (b) identisch.
Das maximale S/N-Verhaltnis ergibt sich nach Abschnitt 11.1, wenn das Produkt
HN(f) - Hue(f) an den Impuls g, (¢) angepaBt ist. Da in Bild 11.5(b) ebenso wie in Bild 11.1
an der Additionsstelle weiles Rauschen n,(f) anliegt, kann man somit wieder (11.7)
anwenden, und man erhalt fur den Gesamtfrequenzgang nach der Additionsstelle:

G
- H, K- “12nfly 11.22
H\(f) - Hyp(f) = HN 0 € ( )
Daraus folgt fir das Matched-Filter bei farbigen Storungen allgemein:
Hye: () = K- G — el (11.23)
FEN)
Das maximale Detektlons—Slgnalstérleistungsverh'eiltnis vor dem Detektor ist somit
+
1 16(H1*
Tp) = - 1G,(OI1*df = 11.24
Cams 1) = 375+ | 16O & = [ o V- (11.24)

Der Sonderfall ®,(f) = Ny/2 fithrt auch hier wieder zum Ergebnis (11.12).

(a) @ 80) ) 0 Hwr(f) 40 Detektor
n(t)

H\(f) T d
1y(1)

QRN
Genaed ¥ w1 U™ O iy O ) [ petektor

0]

(b) W-R-ND I,

Bild 11.5: Zur Herleitung des Matched-Filters bei farbigen Storungen unter Verwen-

dung eines Formfilters unterhalb (a) bzw. rechts (b) von der Rauschaddition.
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11.3 Wiener-Kolmogoroff-Filter

Als weiteres Beispiel zur Optimalfilterung betrachten wir nun die Aufgabenstellung,
die Form eines - in den meisten Fallen analogen und leistungsbegrenzten — Nutzsignals
s(¢) aus dem durch additives Rauschen gestorten Empfangssignal (f) "moglichst gut” zu
rekonstruieren. Bild 11.6 zeigt die entsprechende Anordnung.

s(0) ~ ) Filter
@ i Hwef) | © 4

n(t)
<=

Bild 11.6: Prinzipschaltbild zur Herleitung des Wiener-Kolmogoroff-Filters.

Im Gegensatz zum Modell von Bild 11.1 sei hier das Nutzsignal s(¢) nicht determiniert,
sondern das Ergebnis eines Zufallsprozesses, von dem nur die statistischen Eigenschaften
in Form seines Leistungsdichtespektrums ®(f) bekannt sind. Weiterhin wird hier voraus-
gesetzt, daB s(¢f) mittelwertfrei und kausal (d.h. s(¢) = 0 fiir ¢ < 0) sei. Das bedeutet:

TM
1
lim —— I s(t) dt = 0, (11.25)
TM—>oo TM
0
TM
lim TL | s(£* d > 0 (d.h.: die Energie ist unendlich groB). (11.26)
TM—>oo M

o

Das Ausgangssignal d(f) des gesuchten Filters Hwg(f) soll sich vom Nutzsignal s(f) im
Sinne des mittleren quadratischen Fehlers (MQF) moglichst wenig unterscheiden. Somit
lautet hier die Optimierungsbedingung (T bezeichnet wiederum die MeBdauer):

TM
— 1 o
e2 = lim T I |d(t) - s(f)|?> df = Minimum . (11.27)

Kolmogoroff und Wiener haben dieses Optimierungsproblem nahezu zur gleichen Zeit
unabhingig voneinander gelost. Die Ubertragungsfunktion des optimalen Filters kann
uber die Wiener—-Hopfsche Integralgleichung ermittelt werden. Begniigt man sich mit der
nichtkausalen Losung, so erhalt man:

&0 + 0, . (11.28)
@ () + D () + D, () + D)

Der Index "WF™ steht fiir Wiener-Filter und 1aBt leider die Verdienste von Kolmogoroftf
bei der Filteroptimierung nicht erkennen. Auf die exakte, mathematische Ableitung der

HWF(f) =

Gleichung wird hier verzichtet, vielmehr soll im folgenden das Ergebnis (11.28) nur
kommentiert und an Beispielen verdeutlicht werden.
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In (11.28) geben dy(f) und P, (f) die Leistungsdichtespektren von Nutz- und Storsignal
bzw. der jeweils zugrundeliegenden Zufallsprozesse an. Dagegen bezeichnen ®g,(f) und
d,,(f) die Kreuzleistungsdichtespektren zwischen diesen (vgl. Abschnitte 9.4 und 10.1).

Sind Nutz- und Storsignal unkorreliert, was bei vielen Anwendungen zutrifft, so gilt
fir die Kreuzleistungsdichtespektren dy,(f) = ®,5(f) = 0, und (11.28) vereinfacht sich zu

-2 _ 1
Hyr(f) = TR (11.29)
Das Wiener-Kolmogoroff-Filter wirkt somit wie ein frequenzabhangiger Teiler, wobei
das Teilerverhaltnis durch die Leistungsdichtespektren von Nutzsignal und Storung
bestimmt wird. Der "Durchlabereich” liegt vorwiegend bei den Frequenzen, bei denen
das Nutzsignal sehr viel groBere Anteile besitzt als die Storung (Dy(f) > D, (f)).
Fir den durch (11.27) definierten mittleren quadratischen Fehler zwischen dem Aus-
gangssignal d(¢) und dem zu approximierenden Eingangssignal s(f) erhilt man unter der
Voraussetzung, daB3 s(¢) und n(¢) unkorreliert sind, mit Hwg(f) entsprechend (11.29):

7_+oo (I)S(f)-(l)n(f) _+oo |
£2 = I Y EX Y df = I Hy (D - ®,() df . (11.30)

Die Ableitung dieses Ergebnisses ist durchaus nicht trivial und z.B. in [6] zu finden.

Zur Verdeutlichung der Filtervorschrift (11.29) betrachten wir zunachst als Grenzfall
einen periodischen ProzeB. Das heiit, das Leistungsdichtespektrum dy(f) des Nutzsignals
sei eine Summe diskreter Frequenzanteile (Diracfunktionen). Bei weilem Rauschen
(P (f) = Ny/2) ergibt sich somit fiir das Wiener—-Kolmogoroff-Filter ein Frequenzgang,
der nur bei den Nutzsignalfrequenzen durchlassig ist. Bei allen anderen Frequenzen, die
voraussetzungsgemal nur Storanteile beinhalten konnen, ist sinnvollerweise Hwg(f) = 0.

Das nachfolgende Beispiel soll den Frequenzgang Hwr(f) des Wiener—-Kolmogoroff-
Filters bei kontinuierlichem Leistungsdichtespektrum d(f) veranschaulichen.

Beispiel: Das Signal s(¢) sei ein redundanzfreies binares bipolares Rechtecksignal. Nach
den Angaben zur Vorbereitungsfrage V9.3 lautet somit sein Leistungsdichtespektrum mit
der Energie E, = g(% -T eines einzelnen Rechteckimpulses (vgl. Bild 11.7(a)):

(f) = E, - si(#fT) . (11.31)

Dieses Rechtecksignal werde von weilem Rauschen n(f) mit der Rauschleistungsdichte
D, (f) = Ny/2 iberlagert. Setzt man (11.31) in (11.29) ein, so erhalt man fir den Frequenz-
gang des Wiener-Kolmogoroff-Filters:

1
Hye) = ——575— - (11.32)

1+ E si%(fT)

Aus dieser Gleichung geht hervor, dal der Frequenzverlauf Hwp(f) des optimalen Filters
auch vom Quotienten E,/Nj abhangt. Im Grenzfall E;/Ny — o d.h. bei vernachlissigbar
kleinen Storungen, ergibt sich sinnvollerweise Hwr(f) = 1.
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| b
@ (f) Hwg(f)
(a) (b)
{ Y ! ! Y f
~3/T -2/T -1/T 1T 2/T 3/T ~3/T -2/T -1/T 1T 2/T 3/T
f — f —

Bild 11.7: Leistungsdichtespektrum d(f) eines stochastischen Binarsignals (a) und
Frequenzgang des dazugehorigen Wiener-Kolmogoroff-Filters (b).

Bild 11.7(b) zeigt Hwg(f) fir den Fall, daB die Energie E, eines Rechteckimpulses um
den Faktor 5 groBer ist als die Rauschleistungsdichte Ny. Bei Vieltachen der Symbol-
folgefrequenz 1/T, bei denen das stochastische Rechtecksignal s(?) keine Spektralanteile
besitzt, ist der Frequenzgang Hwg(f) ebenfalls Null. Je mehr Nutzsignalanteile bei einer
bestimmten Frequenz vorhanden sind, desto durchlassiger ist bei dieser Frequenz auch
das Wiener-Kolmogoroff-Filter.

Bild 11.8 zeigt die Signale am Ein— und Ausgang dieses Filters. Man erkennt, daf} das
Wiener-Kolmogoroff-Filter das gesuchte Nutzsignal s(?) trotz der vorhandenen Rausch-
storungen relativ gut rekonstruieren kann. Im Signal d(¢) fehlen vorwiegend die hoher-
frequenten Signalanteile (Kanten), die zugunsten einer besseren Storunterdriickung bei

diesen Frequenzen ausgefiltert werden. Der mittlere quadratische Fehler gemaf3 (11.27)
bzw. (11.30) ergibt sich in diesem Beispiel zu ¢? =0.11 (normiert).

T

r(t)

3V A I Af\AM J [\A AA s(t
= I e
N TR LA G

WUV I

b 43V s(f)

OB / \\ /J. /\ t/T—>

(2)

(b) -3V

Bild 11.8: Signale am Eingang (a) und am Ausgang (b) des Wiener-Kolmogoroff-
Filters mit dem Frequenzgang entsprechend Bild 11.7(b).
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11.4 Vorbereitungsfragen

V11.1: Wir betrachten das System entsprechend Bild 11.1 mit einem rechteckformigen,
um ¢ = ( symmetrischen Eingangsimpuls g(¢) der Amplitude gy und der Dauer T. Die
Storung sei weilles Rauschen mit der (einseitigen) Rauschleistungsdichte Nj.

a) Geben Sie den Frequenzgang und die Impulsantwort des akausalen Matched-Filters
fir den Detektionszeitpunkt Tp = 0 an. Wahlen Sie die Konstante K derart, daf bei
der Frequenz f = 0 gilt: Hyp(0) = 1.

b) Welches Detektions-Signalstorleistungsverhiltnis 148t sich mit dieser Konfiguration
erzielen? Welchen Verlauf hat hier das Nutzsignal ds(f) und wie groB ist die Varianz 03
des Rauschanteils im Ausgangssignal?

¢) Welche Anderungen ergeben sich gegeniiber Punkt a) unter der Voraussetzung, daB
das Matched-Filter kausal sein soll? Wie gro8 ist der kleinstmogliche Wert von Tp?
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d) Geben Sie eine Realisierungsmoglichkeit des kausalen Matched-Filters fur die vor-
gegebene Konfiguration an.

e) Der Eingangsimpuls sei weiter symmetrisch rechteckformig: g(¢) = go fur |¢| <T/2.
Das Filter sei nun durch folgende Impulsantwort gegeben: A(r) = 1/(27T) fir 0 <¢ <2T.
Skizzieren Sie den Ausgangsimpuls fir diese Konfiguration. Welche Bedingung muf3
hier der optimale Detektionszeitpunkt 7T erfillen?

80

ds(t) i

f)  Wie groB ist die Leistung (Varianz) 03 des Rauschanteils dn(¢) am Filterausgang und
das resultierende Detektions—Signalstorleistungsverhaltnis?

g) Zeichnen Sie in die Skizze zu Punkt e) bei ansonsten gleichen Voraussetzungen auch
den Ausgangsimpuls fiir ein zu schmalbandiges Filter ein: A(t) = 2/T fur 0 <t < T/2.
Welche Bedingung muf} nun der optimale Detektionszeitpunkt 7 erfiillen?

h) Berechnen Sie fiir diese Konfiguration das Detektions-Signalstorleistungsverhaltnis?
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V11.2: Nunsoll der Einflu} von farbigen Storungen untersucht werden. Dazu betrachten
wir beispielhaft das folgende Storleistungsdichtespektrum:

N2
®D = T

Dieser Funktionsverlauf ist in nachfolgender Skizze dargestellt. Bei der Frequenz fj ist
D, (f) gegeniber dem Wert bei f = 0 nur halb so groB.

(I)n(f) A

(11.33)

-5 f

Der Nutzimpuls sei gauBformig und habe die aquivalente Dauer T: g(f) = g e /1),

a) Geben Sie das Detektions-Signalstorleistungsverhaltnis ¢,y gemdB Gl. (11.18) an,
wenn n(f) weilles Rauschen mit der (zweiseitigen) Rauschleistungsdichte Ny/2 ware.

b) Zeigen Sie, daB die Storung gemaf (11.33) mit einem Formfilterfrequenzgang

1
O =T T,

modelliert werden kann. Geben Sie eine Realisierungsmoglichkeit dieses Filters an.

(11.34)

¢) Welchen Verlauf hat der Frequenzgang Hyr(f) des an den GauBimpuls und die farbige
Storung angepaBten Matched-Filters (Tp = 0)? Interpretieren Sie diese Funktion.
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d) Geben Sie das Detektions-Signalstorleistungsverhaltnis ¢, allgemein an.

e)

f)

g)

Berechnen Sie ¢, unter Verwendung der in a) berechneten GroBe ¢, wg.
Hinweis: Es gilt
+ o

2
I %-e#ﬂ dx=1. (11.35)

— 0

Dieses Integral ergibt sich z.B. aus der Tatsache, dal der quadratische Mittelwert
einer gauBverteilten ZufallsgroBe mit Mittelwert 0 und Streuung 1 ebenfalls 1 ist.

Wie groB mull die KenngroBe fj sein, damit das Detektions-Signalstorleistungsver-
haltnis 0; bei der vorliegenden Storung doppelt so grof ist als bei weiBem Rauschen?

Interpretieren Sie dieses Ergebnis.

Die Gleichungen von Kapitel 11.2 fithren nur dann zu einem sinnvollen, physikalisch
interpretierbaren Ergebnis, wenn das Nutzspektrum G(f) asymptotisch schneller als
das Storleistungsdichtespektrum @, (f) abklingt. Zeigen Sie diesen Sachverhalt an-
hand des vorgegebenen @, (f) und eines Rechteckimpulses, d.h. G(f) = gy T si(zfT).
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V11.3: Das Leistungsdichtespektrum eines stochastischen Signals s(¢) lautet:

o
o) = — 9 - .
’ L+ (f/fy)
Dieses hat somit den gleichen Verlauf wie das Stor-LLDS ®,(f) von V11.2 (siehe Skizze).

Dem Nutzsignal s(f) ist Rauschen n(f) mit der Rauschleistungsdichte ®,(f) = Ny/2
uberlagert. Verwenden Sie bei den nachfolgenden Aufgaben zur Abkirzung K = 2dgy/N,.

(11.36)

a) Berechnen Sie die Leistung Pg des Nutzsignals in Abhangigkeit von ®; und f.

b) Bestimmen Sie den Frequenzgang Hwr(f) des dazugehorigen Wiener—Filters. Welche
Eigenschaft weist dieses auf?

¢) Skizzieren Sie Hwg(f) fiir fj = 1 kHzund K= 3 bzw. 10 in nachfolgendes Diagramm.
Zum Vergleich ist bereits das normierte LDS des Nutzsignals eingetragen. Begrinden
Sie, warum mit zunehmendem K das Wiener—Filter immer breitbandiger wird.

f=0 f:f() f:2f0 f:3f()

Hyr(f)
fir K=3

Hyr(f)
fiir K=10
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B K=3
o K=10

i " i i »> f in kHz

d) Berechnen Sie den mittleren quadratischen Fehler in Abhangigkeit der Nutzleisung
Pg (berechnet unter a) und des Faktors K = 2®y/N,. Interpretieren Sie das Ergebnis.

e) Welcher Wert ergibt sich fiir den MQF e_[2 mit K= 3? Wie groB3 mull K gewahlt wer-
den, damit der mittlere quadratische Fehler nur 10% der Nutzleistung ausmacht?
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11.5 Versuchsdurchfithrung

Benutzen Sie zur Losung der nachfolgenden Aufgaben das Programm 7ofi”. In diesem
Programm sind alle Signalwerte dimensionslos zu verstehen; die Zeit ist jeweils auf T
normiert. Die MF-Konstante ist mit K = 1/T berucksichtigt.

D11.1: Zunichst soll das Matched-Filter bei rechteckformigem Eingangsimpuls (Dauer
T, Amplitude gp) untersucht werden. Die Storung n(f) am Filtereingang ist aufgrund der
zeitdiskreten Signaldarstellung im Programm “ofi” eigentlich bandbegrenzt (B,, = 100/T).

Entsprechend den Ausfuhrungen in Kapitel 9 ist dies eine Naherung fur echt weiles

Rauschen mit der Rauschleistungsdichte Ny = 0/B, .

a) Ermitteln Sie das Detektions-Signalstorleistungsverhaltnis ¢, .. am Ausgang des
Matched-Filters und vergleichen Sie dieses Ergebnis mit dem theoretischen Wert
(vgl. V11.1). Wahlen Sie hierzu stets die Eingabeparameter gy = 1 und Az, =T. Die
normierte Rauschleistungsdichte habe die Werte No/T = 107* ... 1071

Wie groB sind in diesen Fallen die Rauscheffektivwerte 0, und 0y des Eingangs-
und des Ausgangssignals sowie der Storabstand? Welcher Zusammenhang besteht
zwischen o, und 047 Versuchen Sie auch jeweils, den Nutzimpuls g(¢) im verrauschten
Eingangssignal r(¢) zu erkennen.

10-18 04max | 10-18 04 max 7, o,
(berechnet) (simuliert)

N,/T = 107

N,/T = 1073

N,/T = 1072

N,/T = 107

b) Wie groB diirfen die normierte Leistungsdichte Nyo/T und der Effektivwert o,, des
Eingangsrauschens maximal sein, damit der Detektions-Storabstand 10-1g0, .,

mindestens 20 dB betrigt? Uberpriifen Sie Thr Ergebnis mit dem Programm “ofi”.
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c)

d)

f)

Betrachten Sie nun bei konstanter Rauschleistungsdichte Ny/T= 0.02 unterschied-
liche Eingangsimpulse und ermitteln Sie jeweils den Nutzabtastwert ds(Tp,opt), den
Effektivwert 0; des Rauschanteils im Ausgangssignal d(¢) sowie den resultierenden
Detektions-Storabstand 10-1go,, ... Wahlen Sie dabei einen

- Rechteckimpuls mit der Dauer Af, =T wie unter Punkt b),

— GauBimpuls mit der (aquivalenten) Dauer A, = 0.4-T,

- Exponentialimpuls mit der (aquivalenten) Dauer Af, =0.25- T gemalB Bild 11.2.
Die Impulsamplitude sei jeweils gy = 1 und das Filter optimal an den Eingangsimpuls
g(¢) angepalBt. Versuchen Sie auch hier, den Nutzimpuls g(¢) im verrauschten Ein-
gangssignal 7(¢) zu erkennen.

dy(Tp) o, 10-1g 04 max

Rechteckimpuls

GauBimpuls

Exponentialimp.

Interpretieren Sie die unterschiedlichen Werte fiir den Nutzabtastwert ds(Tp opt)-

Interpretieren Sie die unterschiedlichen Werte fiir den Storeffektivwert o4.

Interpretieren Sie abschlieBend die unterschiedlichen Werte fir den Detektions-
Storabstand 10-1g0,; .-
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D11.2: Im folgenden gelte Ny/T= 0.01. Der Eingangsimpuls sei exponentiell abfallend
(Mentipunkt 3):g(f) = go- exp(-t/At,). Hierbei gibt Az, gleichzeitig die dquivalente Impuls-
dauer als auch die Zeitkonstante des Flankenabfalls an. Wahlen Sie zunachst entspre-
chend der Voreinstellung: Az, = 0.25-T.

a) Bestimmen Sie die Impulsamplitude derart, daB der Storabstand am Ausgang des
Matched-Filters 20 dB betragt (d.h. 9, = 100).

b) Uberpriifen Sie Thr Ergebnis mit dem Programm “ofi” und tragen Sie das Ergebnis in
die erste Zeile der nachfolgenden Tabelle ein.

Matched-Filter dS(TD)

fiir Ya 10-1g 04 max

Exponentialimp.

Rechteckimpuls

GauBimpuls

c) Der Eingangsimpuls sei weiterhin exponentiell abfallend mit Af,=0.25-7. Wahlen
Sie nun die beiden anderen vorgegebenen Matched-Filter, die an einen
- Rechteckimpuls (Dauer At =T)
— GauBimpuls (Dauer Af,= 0.4-T)

angepalt sind. Tragen Sie Ihre Ergebnisse in obige Tabelle ein. Interpretation.

d) Wahlen Sie wieder das an einen Exponentialimpuls mit Az,/T= 0.25 angepalBte Filter
(Meniipunkt 3). Wie andert sich das Ergebnis, wenn der Eingangsimpuls zwar auch
exponentiell abfillt, aber die Zeitkonstante kleiner ist als die des Filters: At,/T=0.1.
Tragen Sie Ihre Ergebnisse in die erste Zeile der nachfolgenden Tabelle ein und inter-
pretieren Sie diese.
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exponentiell
fallender Impuls

dg(Tp)

10-1g 0 d.max

Ar/T = 0.10

At /T = 0.25

Ar/T = 0.40

e) Wiederholen Sie den Versuch d) mit der Zeitkonstanten Az,/T= 0.4. Tragen Sie Thre

Ergebnisse in die letzte Zeile obiger Tabelle ein. Ist es ein Widerspruch gegentiber der

Theorie, daB der langsamer abfallende Impuls (A%, /T = 0.4) zu einem etwas groBeren
Signalrauschabstand fiihrt als der schneller abfallende (A#/T= 0.25), obwohl das
Matched-Filter auf letzteren angepalt ist? Begrunden Sie Thre Antwort.

iiberlagert ist (alle Werte sind normiert zu verstehen). Es gilt hier: Ny/T = 0%/32.

D11.3: Betrachten Sie nun ein zufilliges bindres Rechtecksignal s(¢) mit der Amplitude 1
und der Bitdauer 7= 1 ms, das von weilem Rauschen 7n(f) mit dem Storeffektivwert o,

Als Empfangsfilter wird ein Wiener—Filter mit dem Frequenzgang Hwg(f) verwendet,

Wie grof3 sind Hwr(0) und der mittlere quadratische Fehler (MQF)?

das an das Empfangssignal r(¢f) = s(f) +n(¢) im Sinne des mittleren quadratischen Fehlers
(MQF) entsprechend (11.27) bestmoglich angepaBt ist.
a) Zunachstsei o, = 1.Interpretieren Sie die dargestellten Zeit- und Frequenzverlaufe.

Matched-Filter

fir Binarsignal Hye(0) e Bemerkungen
o,=1
o, =05
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b)

d)

Welche Anderungen ergeben sich gegeniiber a) mit o, = 0.5 bzw. 0, = 2? Tragen Sie
Thre Simulationsergebnisse in die Tabelle zu a) ein und interpretieren Sie diese.

Nun soll gezeigt werden, dall das Wiener-Filter tatsachlich zum minimalen mittleren
quadratischen Fehler fuhrt. Betrachten Sie dazu weiterhin das zufillige Binarsignal
und 0, = 1. Verwenden Sie als Vergleichsfilter ein Filter erster Ordnung, das durch
drei Parameter beschrieben wird, namlich durch

- die aquivalente Bandbreite Af,
- die Mittenfrequenz fy sowie
- den Maximalwert H(fy) = Hp.

Versuchen Sie, durch optimale Wahl dieser KenngroBen den mittleren quadratischen
Fehler moglichst klein zu machen. Gehen Sie dabei von den Voreinstellungen aus.

Wiener-Filter: 2=
Filter 1. Ordnung: ~ ¢2= ..................
A = o M = e, Hy=.......

Fiithren Sie nun einen zweiten Vergleich mit einem GauBfilter durch (o, = 1). Dieses
wird durch die gleichen drei Parameter beschrieben wie das Filter erster Ordnung.
Versuchen Sie wiederum, durch optimale Wahl dieser KenngroBen den mittleren
quadratischen Fehler moglichst klein zu machen.

Wiener-Filter: s S

Gaulfilter: E2= i
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D11.4: Im letzten Versuch zu diesem Kapitel wird das Wiener-Filter fur bandpaBartige
Signale behandelt. Betrachten Sie zunachst ein Cosinussignal der Frequenz fy = 1 kHz.

a) Uberlegen Sie sich anhand von (11.29), welche (theoretische) Form hier das Wiener—
Filter hat? Welcher Wert ergibt sich damit fur den MQF unabhangig von ¢,,?

b) Uberpriifen Sie Thr Ergebnis anhand des Programms? Wie groB ist MQF fiir o, = 0.5
bzw. 0, = 2?7 Worauf konnte der Unterschied zur Theorie zuriickzufihren sein?

o,=05:  Hypfy) = oo el =
o, =2: Hypw(fp) = oo el =

¢) Wabhlen Sie nun das ”Analogsignal”, fiir dessen Leistungsdichtespektrum gilt:

Ry 2
o () = &, (exp(- n%) + exp(-n%)) . (11.37)

Setzen Sie die beiden Parameter des Nutzsignals auf fyy = 3 kHz und Af;, = 1kHz.
Die (normierte) Streuung des weilen Rauschens sei o, = 0.5. Wie grof ist der MQF?

d) Verwendet man anstelle des Wiener-Filters einen anderen symmetrischen Bandpal3
(z.B. das Cosinus—Rolloff-Filter), so muB sich fiir MQF ein groBerer Wert ergeben.
Versuchen Sie, mit diesem Vergleichsfilter den mittleren quadratischen Fehler
moglichst klein zu machen (r bezeichnet den Rolloff-Faktor).

Vergleichsfilter:  Cosinus-Rolloff-Filter g_[2
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11.6 Ubungsaufgabe

U11.1: In der Ubungsaufgabe zu diesem Kapitel wird auf eine typische Aufgabenstellung
bei der Simulation des Matched-Filters eingegangen. Nach (11.1) kann das Filteraus-
gangssignals d(f) mittels der Faltungsoperation aus 7(f) und A(¢) berechnet werden. Das

Eingangssignal sei unverrauscht, so daB 7(¢) = g(¢) gilt. Dann erhalt man:
+ o

dt) = glt) = h(t) = I g(r) -h(t-1) dr . (11.38)
Im folgenden werden nun die Signale g(¢), #(¢) und d(¢) zeitdiskret durch ihre Abtastwerte
gv, hy und dy beschrieben. Die Werte gy und 4, seien dabei jeweils Null fur v < 0 und
v > N. Die Stutzwerte des Ausgangsimpulses erstrecken sich somit auf den Bereich von
0 ... 2N, wobei entsprechend der diskreten Faltung gilt:
iend ianf = 0,iend = v fur 0 <sv=< N,

d = ho. it 11.39
v Z gy mi ianf = v-N,iend = N fur N <v < 2N . ( )

i =ianf
Schreiben Sie ein Unterprogramm “ofifal(g, h, d)”, das fur einen durch das Feld 7g[ |”
festgelegten Eingangsimpuls die Impulsantwort “2[ |” des Matched-Filters sowie den
Ausgangsimpuls “d[ |” berechnet. Die Felder "g[ |” und "a[ |” gehen von 0 bis N = 100,
das Feld”d[ ]” von 0 bis 2-N. Die Berechnung der Impulsantwort kann z.B. nach (11.8)
erfolgen, wobei der Zeitdauer Ty, gleich 100 Abtastwerte entsprechen. Die Abtastwerte
des Ausgangsimpulses erhalt man mit (11.39).

C: void ofifal(g,h,d) F77: subroutine ofifal(g,h,d)
float g[ 1,h[ 1.,d[ 1; real g(0:100) ,h(0:100),d(0:200)

Zum Ubersetzen und Binden verwenden Sie die Prozedur “mkofi” fiir die C—Version bzw.
"mkofi —f” fur das FORTRAN-Unterprogramm. Testen Sie anschlieBend Thr Programm
mit dem Menipunkt 4 und vergleichen Sie das Ergebnis mit dem in "ofi” realisierten
Unterprogramm (Meniipunkt 3). Verwenden Sie jeweils den Exponentialimpuls sowie die
voreingestellten Parameter.
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12 Pulscodemodulation

Inhalt: Die letzten funf Kapitel dieses Praktikums behandeln einige Aspekte der Digital-
signaliibertragung. Einfithrend betrachten wir mit der Pulscodemodulation (PCM) ein
sehr grundlegendes und bereits seit langem etabliertes digitales Ubertragungsverfahren.
Nach einer Systembeschreibung anhand von Blockschaltbild und Signalverlaufen wird ins-
besondere auf Abtastung und Signalrekonstruktion etwas ausfihrlicher eingegangen.

12.1 Einige Eigenschaften der Digitalsignaliibertragung

Die bis Mitte der 80er Jahre dominierenden analogen Nachrichtensysteme werden
mehr und mehr durch Digitalsysteme ersetzt. Alle in den letzten Jahren entstandenen
Telekommunikationssysteme sind digital. Dafir gibt es mehrere Griinde:

® Durch die einheitliche Digitalubertragung von Sprach-, Bild- und Datensignalen
kann ein sehr leistungsfahiges und flexibles Netz aufgebaut werden, das eine Reihe
verschiedener Telekommunikationsdienste zur Verfugung stellt. Solche Digital-
systeme sind z.B. ISDN (Integrated Services Digital Network), GSM (Global System for
Mobile Communication) und DECT (Digital European Cordless Telephone).

e Die Ubertragung eines Datensignals bietet sich in digitaler Form an, da dieses selbst
ein Digitalsignal ist. Dagegen muS fiir die digitale Ubertragung eines Analogsignals —
z.B. Sprache - dieses vorher “digitalisiert” werden, z.B. mittels der Pulscodemodu-
lation mit den Verarbeitungsschritten Abtastung, Quantisierung und Codierung.

e Beidigitaler Ubertragung kann der storende EinfluB von statistischen Stérungen (z.B.
dem unvermeidbaren thermischen Rauschen) vollstandig eliminiert werden, solange
diese Storung eine gewisse Schwelle nicht tiberschreitet. Deshalb ist im allgemeinen
eine bessere Ubertragungsqualitit als bei Analogsystemen zu erzielen.

e Bei Digitalsignalibertragung konnen - eventuell zusatzlich zum Frequenzmultiplex
(FDMA) - auch die Vorteile anderer Vielfachzugriffsverfahren wie z.B. Zeitmultiplex
(TDMA), Codemultiplex (CDMA) und Raummultiplex (SDMA) genutzt werden.

e Fir Digitalsignalibertragung sind einfache und sehr effiziente Datensicherungs— und
—verschlisselungsmechanismen bekannt. Durch die Anwendung von Quellen— und
Kanalcodierverfahren und geeignete Decodieralgorithmen beim Empfanger 1aBt sich
die Ubertragungsqualitit zusitzlich steigern.

e Jedes Digitalsignal ist in gewissen Grenzen regenerierbar. Das bedeutet: Bei sehr
langen Ubertragungswegen (Weitverkehrssysteme) konnen in festen Abstinden
Regenerativverstarker eingesetzt werden, die quasi wie eine Kombination aus Digital-
empfanger fur den letzten Abschnitt und Sendeeinrichtung fiir den nachsten Abschnitt
wirken. Damit lassen sich — bei gleicher Ubertragungsqualitit — deutlich groBere
Entfernungen als mit Analogsystemen uiberbrucken.

Diesen vielen Vorteilen stehen natiirlich auch einige Nachteile gegenuber. Insbesondere
bei der Ubertragung von Sprach- und Bildsignalen mittels PCM ergeben sich aufgrund
der Quantisierung irreversible Verfalschungen (vgl. Abschnitt 12.2).
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12.2 PCM-Blockschaltbild und - Signalverlaufe

Bild 12.1 zeigt das Blockschalbild eines PCM-Ubertragungssystems. In Bild 12.2 auf
der nachsten Seite sind beispielhafte Signalverlaufe dargestellt. Wie jedes Nachrichten-
Ubertragungssystem kann auch das PCM-System in die Blocke Sender (oben), Kanal
(rechts) und Empfinger (unten) eingeteilt werden.

q(t) ga(®) 4ot qc()
Quanti- PCM- .
@ G Abtastung ﬁr sierung ﬁr Codierung ﬁ » Modulation s(¢)
3 o)
) = 3\ k=
55 53 = 5. s
£E £3 = 2
23 2R 23 2%
E")'g 5 —é N 5 N n(t)
= N = e b=
5 =
L
V i V
@ Signalrekon- | PCM- | Demodul. + 0
struktion Decodierung Entscheidun
(t) NG V() g

"Digitales Kanalmodell”
Bild 12.1: Blockschaltbild eines PCM-Ubertragungssystems.

Die Nachrichtenquelle gibt das analoge Quellensignal g(¢) ab, das sowohl wert- als
auch zeitkontinuierlich ist (durchgezogener Kurvenverlauf in Bild 12.2a). Daraus entsteht
durch Abtastung das weiterhin wertkontinuierliche, nun aber zeitdiskrete Signal ga(¢)
entsprechend den Kreisen in Bild 12.2a. Die Abtastrate f4 = 1/T ist hierbei durch das
Abtasttheorem (sieche Abschnitt 12.3) vorgegeben.

Im Block Quantisierung wird jeder Abtastwert ga(v-Ta) einem von M moglichen
Quantisierungswerten zugeordnet, wobei man M als die Stufenzahl bezeichnet. Bei der
Quantisierung teilt man den gesamten Wertebereich des Signals g(¢) in M Intervalle auf
und ordnet jedem Intervall einen Reprasentanten zu, z.B. den Intervallmittelwert.

In Bild 12.2(a) ist die Zuordnung der Quantisierungswerte go(v - Ta), mit Kreuzen
markiert, zu den als Kreise dargestellten Abtastwerten ga(v - T'a) fiir die Stufenzahl M = 8
veranschaulicht. Die Intervalle sind hier alle gleich groB8 gewahlt; man spricht dann von
linearer Quantisierung. Es ist deutlich zu erkennen, daf} die Quantisierung zu nichtre-
versiblen Signalverfalschungen fuhrt. Quantitativ werden diese Verzerrungen durch das
Quantisierungs—-Signalrauschleistungsverhdltnis o erfaft, dessen Berechnung in der Vor-
bereitungsfrage V12.2 von lhnen gefordert wird. Bei linearer Quantisierung — wie fur
Bild 12.2(a) zugrundegelegt — mit der Stufenzahl M gilt: pq = M?.
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q Q(TA) qa(Ty)
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Bild 12.2: Signalverlidufe eines PCM-Ubertragungssystems mit M = 8.

Haufig wahlt man die Intervallbreite bei kleinen Amplitudenwerten kleiner als bei
groBerer Signalamplitude (nichtlineare Quantisierung). Die Signalverfalschung wird dann
tir kleine Signalwerte (leise Tone) geringer. Eine solche ungleichmafBige Quantisierung
kann z.B. durch eine nichtlineare Kennlinie (Kompandierung) mit anschlieBender linearer
Quantisierung realisiert werden. Nattrlich mufl dann beim Empfanger diese Verformung
durch eine inverse Nichtlinearitat (Expander) rickgangig gemacht werden.

Die quantisierten Abtastwerte go(v-Ta) sind wertdiskret, doch ist die Stufenzahl M
meist sehr hoch. Im Block Codierung erfolgt nun eine Zuordnung der Abtastwerte zu
Binarfolgen. Ist M eine Zweierpotenz, was fiir das Folgende meist vorausgesetzt wird, so
kann jeder Wert durch N = 1d(M) Binarsymbole (jeweils "O” oder ") dargestellt
werden. Hierbei kennzeichnet ”1d” den Logarithmus zur Basis 2 (Logarithmus dualis).

Die Dauer Tp eines Rechteckimpulses ist nun um den Faktor N kleiner als das Abtast-
intervall Th. Man bezeichnet Ty als die Bitdauer und den Kehrwert 1/Tg als die Bitrate
des Ubertragungssystems mit der Einheit "bit/s”.

Die Zuordnung der quantisierten Abtastwerte zu Binarfolgen der Lange N kann auf
verschiedene Weise erfolgen. Dem Bild 12.2b ist z.B. der sogenannte Dualcode zugrunde
gelegt. Bei diesem werden die M =2V Quantisierungsintervalle von 0 bis M-1 durch-
numeriert und jedem Intervall die Binardarstellung der Intervallnummer zugeordnet.
Der im Versuch D12.5 beschriebene Gray—Code hat demgegeniiber einige Vorteile.
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Zur Ubertragung des bipolaren (antipodischen) Binarsignals g¢(f) iiber den Kanal
konnen alle aus der digitalen Ubertragungstechnik bekannten Modulationsverfahren
verwendet werden, z.B. die Basisbandsignalibertragung (vgl. Kap. 14) oder eine digitale
Amplitudenmodulation (ASK, Amplitude Shift Keying), eine digitale Frequenzmodulation
(FSK, Frequency Shift Keying) oder eine digitale Phasenmodulation (PSK, Phase Shift
Keying). ASK, FSK und PSK werden z.B. im Versuch Digitale Modulationsverfahren des
Praktikums Simulation digitaler Ubertragungssysteme eingehend behandelt.

Das Sendesignal s(¢) ist i.a. wieder ein Analogsignal, allerdings derart geformt, daB3
einer der Signalparameter (z.B. die Amplitude, Frequenz oder Phase) nur eine endliche
Anzahl M verschiedener Werte annehmen kann. Bei der Ubertragung iiber den Kanal
- hier gekennzeichnet durch den Kanalfrequenzgang Hx(f) - treten eventuell (lineare)
Verzerrungen auf, so daBl r(¢) =s(¢) gilt. AuBerdem beinhaltet das Empfangssignal r(¢)
stets noch einen additiven Storanteil n(¢), der z.B. vom thermischen Rauschen herriihrt.

Aufgabe des Demodulators ist — wie bei den analogen Modulationsverfahren auch -
die Rucksetzung des empfangenen Signals r(¢) in das Basisband. Bei Basisbandiiber-
tragung entfillt diese Funktionseinheit. Im Gegensatz zu analoger Ubertragung folgt
jedoch beim PCM-System mit dem Entscheider (Detektor) ein weiterer Block, der das
binare Empfangssignal vc(¢) liefert.

Sind die Verzerrungen und Storungen auf dem Ubertragungskanal hinreichend klein,
so ist ve(f) = qc(f). Starkere Signalverformungen auf dem Kanal fithren dagegen zu
Bitfehlern. Ein solcher liegt vor, wenn v(v - T) = gc(v - Tg) ist. Die Wahrscheinlichkeit
pp eines solchen Bitfehlers ist das entscheidende Giutekriterium der Digitalsysteme.

Bei Systemuntersuchungen kann der in Bild 12.1 grau hinterlegte Block durch ein sog.
Digitales Kanalmodell ersetzt werden, der entsprechend einer vorgegebbaren Statistik
Bitfehler generiert. Haufig verwendet man das Modell statistisch unabhangige Fehler”.

Betrachten wir nun die beiden weiteren Blocke des Emptfangers. Der Decoder hat die
Aufgabe, die PCM-Codierung riickgiangig zu machen. Das decodierte Signal v(¢) ist
somit wieder M—stufig und zeitdiskret. Bei fehlerfreier Ubertragung, d.h. vc(f) = qc(f),
gilt stets auch vo(f) = qo(¢). Als letzte Einheit folgt die Signalrekonstruktion mit der Auf-
gabe der Digital-/Analogwandlung. Dieser Block stellt das Gegenstiick zur Abtastung
dar und wird wie diese in Abschnitt 12.3 genauer untersucht.

Bild 12.1 zeigt auch, daB die Quantisierung kein Pendant auf der Empfangerseite hat.
Dies bedeutet aber, daB die auf die Quantisierung zurickzufihrenden Verfalschungen
irreversibel sind. Auch bei fehlerfreier Ubertragung ist somit v(f) = g(¢). Die Signalver-
formung aufgrund der Quantisierung ist um so geringer, je groBer die Stufenzahl M ist.

In Bild 12.3 ist das seit langer Zeit eingesetzte System PCM 30/32 (Systemparameter
siehe in den Angaben zu V12.1) den Analogverfahren Amplitudenmodulation (AM) ohne
Trdger und Frequenzmodulation (FM) hinsichtlich des erreichbaren Signalrauschabstands
10-1g (o) vergleichend gegeniibergestellt. Es gilt folgende Definition:

Pnui, _  Nutzleistung von v(r)
P

Rausch

0, = (12.1)

Rauschleistung von v(f)
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Bild 12.3: Vergleich von AM, FM und PCM hinsichtlich Signalrauschabstand.

Als Grundlage dieses Vergleichs wird vorausgesetzt:

e cin cosinusformiges Nachrichtensignal g(¢) der Frequenz fN max.

e cine konstante Sendeleistung Psg,

e cine konstante Rauschleistungsdichte Ny und

e cin fir alle Frequenzen gleich dampfender (verzerrungsfreier) Kanal mit Hx(f) = a.

Die durchgehende Kurve der ZSB-AM ist aufgrund der hier gewahlten Abszisse eine
Gerade mit 45° Steigung. Die gestrichelte FM—Kurve (gultig fiir den Modulationsindex
n =3) liegt fir Abszissenwerte groBer als ca. 10 dB um etwa 11.3 dB dartber.

Betrachten wir aber nun die Kurve des PCM-Systems 30/32. Fir Abszissenwerte
zwischen 13 und 38 dB liegt dieses System oberhalb der FM-Vergleichskurve. Der maxi-
male Storabstandsgewinn von ca. 13 dB ergibt sich bei einem Abszissenwert von 23 dB.

Weiterhin ist aus Bild 12.3 zu ersehen, dal bei PCM der erreichbare Signalrausch-
abstand begrenzt ist. Auch bei sehr guten Kanilen, bei denen durch das Rauschen n(r)
praktisch keine Bitfehler verursacht werden, ergibt sich aufgrund der Quantisierungs-
verzerrungen stets ein endlicher Wert: gy = 0. Fur Bild 12.3 wurden M = 256 gleiche
Quantisierungsintervalle zugrundegelegt, so da man 10-1g (oq) = 20-1g (M)=48.2 dB
erhalt. Diese Gleichung gilt allerdings nur unter der vereinfachenden Annahme, daf das
Nachrichtensignal alle moglichen Amplitudenwerte mit gleicher Wahrscheinlichkeit
annimmt, was z.B. bei einem sigezahnformigen Signal zutrifft (siche V12.2).

Der PCM-Kurvenzug, von rechts nach links betrachtet, entspricht einer Zunahme der
Bitfehlerwahrscheinlichkeit. Im horizontalen Ast sind die Auswirkungen von Ubertra-
gungsfehlern auf das S/N-Verhaltnis des Analogsignals im Vergleich zur Quantisierung
vernachlissigbar. Erst wenn die Bitfehlerwahrscheinlichkeit 10~* und mehr betrigt, wirkt
sich dies auch auf die Qualitat des Sprach- oder Bildsignals aus. Ist pg zu groB (z.B. 1%
oder mehr), so ist das Digitalsystem sogar schlechter als die analoge ZSB-AM.
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12.3 Signalabtastung und -rekonstruktion

Nun betrachten wir die ideale Abtastung des Analogsignals g(f) o—e Q(f), also die
Zeitdiskretisierung. Die Abtastung von g(¢) kann als Multiplikation mit einem Diracpuls

pst) = > Tp-0(t-v-Ty) o—e P() = i Of-n-fy) (12.2)

y=—-x n=-o
aufgefalft werden. Unter einem Diracpuls ps(¢) soll wie in Kapitel 9 eine unendliche

Summe (um gleiche Abstinde T4) verschobener Diracimpulse gleichen Gewichts ver-
standen werden. Somit gilt fir das abgetastete Signal im Zeit- und Frequenzbereich:

aal) = q@)-ps@)  o—=e Q) = 0 * K () . (12.3)

Bild 12.4 verdeutlicht diesen Sachverhalt im Zeitbereich. Nach dem Abtasttheorem ist
allerdings nur dann die gesamte Information des Analogsignals g(f) im abgetasteten
Signal ga(¢) enthalten, wenn die Abtastfrequenz fa = 1/T s mindestens doppelt so groB
ist wie die maximale Frequenz fn max des Nachrichtensignals:

1

2 'fN,max

Das Gleichheitszeichen gilt nur bei einem Signal mit kontinuierlichem Spektrum Q(f).

faZ 2 fNmax bzw. Ty < (12.4)

Bei einem periodischen Signal mit einer Dirackomponente bei fN max muBl dagegen die
Abtastfrequenz fa stets (geringfiigig) groBer sein als 2-fn max (sieche Versuch D12.1).

q() 1
(a) /\\\/ e
[ —>
P (1) Gewicht jeweils T,

IEERRREARE

‘ Ta 2T A o v-Ty { >
qa(0)
q(Tx)
q(2Ty)
(O] M T NS
Ta 2T A e t—>

Bild 12.4: Abgetastetetes Signal (c) als Produkt von Analogsignal (a) und Diracpuls (b).
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Zur Interpretation des Abtasttheorems betachten wir nun den Frequenzbereich. Das
Spektrum eines Diracpulses ps(f) im Zeitbereich ist entsprechend (12.2) ein Diracpuls
Ps(f) im Frequenzbereich, wobei der Abstand der einzelnen Spektrallinien fa betragt.
Die Herleitung dieser wichtigen Beziehung sollte bereits in der Vorbereitungsfrage V9.3
erfolgen. Das Spektrum Q(f) ergibt sich nach (12.3) aus der Faltung von Q(f) mit Ps(f).
Daraus folgt, daBl Qa(f) gleich der im Abstand fa periodisch fortgesetzten Funktion Q(f)
ist. Das Spektrum des abgetasteten Signals ist somit unendlich breit (vgl. Bild 12.5).

/\\ f/\\QA(f)
\_/

| |

| , |

~2fu -fo 2fa f—

Bild 12.5: Spektren Q(f) und Qa(f) von analogem bzw. abgetastetetem Signal.

Betrachten wir abschlieBend noch die Signalrekonstruktion, also die Gewinnung des
wert— und zeitkontinuierlichen Sinkensignals v(f) aus dem wert- und zeitdiskreten Signal
vo(t). Vereinfachend - aber ohne Einschrinkung der Allgemeingiltigkeit — nehmen wir
an, daB vo(f) = ga(?) sei. Dies entspricht einer Vernachlassigung der Quantisierungsver-
zerrungen sowie einer fehlerfreien Ubertragung. Aus Bild 12.5 ist zu ersehen, daB die
Signalrekonstruktion durch einen ideal rechteckformigen Tiefpall (Kiipfmiiller-Tiefpaf3)
mit der Grenzfrequenz f = fa/2 realisiert werden kann. Dann gilt:

) = VQ(f)'HTP(f) = QA(f)'HTP(f) = 0() . (12.5)

Im Zeitbereich bedeutet die Filterung mit dem Kupfmiiller-Tiefpall eine Interpolation
von v(f) mittels einer si-Funktion (Impulsantwort des Kiupfmiller-Tiefpasses).

Die Wiederherstellung des Analogsignals beim Empfanger ist allerdings nur dann
verzerrungsfrei moglich (v(f) = q(f)), wenn sendeseitig das Abtasttheorem beachtet
wurde. Ist dieses nicht erfillt (d.h. ist T's zu groB3 bzw. fA zu klein), so kommt es zu nicht-
reversiblen Uberschneidungen im Spektralbereich (vgl. Bild 12.6). Die Spektren konnen
dann durch einen TiefpaB3 nicht mehr getrennt werden; man spricht von Aliasing.

In der Praxis wird anstelle des idealen, diracformigen Pulses ps(f) zur Abtastung oft
ein Puls pr(f) mit schmalen Rechteckimpulsen verwendet. Dies fithrt zu geringfiigigen,
aber reversiblen Verfalschungen (vgl. Vorbereitungsfrage V12.3).

QA(f) A

|
|
4 R L B
2fa A 0 Ia 2/a 3/a f—
Bild 12.6: Spektrum Qa(f) bei Nichteinhaltung des Abtasttheorems.
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12.4 Vorbereitungsfragen

V12.1: Seitvielen Jahren wird in Deutschland das PCM-System 30/32 eingesetzt. Dieses
erlaubt die digitale Ubertragung von bis zu 30 Sprachkanilen (jeweils fiir eine maximale
NF-Frequenz von fNmax = 4 kHz) zusammen mit einem Synchronisations- und einem
Waibhlzeichenkanal, so daB die Gesamtkanalzahl Z =32 ist (Zeitrmultiplexsystem).

a) Mit welcher Abtastfrequenz f5 miissen die Sprachsignale abgetastet werden? In wel-
chem zeitlichen Abstand T's erfolgt die Abtastung, wenn man den kleinstmoglichen
Wert von fa heranzieht?

b) Die abgetasteten Sprachsignale werden jeweils mit M = 256 Stufen quantisiert und
jeder Quantisierungswert wird mit N Binarsymbolen Ubertragen. Wie grof ist N?

¢) Welche Zeit T wiirde zur Ubertragung eines Binirsymbols zur Verfiigung stehen,
wenn nur ein Kanal vorhanden ware? (T bezeichnet die Bitdauer.)

d) Welche Zeit Tp steht zur Ubertragung eines Binarsymbols zur Verfiigung, wenn alle
Z =32 Kanale berticksichtigt werden?

e) Geben Sie eine allgemeingiiltige Gleichung fiir 75 an. Wie grof ist die Bitrate f3?
Hinweis: Im Gegensatz zur Frequenz in "Hz” hat die Bitrate die Einheit "bit/s”.
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V12.2: Das Prinzip der linearen Quantisierung wurde im Abschnitt 12.2 anhand von Bild
12.2 erlautert. Nun soll die damit verbundene Beeintrichtigung der PCM-Ubertragung
durch die Quantisierungsverzerrungen quantitativ erfait werden.

1"V A"
AR

-— T0—>

lineare
Quantisierung

q(t) o—— — qo(0)

Wir gehen wir von einem sagezahnformigen Nachrichtensignal g(¢) aus, das innerhalb
der Zeit T linear von —gnax auf +@max ansteigt. Im folgenden sei stets g = 6V. Bei
Quantisierung mit M = 6 Stufen, wobei die einzelnen Intervalle alle gleich seien (Breite
A), erhalt man das in nachfolgender Skizze eingezeichnete quantisierte Signal go(¥).

Vorausgesetzt, der Quantisierungsbereich (£ Qu,) stimme mit dem Signalbereich
(£¢gmax) exakt Uberein, ergeben sich fiir M = 6 die Intervallgrenzen 0V, £2V und +4V.
Die moglichen Amplitudenwerte fiir das quantisierte Signal sind +1V, £3V und +5V.

Quantisierungs—- Intervall-
werte l grenzen
Qmax 777777777777 /7r 72Q7 6V
5V 1 - A = ZXmax
—————————— e I Y
3V qo(—=<Z |
******** S
1V 4 7';‘ :
//:/ | OV
_1V — F—e—— |
e T
3V - — q(t) :
- 7//7/7 777777777 - — — — -4V
-5V *7';‘ :
-0 - — — - = — -6V
T, L.
5Q(t) 1
Ty

a) Skizzieren Sie das Fehlersignal e(¢) = go(f) — ¢(¢) in obiges Diagramm. Berechnen
Sie anschlieBend dessen quadratischen Mittelwert (Quantisierungsrauschleistung):
TO
— 1
Py = go(t)* = = I@Q(t)2 dr . (12.6)

0
0
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b) Berechnen Sie die Nutzleistung Pg des Nachrichtensignals g(¢) in analoger Weise.

¢) Berechnen Sie mit den Werten aus a) und b) das S/N-Verhiltnis oo = Ps/Pq. Welche
Zahlenwerte (in dB) ergeben sich bei einer Quantisierung mit 8 Bit (M= 28, z.B.
PCM-System 30/32) bzw. mit 16 Bit (M = 216, z.B. CD-Technik)?

d) Wieviele Quantisierungsstufen M sind erforderlich, damit der Quantisierungsrausch-
abstand mindestens 60 dB betragt (das entspricht in etwa "Musikqualitat™)? Mit wie-
vielen Bits mussen demnach die Abtastwerte quantisiert werden?

e) Geben Sie alle Voraussetzungen an, die erfiillt sein miissen, damit das unter Punkt c)
berechnete S/N-Verhaltnis exakt stimmt.
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V12.3: Die ideale Abtastung 1aBt sich mathematisch durch die Multiplikation mit dem
Diracpuls ps(¢) exakt beschreiben (vgl. Bild 12.4). In der Praxis muf zur Abtastung jedoch
anstelle des idealen, diracformigen Pulses pgs () stets ein Puls pr(f) mit schmalen Recht-
eckimpulsen verwendet werden. Die Breite eines einzelnen Rechteckimpulses o (¢) sei T,
die Hohe 1/TR (siehe nachfolgende Skizze).

a) Zeichnen Sie in das untere Diagramm das Signal gA(¢) ein, das sich ergibt, wenn man
das Analogsignal g(¢) mittels des Rechteckpulses pr(¢) natiirlich abtastet. Hinweis: Im
Versuch D12.2 wird auf den Unterschied zwischen der hier betrachteten natiirlichen
und der sogenannten diskreten Abtastung ausfuhrlicher eingegangen.

pr0) 4 Ty
‘ /Ty

TA ZTA s V- TA {—>

qA(t) A
q(?)
v-Ty
T T T T T T \l\_{/
Ta 2T A [ —

b) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Pulsen ps(¢) und pr(¢)?
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¢) Geben Sie das Spektrum Pg(f) des Rechteckpulses pr(f) formelmaBig an. Skizzieren
Sie Pr(f) in das nachfolgende Diagramm fir Tr/Ta = 4.

8 7 6 -5 -4 3 2 -1 T 2 3 4 5 6 7 8 1A

d) Skizzieren Sie qualitativ das Spektrum Qa(f) eines mit einem Rechteckpuls pr(¢) ab-
getasteten bandbegrenzten Nachrichtensignals g(f) o—e Q(f). Interpretation.

A
Q)

-2f “fa 0 21y 2 f >

e) Wie kann das Nachrichtensignal am Empfanger rekonstruiert werden?
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12.5 Versuchsdurchfithrung

Alle nachfolgenden Aufgaben sollen mit dem Programm “pcm” durchgefiithrt werden.
Hierbei gilt fur das Quellensignal (frei wahlbare Parameter sind mit Pfeilen markiert):

10
: : 1
qt) = Ay + z Ci-cosm-i-fy't-¢@) mit fy=— . (12.7)
poy ¢ o
Hinweis: Aufgrund des nichtvorhandenen Zeichens "¢ wird bei der Programmeingabe
”—¢” verwendet. Dies entspricht der im Praktikum verwendeten Nomenklatur.

D12.1: Der erste Versuch beschaftigt sich mit der Signalabtastung und -rekonstruktion.
Waibhlen Sie zunachst das Standardsystem A. Damit wird fir g(¢) ein 5 kHz-Cosinussignal
ausgewahlt (Tp = 1 ms, Cs = 1, alle anderen Signalparameter 0) und ein PCM-System
ohne Quantisierungsverzerrungen simuliert (M —o0). Das Eingangssignal des Blockes
"Signalrekonstruktion” (idealer TiefpaB mit Grenzfrequenz fg) ist in diesem Fall identisch
mit dem abgetasteten Signal (siehe nachfolgendes Modell).

Abtastung ,| Signalrekon-
struktion
q(t) RO 2(0)

a) Wieviele Abtastwerte sind zur Beschreibung des gesamten Signalverlaufs (d.h. von

—oo ... + o) einer harmonischen Schwingung g(¢) = § - cos (w, 't - ¢,) erforderlich?

b) Betrachten Sie nun die dquidistante Abtastung mittels eines Diracpulses. Welche ist
die kleinstmogliche Abtastfrequenz fa fiir ein auf 5 kHz bandbegrenztes Signal g(¢),
wenn dessen Spektrum bei 5 kHz keine Spektrallinie aufweist? Wie gro3 mul3 die
Grenzfrequenz f des idealen Tiefpasses zur Signalrekonstruktion gewahlt werden?

¢) Betrachten Sie im Programm “pcm” die Signale ga(f) und v(f) sowie deren Spektren,
wenn ¢(f) ein 5 kHz—Cosinussignal ist und die Abtastfrequenz fao = 10 kHz betragt
(fa/fo = To/Ta =10). Kann dieses Signal verzerrungsfrei rekonstruiert werden?
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d)

f)

g)

h)

Wiahlen Sie nun die Phase des 5 kHz-Signals zu 45°. Ist auch dieses Signal mit der
Abtastfrequenz fo = 10 kHz vollstandig rekonstruierbar? Begriinden Sie das Ergeb-
nis durch eine (komplexe) Frequenzbereichsbetrachtung.

Welches Sinkensignal erhilt man bei sinusformigem Nachrichtensignal (Phase 90°)?

Zeigen und begrinden Sie, da3 bereits durch eine geringfugige Erhohung der Abtast-
frequenz das Signal verzerrungsfrei rekonstruiert werden kann. Wahlen Sie hierzu
fa = 11 kHz (Anmerkung: Im Programm ist das Verhaltnis fa/fy stets ganzzahlig).

Wiahlen Sie nun das "Mustersignal 1” mit folgenden Parametern: Ty = 1ms, A9 = 0.1,
C1=0.26 (¢1:-10°), C, =0.54 (¢2:180°), C3 =0.30 (¢3:-60°), C4 =0.14 (@4:20°).
Zeigen Sie, daB auch dieses Analogsignal verzerrungsfrei rekonstruiert werden kann,
wenn die Abtastung mit fao = 10 kHz erfolgt und die Grenzfrequenz fi des idealen
Tiefpasses 5 kHz betragt.

Waibhlen Sie nun bei gleichem Abtastsignal ga(¢) die (normierte) Grenzfrequenz fg/fa
gleich 0.35 bzw. 0.65. Interpretieren Sie die unzureichenden Ergebnisse.
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D12.2: Nunsollen die Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen der natiirlichen und
der diskreten Abtastung in Zeit- und Frequenzbereich herausgearbeitet werden. Wahlen
Sie hierzu das "Mustersignal 1” und das Tastverhaltnis Tr/Ta = 0.5 (siehe Skizze).

a) Betrachten Sie das Signal ga(¢) bei natiirlicher und diskreter Abtastung. Skizzieren Sie
jeweils ga(¢) fir das vorgegebene Analogsignal und beschreiben Sie die Unterschiede.
Hinweis: Entsprechend der Voreinstellung von “pcm” ergibt sich bei der diskreten
Abtastung stets ein akausales Signal. Mit dem Meniipunkt P (Programmeinstellungen:
Rechteckpuls ungerade) 148t sich dieses andern. Arbeiten Sie trotzdem mit der Einstel-
lung "Rechteckpuls gerade”, um komplexe Spektren zu vermeiden.

—> T A S

Rechteckpuls pgr(?)

naturliche Abtastung

S -
—

Analogsignal g(r)

diskrete Abtastung (kausale Darstellung: Rechteckimpuls ungerade

Y

T P

Analogsignal g(r)

diskrete Abtastung (akausale Darstellung: Rechteckimpuls gerade

BEAN

SR S P

Analogsignal g(r)




286 (. Soder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

b) Geben Sie fiir beide Abtastarten eine analytische Beschreibung des Zeitsignals ga(¢)
an, und zwar unter Verwendung des Analogsignals g(¢), des Diracpulses ps(f) und
eines Rechteckimpulses ¢ (f) mit der Breite Tr und der Hohe 1/Tg (siehe V12.3).

¢) Welche Folgerungen ergeben sich aus dem Ergebnis von b) fir die dazugehorigen
Spektren Q(f)? Verwenden Sie die Fourierkorrespondenz o(f) o—e R(f).

d) Wahlen Sie nun im Mentpunkt P (Programmeinstellungen) die Option "Normierung”
sowie "Mustersignal 2” mit den Parameterwerten C; = C, = C3 = C4 = 1 (alle Phasen-
winkel 0°) und Ty = 1ms, Ay = 0. Betrachten Sie im Programm "pcm” (Mentipunkt B)
das Spektrum Q(f) bei naturlicher Abtastung. Interpretieren Sie Ihre Berechnungen
aus Punkt c¢) anhand der ausgegebenen Graphen.

Hinweis: Im Programm “pcm” ist die Hohe der Rechtecke nicht 1/Tg, sondern 1.
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e) Zeigen Sie anhand des mittleren quadratischen Fehlers
TO

0= 7 | @ -a0) (128)
0

zwischen Sinken- und Quellensignal, daB3 bei naturlicher Abtastung ein Kipfmiller-

TiefpaBl mit der Grenzfrequenzfg = fa/2 =5kHz zur Signalrekonstruktion ausreicht.

Hinweis: Da im Programm die Rechtecke die Amplitude 1 haben (und nicht 1/7R), ist

beim TiefpaBfilter eine entsprechende Gleichsignalverstarkung H(0) erforderlich.

f)  Wie groB ist bei diskreter Abtastung und Signalrekonstruktion mittels Kiipfmiiller-
Tiefpall der mittlere quadratische Fehler? Begriinden Sie diese Tatsache anhand des
Spektrums QA(f).

g) Versuchen Sie, den mittleren quadratischen Fehler durch ein geeignetes TiefpaBfilter
(praktisch) zu Null zu machen. Welchen Frequenzgang hat dieses Filter?
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D12.3: Nun soll der Einflu} der Quantisierung untersucht werden. Wahlen Sie hierzu ein
1 kHz—Cosinussignal und gleichmiBige Quantisierung mit der Stufenzahl M = 24 =16;
diese ist aus Demonstrationszwecken bewuBt klein gewahlt. Hinweis: Zur Aktivierung der
Quantisierung mussen Sie im Block Abfastung den obersten Menupunkt auswahlen.

Mit dem Menupunkt Q5 (Quantisierungskennlinien/ MQF bei spontaner Quantisierung)
kann das Fehlersignal eq(f) = qo(f) - q(¢) entsprechend der Definition von V12.2 sowohl
fir das eingestellte Cosinussignal (mit der Nutzleistung Pg = 1/2) als auch fiir ein sage-
zahnformiges Nachrichtensignal (Ps = 1/3) dargestellt werden. AuBerdem wird hier noch
jeweils die Quantisierungsrauschleistung Po gemall Gl. (12.6) und der Quantisierungs—
Rauschabstand 10-1g(oq)=10-1g(Ps/Pg) ausgegeben.

a) Betrachten und beschreiben Sie die jeweiligen Fehlersignale.

b) Welche Werte ergeben sich fiir P und 10-1g(oo) = 10-1g(Ps/Pq)? Vergleichen Sie den
vom Programm ausgegebenen Quantisierungsrauschabstand (in dB) mit demin V12.2
fur das Sagezahnsignal berechneten Wert.

. Py Pq 10 - 1g(00) 10 -1g(oq)
NF-Signal (simuliert) (simuliert) (simuliert) (berechnet)
Sagezahn

Cosinus

¢) Wiederholen Sie den Versuch b) mit M = 28 = 256.

. Py Py 10 -1g(o) 10-1g(eq)
NF-Signal (simuliert) (simuliert) (simuliert) (berechnet)
Sagezahn

Cosinus
Muster— _—
signal 1
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d) Wahlen Sie als Quellensignal das Mustersignal 1. Die anderen Einstellungen bleiben

f)

g)

gegeniiber Punkt ¢) unverandert: Abtastfrequenz fo = 10 kHz, Quantisierung mit
M= 28= 256.Welche Werte ergeben sich fiir Ps, Po und 10-1g(oq)=10-1g(Ps/Pq)?
Tragen Sie diese Werte in die letzte Tabelle ein und interpretieren Sie diese.

Betrachten Sie weiterhin die Einstellungen nach Punkt d). Die Signalrekonstruktion
ist ideal, die Ubertragung fehlerfrei. Damit ist die Abweichung zwischen Sinken- und
Quellensignal allein auf die Quantisierung zurickzufuhren. Zeigen Sie, daB sich trotz-
dem der mittlere quadratische Fehler zwischen v(f) und ¢(¢) entsprechend Definition
(12.8) von der Quantisierungsrauschleistung P gemaB (12.6) unterscheidet:

T, T,
1
e2(0) = ;0 [ CO-q0P & FE Py = 0[ o) -q@) d .
0

Begriinden Sie dieses Ergebnis. Hinweis: Pq und 10-1g(oq)=10-1g(Ps/Po) wurden
bereits in d) bestimmt. Der MQF gemal (12.8) sowie der zugehorige Storabstand
10-1g(ov) konnen im Fenster "Zeitsignalverlaufe/Sinkensignal” abgelesen werden.

Py = 10 -1g(og) =

e (i) = 10 -1g(o,) =

Betrachten und beschreiben Sie fiir die getroffene Einstellung die Signale ga(¢), go(¢),
qc(t), ve(t), vo(t) und v(¢). Welche sind gleich?

Welche Storabstiande ergeben sich, wenn der Quantisierungsbereich (£ Q) nicht
mit dem Signalbereich ( £gmgay) Ubereinstimmt? Letzterer betragt beim Mustersignal
1 etwa gmax = 1. Wahlen Sie hierzu Q. = 0.7, 0.8 und 1.3. Begriinden Sie diese
Ergebnisse. Warum ist hier Q.x = 0.8 sogar gunstiger als Qpax = 17

Omax = 0.7 10-1g(QU) =

Onax = 0.8: 10-1g(0,) =

Omex = 1.3 10-1g(Qv)=



290 (. Soder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

D12.4: Bei Sprach- und Musiksignalen werden Verfalschungen der leisen Signalanteile
(Werte in der Nahe der Nullinie) als storender empfunden als Beeintrachtigungen groer
Amplitudenwerte. Diese Tatsache legt eine von den Bereichsgrenzen zur Nullinie hin zu-
nehmend feinere Quantisierung nahe. Eine solche ungleichmdflige Quantisierung kann z.B.
dadurch realisiert werden, in dem die abgetasteten Werte ga(v - T'a) zunachst durch eine
nichtlineare Kennlinie y(x) verformt und die entstehenden Ausgangswerte gg(v-Ta)
gleichmafig quantisiert werden. Damit ergibt sich folgende Signalkette:

—| Kompressor— linearer | J PCM- | , Kanal — PCM- L, Expander —

Quantisieret Codierer Decodierer

qa(t) qx() q Q(t) qc(0) V() vg(h) UQ(t)

Eine solche ungleichmafige Quantisierung bedeutet Verstarkung kleiner und eine
Abschwachung groBer Signalwerte (Kompression). Diese bewulite Signalverzerrung muf3
beim Empfanger durch die Umkehrfunktion der jeweils verwendeten Kompressorkenn-
linie wieder riickgangig gemacht werden (Expandierung). Den Gesamtvorgang von sende-
seitiger Kompression und empfangerseitiger Expansion nennt man auch Kompandierung.

Fir das PCM-System 30/32 wurde vom CCITT (Comité Consultatif International des
Télégraphique et Téléphonique) die sogenannte A—Kennlinie empfohlen:

1+ In(4 - x) . 1
_— f —=<x=<1
1+ InA e ==
A-x . 1 1 (12.9)
=| —F fir -—<x< — '
y) 1+ InA ey stEgo
AAncAy) e o< L
1+ InA A

Hierbei ist x = ga(V-Ta)/Qmax und y= gg(v - Ta)/QOmax zu setzen. Diese Kennlinie mit
dem in der Praxis eingefuhrten Wert A = 87.56 hat eine sich stindig andernde Steigung.

a) Gehen Sie wieder vom Mustersignal 1 aus. Stellen Sie die Quantisierungsstufenzahl
M = 28 (Qmax = 1) und die ungleichmiBige Quantisierung gemaB der A-Kennlinie
(A = 87.56) ein. Betrachten Sie die vom Programm angezeigten Quantisierungskenn-
linien (Meniipunkt ”Q”). Welche Bedeutung haben die einzelnen Kennlinien?

gx = f(ga):
qq = f(gx):
qq = f(ga):
vo = f(vp):

vo=1(ga):
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b) Welche Verfilschungen ergeben sich bei gleichmaBiger Quantisierung, welche bei
ungleichmaBiger Quantisierung (Kompandierung) gemall der A-Kennlinie? Tragen
Sie die Ergebnisse in die erste Zeile der unteren Tabelle ein und bewerten Sie diese.

Quantisierungskennlinie
gleichmalig mit A = 87.56 mit 13-Segmente

Mustersignal 1 evzq(t) = evzq(t) = evzq(t) =
MSD 1 10-1g(0,) = 10-1g(0,) = 10-1g(0,) =

st | 0= e2 (1) = e2 (1) =
10-1g(e,) = 10-1g(e,) = 10-1g(e,) =

09+ 0.1-msi| ® = £ag(0) = 0 (1) =
10-1g(e,) = 10-1g(e,) = 10-1g(e,) =

¢) Betrachten Sie nun ein gegentuber Punkt b) um den Faktor 10 kleineres Nachrichten-
signal (Ap = 0.010, C1 = 0.026, C, = 0.054, C3 = 0.030, C4 = 0.014, Phase gegeniiber
dem Mustersignal 1 unverandert): gmax = 0.1. Welche Verfalschungen ergeben sich
nun bei gleichmaBiger bzw. ungleichmaBiger Quantisierung? Tragen Sie Ihre Ergeb-
nisse in die zweite Zeile obiger Tabelle ein und bewerten Sie diese.

d)

Uberlagern Sie nun dem Signal nach Punkt c) noch einen zusitzlichen Gleichanteil
von 0.9 (Ap = 0.910, C; = 0.026, C; = 0.054, C3 = 0.030, C4 = 0.014), so daB wieder
gmax = 1 gilt. Welche Ergebnisse liefern hier die gleichmaBige bzw. die ungleich-
maBige Quantisierung? Wie ist dieses Ergebnis zu interpretieren?
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Die A-Kennlinie hat eine sich stindig andernde Steigung, wodurch alle Quanti-
sierungsintervalle unterschiedliche GroBe haben. Als Konsequenz werden somit zur
anschlieBenden Codierung, und auch zur Decodierung, 2V~ Vergleichsnormale benétigt,
was fur groBere N technisch schwer zu realisieren ist.

Dieser Nachtelil ist bei der sogenannten 13-Segment—Kennlinie nicht mehr gegeben.
Fir |x| < 1/64 ist diese Kennlinie identisch mit der A-Kennlinie. Fir |x| > 1/64 ergeben
sich mit k=1, ..., 6 folgende weitere 12 Bereiche der Kompressorkennlinie:

24k . x + k fiir 2T < x < k6
y(x) = 8 (12.10)

24‘k-x—l; fur —250 < x < _2KT7

Die Steigungen und damit auch die GroBe der Quantisierungsintervalle sind jetzt inner-
halb eines Segmentes gleich und verhalten sich bei benachbarten Abschnitten wie 2:1.

e) Die Stufenzahl sei weiterhin M = 28, Verwenden Sie nun die ungleichmiBige Quan-
tisierung mit der 13-Segment-Kennlinie. Welcher prinzipielle Unterschied ist an den
Kennlinien gg = f(ga) und vo= f(ga) gegenuber Punkt b) festzustellen?

f) Wiederholen Sie nun die Versuche b) bis d) mit der 13-Segment-Kennlinie? Tragen
Sie Thre Ergebnisse in die Tabelle bei Punkt b) ein und bewerten Sie diese.

D12.5: Nun wird die PCM-Codierung/-Decodierung sowie der EinfluB3 von Bitfehlern
untersucht. Gehen Sie vom Standardsystem B aus. Eingestellt ist damit das Mustersignal 1
sowie gleichmaBige Quantisierung (mit M= 28), und die Umsetzung der quantisierten
Abtastwerte go(v - Ta) in das Binarsignal g¢(¢) erfolgt gemal dem Dualcode. Diese Zuord-
nung ist fir M= 8 (N= 3) in der Skizze auf der nichsten Seite (links) veranschaulicht.
In der Skizze rechts ist zusatzlich die Zuordnung des Gray-Codes, ebenfalls fiir M =8
(N=3), angegeben. Dieser ist so konstruiert, daf} sich benachbarte Quantisierungswerte
genau um ein Bit unterscheiden. Mit Ausnahme einer Verfalschung des ersten Bits wirkt
sich somit jeder Ubertragungsfehler im Mittel weniger stark aus als beim Dualcode.
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a) Skizzieren Sie fiir die eingezeichneten Quantisierungswerte das codierte Signal g¢(¢)

bei Dual- bzw. Gray-Codierung.

LLL X s Quantisierungswerte, q(¢) LOO
o, .>~__ . 1oL
o, X X X~ LLL
LOO | | 3 ‘ X 1LO
o, .. . >~ % X X . 0L
OLOfif!,,f;fff‘ 774‘777)‘7(777:7774‘777]7777:7 OLL
OOL777;77777777777777+77g777 7777777777 OOL
000 | | | | ; | | ; 000
Dualcode ‘ 3 1 1 1 ‘ Gray-Code
Bitfehler (siehe Punkt b und c)
qc(t)T 77777 {7 77777 N * Dualcode
:
qC(t)T 1 Gray-Code

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

b) Betrachten Sie die Dualcodierung. Welche Werte wiirden fiir v(3-Ta) und v(5-Ta)

d)

nach der Decodierung ausgegeben, wenn bei der Ubertragung des 3. Quantisierungs-
wertes das letzte Bit (LSB, Least Significant Bit) und bei der Ubertragung des 5.
Quantisierungswertes das erste Bit (MSB, Most Significant Bit) verfalscht wurde?

Welche Auswirkungen haben obige Fehler dagegen bei der Gray-Codierung?

Betrachten Sie nun mit dem Programm “pcm” die Signale vor und nach dem PCM-

Coder (M = 28) und iiberpriifen Sie die Dualcode-Zuordnung der quantisierten
Werte zu den Bitfolgen.
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e) Erzeugen Sie im Programm “pcm” jeweils einen Bitfehler fiir den Abtastwert Nr. 3.
Betrachten Sie dessen Auswirkungen auf das rekonstruierte Signal? Verwenden Sie
als Kriterium hierzu wieder den Sinken-Signalstorabstand 10-1g(gpy ). Diesen konnen
Sie z.B. im Fenster "Zeitsignalverlaufe/Sinkensignal” ablesen.

kein Bitfehler

ein Bitfehler
(LSB)

ein Bitfehler

(3. Bit)

ein Bitfehler
(MSB)

10-1g (o,)

Fir den Gray-Code gilt die folgende Konstruktionsregel: Ausgangspunkt fur N = 1 sind
die beiden Symbole "O” und "I. Beim Ubergang von N auf N+ 1 wird der “Kern”
ubernommen und darunter noch einmal in umgekehrter Reihenfolge geschrieben. Der
obere Block wird dann vorne mit "O”, der untere mit "L erganzt:

N=1:
Nr.0: O
Nr.1: L

N=2:
Nr.0: O
Nr.1: O
Nr.2: L
Nr.3: L

E
d

Nr.
Nr.
Nr.
Nr.

Nr.
Nr.
Nr.
Nr.

N=3:

0: 00
1: OL.
2: L1,
3: 1.O
4. LLO
5. LI
6: LIOL:
7. LIOO

wie N=2

wie N=2,
aber von unten
nach oben

f)  Wie lautet der Gray—Code fiir N = 4? Uberpriifen Sie Thr Ergebnis per Programm.

g) Wiederholen Sie den Versuch von Punkt e) fiir den Gray—Code, wieder mit M = 28,
Interpretieren Sie die unterschiedlichen Ergebnisse.

kein Bitfehler

ein Bitfehler
(LSB)

ein Bitfehler

(3. Bit)

ein Bitfehler
(MSB)

10-1g (o,)
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13 Fehlerwahrscheinlichkeit

Inhalt: In diesem Kapitel werden mit der Bitfehlerwahrscheinlichkeit und der Bitfehler-
quote die wichtigsten Beurteilungskriterien eines Digitalsystems definiert. AnschlieBend
wird die Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit bei einem durch Gaufsches Rauschen
gestorten bindaren oder mehrstufigen Digitalsignal und die Bestimmung der optimalen
Schwellenwerte des Empfangers beschrieben. Fur das hierzu benotigte GauBsche Fehler-
integral werden verschiedene Naherungen angegeben.

13.1 Beurteilungskriterien eines Digitalsystems

Bild 13.1 zeigt ein sehr einfaches und deshalb auch allgemeingiiltiges Modell eines
digitalen Ubertragungssystems. Die digitale Quelle und die digitale Sinke werden durch
die beiden Zufallsfolgen (gy ) und (v, ) beschrieben (vgl. Abschnitt 1.1); i.a. sind diese
M-stufig. Das gesamte digitale Ubertragungssystem (Digitaler Ubertragungskanal) wird
als "Black Box” betrachtet und allein durch die Fehlerfolge {ey) charakterisiert. Bei
fehlerfreier Ubertragung (vy = gy) gilt e, = 0, andernfalls (vy = gy) wird e, = 1 gesetzt.

@ “|Ubertragungssystem o Sinke

A

Komparator fe

l €,
Bild 13.1: Einfachstes Modell eines digitalen Ubertragungssystems.

Das wichtigste Beurteilungskriterium eines jeden digitalen Ubertragungssystems ist
die (mittlere) Symbolfehlerwahrscheinlichkeit

- I .
ps = Elp(v, = q,)] = p(v, = q,) = Jim S p, = q,) . (13.1)
—3 00 V::l

Die Berechnung als Erwartungswert E[ ... | entspricht einer Scharmittelung uber die
Verfalschungswahrscheinlichkeit p(vy = gy) des v—ten Symbols, wihrend die im rechten
Teil der Gleichung verwendete Uberstreichende Linie eine Zeitmittelung kennzeichnet.

Der Begrift Symbolfehlerwahrscheinlichkeit wird unabhangig von der Stufenzahl M des
Systems verwendet. Fir den Sonderfall M = 2 sind die Symbolfolgen (g, ) und (v, ) binar
("O” oder "L”), und man bezeichnet die Wahrscheinlichkeit gemaf (13.1) dann auch als
Bitfehlerwahrscheinlichkeit pp. Diese GroBe eignet sich z.B. gut fur die Konzipierung und
Optimierung noch zu planender Systeme. Dagegen muf3 zur meBtechnischen Erfassung
der Qualitat eines realisierten Digitalsystems oder bei einer Systemsimulation stets auf
die Bitfehlerquote hy (engl.: Bit Error Rate, BER) uiibergegangen werden.
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Diese ist als relative Haufigkeit definiert und kann durch den Vergleich von Quellen-
und Sinkensymbolfolge ermittelt werden, indem man die Anzahl nIgN) der aufgetretenen
Bitfehler (vy = gy) durch die Anzahl N der insgesamt iibertragenen Bit dividiert:

)

~n_n
h =T (13.2)

Der hochgestellte Index soll hier deutlich machen, daf} die per Messung oder Simulation
ermittelte Bitfehlerquote signifikant von N abhangt. Nach den elementaren Gesetzen der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung stimmt im Grenzfall N— oo die Aposteriori-Kenngroe hp
mit der Apriori-Kenngro3e pg uberein.

Bei einem realisierten oder simulierten System kann die Bitfehlerquote Ap als Schatz-
wert fur die Bitfehlerwahrscheinlichkeit pp herangezogen werden, deren Genauigkeit
nun in Abhingigkeit der Anzahl N der ubertragenen (simulierten) Bits abgeschatzt
werden soll. Dazu sind allerdings Annahmen bezuglich der Fehlerfolge (e, ) erforderlich.

Es gibt eine Reihe von Modellen fiur den Digitalen Kanal, die z.B. im gleichlauteten
Versuch des Praktikums Simulation digitaler Ubertragungssysteme behandelt werden. Sind,
wie im folgenden vorausgesetzt, die Bitfehler statistisch voneinander unabhingig, so
spricht man vom BSC-Modell (Binary Symmetrical Channel) mit nur einem Parameter
p = p(ey =1). Fur die mittlere Fehlerwahrscheinlichkeit gilt in diesem Sonderfall: pg= p.

Wir betrachten im weiteren die Anzahl nIgN) aufgetretener Bitfehler als eine diskrete
ZufallsgroBBe mit Symbolvorrat {0, 1, ... , N}. Hierbei gilt folgender Zusammenhang:

N
M= S, (13.3)
=1

Der Hochindex soll wieder die starke Abhangigkeit vom Parameter N hervorheben.
Unter Zugrundelegung des BSC-Modells ist diese ZufallsgroBe binomialverteilt (vgl.
Abschnitt 1.3). Mittelwert und Streuung einer binomialverteilten ZufallsgroBe sind durch
(1.17) bzw. (1.18) gegeben:

mY=N-p, (13.4)

oV =N-p-(1-p) . (13.5)

Fir Mittelwert und Streuung der abgeleiteten Groe Ag=ng/N folgt daraus:
™)

m
my = = (13.6)
oM % [p(-p) (13.7)
hB N N : :

Die erste Gleichung zeigt, daB3 der Erwartungswert bzw. Mittelwert der ZufallsgroBe hp
(Aposteriori-GroBe) tatsachlich gleich der zu erwartenden Bitfehlerwahrscheinlichkeit
pB (Apriori-GroBe) ist, zumindest beim Sonderfall statistisch unabhangiger Fehler.
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Die Gleichung (13.7) macht deutlich, daB3 die Streuung o}, der ZufallsgroBe hg mit
steigendem N kleiner wird und folglich — wie erwartet — auch die MeB- bzw. Simulations-
genauigkeit zunimmt.

Fir N-p> 1 geht die Binomialverteilung nach dem Gesetz von Moivre-Laplace in
eine diskrete GauBverteilung uber, d.h. es treten folgende Wahrscheinlichkeiten auf:

U (ﬂ/ N - th)

he =2y ~ 13.8
Py =) N2z o w5752 (138)
Diese diskrete GauBverteilung kann durch die kontinuierliche GauB-WDF entsprechend

Abschnitt 4.4 approximiert werden (vgl. [29]):

fuplhp) = \/%10 XP( L B pB) ) (13.9)

hB

Der Schatzwert hp fir die zu ermittelnde Bitfehlerwahrscheinlichkeit ist somit gauBver-
teilt um den Sollwert my,3 = pp, wobei die Streuung oy durch (13.7) gegeben ist.

Betrachten wir nun die Wahrscheinlichkeit, daB die per Simulation ermittelte Bitfeh-
lerquote von der tatsachlichen Bitfehlerwahrscheinlichkeit betragsmafig um weniger als
einen vorgegebenen Wert ¢ > ( abweicht. Diese kann mit der im Anhang B tabellierten
GauBschen Fehlerfunktion wie folgt berechnet werden:

po= p(IhS-pyl < €)= 1-2-Q5) . (13.10)
Onm
Aus dieser Gleichung kann der maximal zulassige Wert von oy, berechnet werden, damit
der durch Simulation ermittelte Schatzwert #g mit einer Wahrscheinlichkeit = p, noch
im Intervall zwischen pp — ¢ und pg+¢ liegt. Die Wahrscheinlichkeit p, bezeichnet man
allgemein als das Konfidenzniveau.

Mit der aus der Umkehrfunktion zu Q(x) berechenbaren GrofBe
a = Q-l(l_zpa) (13.11)

erhilt man aus Gl. (13.10) die Bedingung: o1, < ¢/a. Unter Verwendung von (13.7) kann
auch die fur die gewiinschte Simulationsgenauigkeit erforderliche Anzahl der simulierten
Bits angegeben werden:
- f— - 2
N 2(=p)at (13.12)

82

Soll das Konfidenzniveau p. = 90% betragen, so ist a = 1.65 einzusetzen (vgl. Tabelle
im Anhang B). Dagegen ergibt sich fir p. = 99% die Konstante zu a = 3.29.

Je groBer die gewiinschte Sicherheit (gekennzeichnet durch a) und je kleiner die
zulassige Abweichung ¢, um so mehr unabhangige ZufallsgroBen miissen berucksichtigt
werden. Der erforderliche Wert von N hangt aber auch von der zu erwartenden Bitfehler-
wahrscheinlichkeit pg ab. In der Vorbereitungsfrage V13.3 werden die hier angegebenen
Abhangigkeiten an einigen charakteristischen Zahlenwerten verdeutlicht und eine Faust-
formel fur die Anzahl der erforderlichen ZufallsgroBen abgeleitet.
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13.2 Fehlerwahrscheinlichkeit bei Gaufischem Rauschen

Nun wird der Einflu von Storungen auf die Qualitat (Fehlerwahrscheinlichkeit) der
Digitalsignaliibertragung untersucht. Dazu betrachten wir das Detektionssignal d(¢) im
Modell von Bild 13.2, das sich additiv aus einem digitalen, M—stufigen Nutzanteil dg(¢)
und einem Rauschanteil dx(f) zusammensetzt. Uber die Entstehung dieses Signals
werden vorerst keine Aussagen gemacht.

' d(t) Detektor | w(f) die.
Nutzanteil dg(f) — (M-stutig)

Rauschanteil dy(t)

Bild 13.2: Detektion eines durch GauBsches Rauschen gestorten Digitalsignals.

Wir setzen fir das Folgende voraus, daB8 der stochastische Signalanteil dn(¢) stationar
sei, so daB seine WDF f;n(dN) zeitunabhdngig ist. In vielen Fillen kann dieser Anteil
zudem als mittelwertfrei, signalunabhangig und gauBBverteilt angenommen werden. Da-
mit ist die Streuung o; der einzige Parameter des Rauschprozesses, und es gilt:

1
de(dN) = \/%'Od

Alle Eigenschaften des Rauschanteils dn(¢) sind in Abschnitt 4.3 beschrieben. Bild 13.3
zeigt einen beispielhaften Ausschnitt des Signalverlaufs d(¢) fur die Stufenzahl M = 2.

e~/ (13.13)

Das Detektionssignal d(¢) wird anschlieBend einer (M-stufigen) Schwellenwertent-
scheidung unterzogen, so daB3 das Sinkensignal v(¢) die gleiche Stufenzahl M wie das
gesendete Nutzsignal s(¢) aufweist. Die Funktion des Detektors ist ahnlich der eines
Quantisierers (vgl. Kapitel 12), doch ist das Eingangssignal hier verrauscht.

Bei einem digitalen Ubertragungssystem bewirkt der stochastische Signalanteil dy(¢)
fehlerhafte Entscheidungen, so daB die (mittlere) Symbolfehlerwahrscheinlichkeit pg
endlich ist. Sind die gesendeten Symbole statistisch voneinander unabhangig, so gilt mit
der Stufenzahl M und den Auftrittswahrscheinlichkeiten p; der einzelnen Symbole:

M
Ps = zpi'psl' . (13.14)
=1

Diese Wahrscheinlichkeit wird hier als Scharmittelwert berechnet. pg; bezeichnet die
bedingte Wahrscheinlichkeit, da das i-te Symbol des Symbolvorrats aufgrund des
Rauschens und der anschlieBenden Entscheidung in ein anderes Symbol verfalscht wird.

Gleichung (13.14) wird nun fiir den Sonderfall M = 2 interpretiert. Die moglichen
Amplitudenstufen des rechteckformigen Nutzsignals seien 45 (man spricht dann von
bindirer bipolarer Ubertragung), so daf fiir dessen WDF entsprechend Kapitel 4 gilt:

fisldg) = p(dg = =sy) 0(dg +s5y) + p(dg = +54) 0(dg-sy) . (13.15)
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T T
d(r) d
+ 50 S(t) + 59
' E=0
e I
S0 rw - S80
~— fald)

Bild 13.3: Detektionssignal d(f) = ds(¢t) + dn(t) eines durch GauBsches Rauschen
(mit 0 4 = s¢/2) gestorten Binarsignals, und zugehorige WDF f;(d).

Sind Nutz- und Storanteil statistisch voneinander unabhangig, was bei sehr vielen

Anwendungen zutrifft, so ergibt sich fur die WDF des gesamten Detektionssignals d(¢):
+ 0

fd(d) = fds(d)*de(d) = I fds(ds)'de(d—ds) ddg . (13.16)
Die Gleichung gilt allgemein fiir die WDF der Summe unabhéngiger ZufallsgroBen (vgl.
[24]). Beriicksichtigt man, dal die Faltungsoperation einer gegeniiber dem Nullpunkt
verschobenen Diracfunktion d(x-xg) mit einer beliebigen Funktion f(x) das Ergebnis
fx-xp) liefert, so folgt mit den Abklrzungen p; = p(ds = -sg) und p, = p(ds = + s¢)
fur die WDF des Detektionssignals:

( (d + 50)2

2
f,d) = )+ /_ . -exp(- - SO)) (13.17)

In Bild 13.3 ist rechts das Ergebnis der Faltungsoperation (13.17) dargestellt, wobei die
resultierende WDF f;(d) gleich der Summe der beiden gewichteten und um +sg bzw. —sq
verschobenen GauBlfunktionen ist. Fur diese Darstellung ist vorausgesetzt, dafl das Binar-
signal den Amplitudenwert +sy mit groBerer Wahrscheinlichkeit annimmt als —sy.

Wird das Signal d(¢) einem Schwellenwertentscheider mit der Entscheiderschwelle
E = 0 zugefuhrt, so erhalt man fir die Bitfehlerwahrscheinlichkeit:

P =P1Ps1 + Py Py = PyplAN(Tp) > +59) + py-pldn(Tp) <-sp) . (13.18)
Hierbei ist bertcksichtigt, dal beim Binarsystem die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit pg
identisch mit der Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg ist.

Die Wahrscheinlichkeit, da8 der Rauschanteil dn(f) zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢,
z.B. zum Detektionszeitpunkt 7T, den Wert s iiberschreitet, berechnet sich mit (4.2) und
dem komplementdiren Gaufischen Fehlerintegral Q(x) gemal (4.40) wie folgt:

+ o

pA(Tp) > sp) = I fntdy) ddy = Q(Z—‘;). (13.19)

Die linke Gleichung gilt dabei allgemein, die rechte nur bei GauBBschen Storungen.
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10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
So
20-1g(*Y) in dB —>
Ty

Bild 13.4: Bitfehlerwahrscheinlichkeit entsprechend der Q-Funktion.

Fir die Unterschreitungswahrscheinlichkeit erhalt man aufgrund der Symmetrie der
WDF den gleichen Wert (hierbei ist die Beziehung Q(-x) = 1- Q(x) berticksichtigt):

-5,

-5 s
PUNT) < =s0) = | Sy ddy = ©(720) = O(2), (13:20)
d d
Setzt man diese Ergebnisse in (13.18) ein, so ergibt sich fiir die (mittlere) Bitfehlerwahr-
scheinlichkeit eines durch GauB3sches Rauschen gestorten bipolaren Binarsignals

P = Q(ff_(;)’ (13.21)

und zwar unabhangig von den Auftrittswahrscheinlichkeiten p; bzw. p,. Dieser Verlauf
ist in Bild 13.4 doppelt-logarithmisch dargestellt.

Das Fehlerintegral Q(x) wurde in Gl. (4.40) als bestimmtes Integral definiert; es kann
analytisch nicht gelost werden. Im Anhang B sind die Zahlenwerte der fir Fehlerwahr-
scheinlichkeitsberechnungen auBerst wichtigen Fehlerfunktion tabellarisch angegeben.
Nachfolgend finden Sie die C-Implementierung einer auf einer Reihenentwicklung
basierenden Q(x)-Niherung (fiir x > 1 ist der relative Fehler kleiner 4-1073):

# include <math.h>
double Q(double x)
{ double zwei pi=6.283185307,v, sum;
v = 1.0/(x*x);
sum = v/(1.0+8.0*%v/(1.049.0%v/(1.0+10%v/(1.0+11.0*v/(1.0+12.0%v)
sum = v/(1.0+3.0*%v/(1.04+4.0*%v/(1.0+5*%v/(1.046.0%v/(1.0+7.0*%sum))
sum = exp(-0.5%x*x)/(sqrt(zweipi) *x*(1.0+v/(1.0+2.0*sum))) ;
return (sum);

)

’

)))
)))
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13.3 Optimaler Binidrempfanger

Es gelten weiterhin die Voraussetzungen von Abschnitt 13.2. Das binare Sendesignal
s(¢) sei bipolar (£sp) und rechteckformig (vgl. Bild 13.3), der Kanal dampfungs- sowie
verzerrungsfrei. Das GauBsche Rauschsignal n(¢) stellt somit nach wie vor die einzige Be-
eintrachtigung des Digitalsignals dar. Einen solchen Kanal mit Hx(f)=1 und additivem
Rauschterm n(f) nennt man AWGN-Kanal (Additive White Gaussian Noise).

Fir das GauBsche Storsignal n(f) wird nun weiles Rauschen mit der (zweiseitigen)
Rauschleistungsdichte ®,(f)=Ny/2 zugrunde gelegt. Ein solcher Rauschprozefl besitzt
einen unendlich groBen Effektivwert, d.h. es gilt: 0, = . Ohne geeignete Malnahme
am Empfanger ergibt sich gemaf (13.21) so die Bitfehlerwahrscheinlichkeit zu pg = 1/2.

Um die Rauschleistung vor dem Schwellenwertentscheider zu begrenzen, ist deshalb
am Empfingereingang ein Filter erforderlich (vgl. Bild 13.5). Das Eingangssignal dieses
Filters sei r(t), das Ausgangssignal wird mit d(¢) bezeichnet. Dieses setzt sich additiv aus
dem Nutzanteil dg(f) und dem Storanteil dn(f) zusammen:

d(t) = dgy(t) + dy(t) . (13.22)

Der erste Anteil rihrt von s(¢) her, der zweite ist auf n(¢) zurickzufihren.

Das beste Ergebnis hinsichtlich des erreichbaren Signalrauschverhaltnisses liefert das
an einen rechteckformigen Sendeimpuls g;(¢) der Amplitude sy und der Symboldauver T
angepalite Matched-Filter (vgl. Abschnitt 11.1) mit dem Frequenzgang

Hyp(f) = si(mw-f-T). (13.23)
Damit gilt fiir die dazugehorige (akausale) Impulsantwort App(f) o—e Hyp(f):
1/T fur |¢| < T/2,
0 sonst.

Hierbei ist vorausgesetzt, dal der Schwellenwertentscheider zum Detektionszeitpunkt
Tp =0 entscheidet. Gleichung (13.24) bedeutet: Die optimale Impulsantwort des Filters
ist formgleich mit dem rechteckformigen Sendegrundimpuls; sie kann z.B. mit Hilfe eines
Integrators (iiber eine Symboldauer T) realisiert werden.

Bild 13.5: Optimaler Binarempfanger bei Rechteck—Sendeimpulsen und AWGN-
Kanal, bestehend aus Matched-Filter und Schwellenwertentscheider.
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s(¢) : : —t : : ‘ ‘ — : t/T —>

So - A7)
o "/ VAN
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Detektionszeitpunkte

Bild 13.6: Ausschnitte aus dem Sendesignal (a) und dem Detektionsnutzsignal (b) beim
optimalen Binarsystem (Storungen sind hier nicht berticksichtigt: n(f) =0).

Wird ein einzelner Rechtecksendeimpuls g;(¢) mit Symboldauer T und Amplitude sq
gesendet und ist das Rauschen vernachlassigbar, so ist das am Schwellenwertentscheider
anliegende Signal ein Dreieckimpuls g;(¢) mit gleicher Amplitude sj, aber nun mit der
absoluten Dauer 2-T. In Bild 13.6 sind die Grundimpulse g(¢) und g;(¢) grau dargestellt.

Die durchgezogene Kurve in Bild 13.6(b) zeigt einen Ausschnitt des Detektionsnutz-
signals dg(¢) fiir das oben dargestellte rechteckformige Sendesignal s(¢); dieses setzt sich
aus Geradenstiicken zusammen. Zu allen Detektionszeitpunkten gilt: ds(vT) = £s. Nach
Abschnitt 13.2 kann somit fir die Bitfehlerwahrscheinlichkeit geschrieben werden:

pp = Q(%?)). (13.25)

Hierbei bezeichnet o, den Effektivwert des Detektionsstorsignals dn(f); das Quadrat ist
die Detektionsstorleistung. Fir diese folgt aus (13.23):

+ o + o
N, N, N,
2 _ 0. 2 — 0. 2 — 0

Setzt man dieses Ergebnis in (13.25) ein, so erhalt man:

2.52.T 2-E
= ~ 0 Ty — B
g = Q( / N, ) = Q( N, ). (13.27)

Hierbei bezeichnet Eg=s¢?-T die Energie des NRZ-Rechtecksendeimpulses (Energie
pro Bit). Diese fiir die gesamte digitale Ubertragungstechnik wichtige Gleichung gilt fiir
ein bipolares binares Basisbandsystem mit AWGN-Kanal, Matched-Filter und optimaler

Entscheiderschwelle. Der Einflu3 einer Schwellendrift wird in Vorbereitungsfrage V13.1
behandelt, andere Voraussetzungen bezuglich Sender, Kanal und Empfangerkonzept in
nachfolgenden Kapiteln. Die linke Gleichung in (13.27) ist nur bei rechteckformigen
Sendeimpulsen anwendbar. Dagegen gilt die rechte Gleichung auch fur eine andere
Impulsform, wenn auch ein entsprechend anderes Matched-Filter berucksichtigt wird.
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13.4 Vorbereitungsfragen

V13.1: Es gelten die Voraussetzungen von Abschnitt 13.2, d.h. es wird die Ubertragung
eines Binarsignals (Symboldauer T) mit gleichwahrscheinlichen Amplitudenwerten +sq
uber den AWGN-Kanal, gekennzeichnet durch die Rauschleistungsdichte Ny, betrachtet.
Es gelte s = 2V und Ny= 107 V?/Hz. Die Bitrate betrage 2 Mbit/s.

a)

b)

d)

Wie groB ist die Bitfehlerwahrscheinlichkeit pp, wenn der Schwellenwert £=0
vorausgesetzt wird? Welcher Wert ergibt sich fir die "Energie pro Bit”?

In der Literatur wird anstelle von Q(x) haufig auch die vergleichbare Funktion

+ oo

erfc(x) = % : I e’ du (13.28)
7

verwendet. Welcher Zusammenhang besteht zwischen Q(x) und erfc(x)?

X

Geben Sie pg auch in der Form von GI. (13.25) an. Wie grof} ist 047

Kann unter der Voraussetzung, da} die Symbolwahrscheinlichkeiten p; = p(s =-s¢)
und p, = p(s = + s¢) gleich seien, durch einen anderen Schwellenwert als £ = 0 eine
kleinere Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg erreicht werden?
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Fir das Folgende seien die Auftrittswahrscheinlichkeiten der beiden Symbole unter-

schiedlich: p; = p(s =-s¢) = 0.31 und p; = p(s = +s9) = 0.69. AuBerdem soll nun der

Schwellenwert E ein frei wahlbarer Parameter sein.

e) Geben Sie fur diesen Fall den allgemeinen Ausdruck fiir die Bitfehlerwahrschein-
lichkeit pg = pg gemaB (13.14) in Abhangigkeit aller Parameter (p1, p2, 04, E) an.

f) Zeigen Sie durch Nullsetzen der Ableitung dpg/dE, dal man fir den optimalen
Schwellenwert folgende Beziehung erhalt:

_ g P =8 (13.29)
2.5 p(s=+sgy)

opt

Hinweis: Fur die Ableitung der Q-Funktion gilt:

dOox) _ 1 )
e V2 '
Dieses Ergebnis ist einsichtig, da Q(x) das (bestimmte) Integral iiber die GauBsche
WDF ist. Die Ableitung dQ(x)/dx liefert dann natirlich wieder diese Funktion. Das
Vorzeichen ergibt sich aus dem monoton fallenden Funktionsverlauf.

(13.30)

g) Welchen Wert erhilt man mit den oben angegebenen Auftrittswahrscheinlichkeiten
und o; gemalB Punkt c) fir den optimalen Schwellenwert? Interpretation.

h) Welcher Wert ergibt sich damit fir die minimale Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg min?
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V13.2: Ein Ternarsignal s(¢) mit den (normierten) Amplitudenstufen -1, 0, +1 und den
Auftrittswahrscheinlichkeiten p(-1) = p(+1) = 0.25 und p(0) = 0.5 wird durch einen
GaubBschen Rauschanteil mit dem (normierten) Effektivwert oy = 0.2 gestort. Die beiden
(normierten) Entscheiderschwellen liegen symmetrisch bei £; = —0.5 und E; = +0.5.

a) Skizzieren Sie die WDF f;(d) des Summensignals d(¢) in das nachfolgende Diagramm.
Beschriften Sie die Ordinate und zeichnen Sie die Schwellenwerte £, und E, ein.
Schraffieren Sie die fiir pg charakteristischen Flachenanteile.

T S I I R S S I
| |
| |
| |
| |
| |

b) Berechnen Sie die mittlere Symbolfehlerwahrscheinlichkeit pg dieses Ternarsignals.

c) Welche der drei Amplitudenstufe wird mit der groBBten Wahrscheinlichkeit gestort?
Kann durch eine andere Wahl der Schwellenwerte £, und E, die Symbolfehlerwahr-
scheinlichkeit pg verringert werden? (Begriindung)
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V13.3: Diese Aufgabe behandelt die erreichbare Genauigkeit von simulierten Bitfehler-
kurven (vgl. Abschnitt 13.1).

a) Die Bitfehlerwahrscheinlichkeit eines Digitalsystems betrigt 10~*. Wie groB ist die
Wabhrscheinlichkeit p, , daB die per Simulation uber 100 Symbole ermittelte Bitfehler-
quote zwischen 0.9-10~* und 1.1-107* liegt?

b) Geben Sie - ausgehend von (13.12) - eine Naherung fiir die Anzahl N simulierter Bit
an, die erforderlich ist, damit die per Simulation ermittelte Bitfehlerquote /i betrags-
maBig nicht mehr als einen Faktor €., von der Fehlerwahrscheinlichkeit pg abweicht.
Das Konfidenzniveau p, soll wieder durch die mit (13.11) definierte Konstante a
beschrieben werden.

¢) Welche Konstante a ergibt sich fur das Konfidenzniveau p, = 95%?

d) Geben Sie eine Faustformel fir die erforderliche Bitanzahl N an, die fiir eine maxi-
male Abweichung von 10% vom Sollwert und das Konfidenzniveau p, = 95% gilt?
Welcher Wert von N ergibt sich daraus fiir pg = 10747
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13.5 Versuchsdurchfithrung

Die Aufgaben D13.1 und D13.2 sollen mit dem Programm ’fwk” durchgefihrt werden,
der Versuch D13.3 mit "dis”.

D13.1: Uberpriifen Sie zunichst mit “fivk” das Ergebnis der Vorbereitungsfrage V13.1.
Die Auftrittswahrscheinlichkeiten seien p; = p(s =-sg) = 0.31, po = p(s = +59) =0.69
und der Schwellenwert E ein frei wahlbarer Parameter. Beruicksichtigen Sie dabei, dafl im
Programm “fwk” alle GroBen auf sy normiert sind.

a) Welchen Wert miissen Sie fiir die normierte Streuung o eingeben, damit Sie mit dem
Programm das gleiche Ergebnis wie in V13.1 erhalten konnen?

b) Untersuchen Sie die Abhangigkeit der Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg = pg von der
Entscheiderschwelle E, indem Sie die Ergebnisse fur E/sg = -0.4,-0.3,-0.2, -0,1 und
0 in das nachfolgende Diagramm eintragen.

Eingabeparameter: M = p(-1) = 0 =

0% : : 1 1
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 Elsy —*

¢) Stimmt der hier per Simulation ermittelte Wert fir £, mit der Berechnung in V13.1
uberein? Wo liegt allgemein der optimale Schwellenwert Eqp bei einem Binérsystem?
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D13.2: Sind die Amplitudenwerte eines M-stufigen Signals gleichwahrscheinlich und
liegen sie aquidistant zwischen den Werten —sy und +s, so erhalt man fur die mittlere
Symbolfehlerwahrscheinlichkeit:

P = 2'(]]\\/[/[_ 1)'Q(SO/(A;[_1))' (13.31)

Voraussetzung fur die Gultigkeit dieser Gleichung sind Schwellenwerte in der Mitte
zwischen zwei benachbarten Amplitudenwerten.

a) Begrunden Sie obige Gleichung am Beispiel der Stufenzahl M = 4.

b) Wie groB darf die (normierte) Streuung o des Storsignals 7(f) maximal sein, damit die
Fehlerwahrscheinlichkeit den Wert 10~ nicht iiberschreitet? Berechnen Sie den
Grenzwert von o fir M =2, M =3 und M =4 mit Hilfe der Fehlertabelle im Anhang.

¢) Uberpriifen Sie Thre Ergebnisse von b) mit dem Programm “fwk”.

/s, gemas b) Schwellenwerte s

M=2 E1/50=

M=3 Eq/sp=
E2/S()=
E1/50=
M=4 Eslsy=
E3/S()=
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d) Ermitteln Sie mit dem Programm “fwk” die optimalen Schwellenwerte fiir ein Ternar-
system mit den Auftrittswahrscheinlichkeiten p(-1) = p(+1) = 0.25 und p(0) = 0.5
sowie der Streuung 0 = 0.2 (vgl. V13.2) und o = 0.5. Welche Verbesserung ergibt
sich gegentuiber mittigen Schwellenwerten?

D13.3: Untersuchen Sie nun mit dem Programm “dis” (Meniipunkt 6) die Genauigkeit
von simulierten Fehlerwahrscheinlichkeiten. Die tatsachliche Bitfehlerwahrscheinlichkeit
des betrachteten Digitalsystems sei pg = 1073.

a) In jeder Versuchsreihe wird die Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg durch die Bitfehler-
quote g angenahert, wobei stets N = 100000 Symbole berucksichtigt werden sollen.

Wie groB sind (theoretisch) der Erwartungswert mg) und die Streuung Gg) ?

b) Bestimmen Sie mit dem Programm “dis” die simulierten Werte von mg) und Gg)

durch Auswertung von 100 Versuchsreihen. Welche Minimal- und Maximalwerte
ergeben sich bei diesen 100 Versuchen?
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¢) Berechnen Sie das Intervall, in dem 80 % der MeBwerte zu erwarten sind.

d) Welche 80 %-Schranke wird mit dem Programm durch Simulation iiber 100 Versuchs-
reihen ermittelt? Geben Sie weiterhin die 90 %- und die 95 %-Schranke an.

e) Uberpriifen Sie abschlieBend mit dem Programm “dis” die in V13.3(d) abgeleitete
Faustformel fur die erforderliche Bitanzahl N, die fur eine maximale Abweichung von
10% vom Sollwert und das Konfidenzniveau p, = 95% abgeleitet werden sollte.
Wihlen Sie fir diesen Versuch pg = 0.01?
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13.6 Ubungsaufgaben

U13.1: Zur Berechnung des komplementiren GauBschen Fehlerintegrals Q(x) kann man
auch die sogenannten Fehlerfunktionen verwenden (siehe Vorbereitungsfrage V13.1):

X

erf(x) = % : I e du | (13.32)
4
0
+ 0
erfc(x) = % : I e du = 1-erf(x) . (13.33)
4

X
a) Schreiben Sie die Funktion "Q1(x)”, die Q(x) gemal obigen Gleichungen mit Hilfe
von “erf(x)” bzw. “erfc(x)” berechnet. Welche Funktion eignet sich fir groBe x—Werte
(d.h. fiir kleine Fehlerwahrscheinlchkeiten) besser? Hinweis: Da erf(x) und erfc(x)
nicht in der verwendeten C-Bibliothek vorhanden sind, sondern anderweitig zur
Verfugung gestellt werden, mussen sie in C intern als "float” vereinbart werden.

C: #include <math.h> F77: real function Q1l(x)
float Ql(x) real x
float x;

b) Schreiben Sie zum Vergleich die beiden Funktionen "Qo(x)” und "Qu(x)”, die eine
obere bzw. untere Schranke fiir Q(x) darstellen:

1 _x2/2
= , 13.34
Q ) By (13.34)
_1
Q) = @)-Cx /2 (13.35)

Berucksichtigen Sie hierbei, daB diese Gleichungen fir x-Werte < 0 nicht zulassig
sind. Setzen Sie in diesen Fallen Qy(x) = Qyu(x) = 1 000 000.

C: float Qo(x) F77: real function Qo(x)
float x; real x
C: float Qu(x) F77: real function Qu(x)

float x; real x
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c)

Schreiben Sie ein Programm ’fwktab”, das die Funktionen "Ql(x)”, "Qo(x)” und
“Qu(x)” aufruft und in einer Tabelle der Form "x Q1(x) Qo(x) Qu{x)” am Bildschirm
ausgibt. Die Variable x soll hierbei Werte von 0 bis 10 im Abstand Ax =0.5 annehmen.
Ubersetzen und binden Sie Thr Programm mit “mkfwktab” bzw. "mkfwktab —f".

C: #include <stdio.h> F77: program fwktab
main()

Tragen Sie die vom Programm “fwktab” ausgegebenen Werte in das nachfolgende
Diagramm ein (nur fiir ganzzahlige Werte von x). Uberpriifen Sie insbesondere, ob
Qo(x) und Qy(x) tatsachlich Schranken fir Q(x) darstellen. Hinweis: Fur die bereits
eingezeichnete Kurve Q(x) wurden die exakten Werte aus dem Anhang verwendet.
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1 + —+ -+ -+ -+ =+ -+ —+ -+
| | | | | |
107" + -+ -+ -+ —+ =+
Q) | | | | | |
1072 + = F -+ -+ -+ —+ =+
| | | | | | |
107 + — + -+ -+ -+ —+ =+
| | | | | | | |
107 1 + - + -+ N\ "+ —+ -+ —+
| | | | | | |
107 - e e e N e S S
| | | | | | | |
10° - + =+ =+ -+ A+ —+ -+ =+
| | | | | | |
107 + - 4+ -4+ =4+ =N\ *+ -+ —+
| | | | | | | |
107 - =+ =+ =+ =+ A\t -+ =+
| | | | | | | |
107 1 + -+ -+ -+ -+ =X -+ —+
| | | | | | | |
107" | | | | | —\— —
0 1 2 3 4 5 6 7 g X
0 6 10 12 14 16 18dB
I I I I I I I201gx
U13.2:

a) Schreiben Sie ein Programm “fwkber”, mit dem die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit
eines Dreistufensignals in Abhangigkeit der Entscheiderschwelle berechnet und aus-
gegeben wird. Die Amplitudenstufen seien symmetrisch und liegen bei-A4, 0 und +A4.
Das Programm soll diesen Amplitudenwert, den Storeffektivwert (Streuung) und die
beiden Auftrittswahrscheinlichkeiten p(-1) und p(+ 1) einlesen.

Die beiden Entscheiderschwellen sollen ebenfalls symmetrisch zu 0 liegen, d.h. es
gelte: £y = -F, E; = +E. Bestimmen Sie den optimalen Wert E,, indem Sie £ von
0 bis 4 im Abstand AE = 0,05-A4 variieren und dabei jeweils die Symbolfehler-
wahrscheinlichkeit pg berechnen und ausgeben. Am Ende soll auch die minimale
Symbolfehlerwahrscheinlichkeit pg pin sowie die optimale Entscheiderschwelle am
Bildschirm angezeigt werden. Fiir das Ubersetzen und Binden konnen Sie die
Anweisung "mkfwkber” bzw. "mkfwkber —f” verwenden.

C: #include <stdio.h> F77: program fwkber

main()
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b) Uberpriifen Sie Thr Programm “fwkber” anhand der Ergebnisse des Programms “fwk”
fur folgenden Parametersatz:

A=1, 0=02, p-1)=p(+1) =02
ps ( fwkber”) =

ps (k") =

c) Tragen Sie die Verlaufe der Symbolfehlerwahrscheinlichkeit pg in Abhangigkeit des
normierten Schwellenparameters E/A4 in das nachfolgende Diagramm ein, und zwar
fur die drei unterschiedlichen Streuungen 0 = 0.1, 0 = 0.2 und 0 = 0.4. Die Sym-
bolwahrscheinlichkeiten sollen hierbei wie unter Punkt b) gewahlt werden. Interpre-
tieren Sie die einzelnen Kurvenverlaufe.

Ps

A
1+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -4+ -+ - 4+ - 4
| | | | | | | | | |
e e S s e S S S S
| | | | | | | | | |
02+ - + -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ - + - 4
| | | | | | | | | |
I i S S S I T
| | | | | | | | | |
074 — - b
| | | | | | | | | |
035+t -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ - 4
| | | | | | | | | |
00+ — + — + — F -+ -+ — + -+ -+ - 4 =+
| | | | | | | | | |
T e e Tt e T T
| | | | | | | | | |
1078 | | | | 1 1 1 1 1 |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

E/A
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14 Digitale Basisbandubertragung

Inhalt: In diesem Kapitel werden die Komponenten eines digitalen Basisbandsystems
vorgestellt. Die Bezeichnung "Basisband” bedeutet hierbei, daf} das digitale Nachrichten-
signal ohne vorherige Frequenzumsetzung (Modulation mit Sinustrager) iibertragen wird.
AuBerdem werden die wichtigsten Beurteilungs— und Optimierungskriterien der digitalen
Ubertragungssysteme diskutiert. Hierzu gehoren insbesondere das Augendiagramm
sowie die mittlere und die ungiinstigste ("worst case”) Fehlerwahrscheinlichkeit.

14.1 Blockschaltbild eines digitalen Basisbandsystems

Bild 14.1 zeigt das allgemeine Blockschaltbild eines Basisbandsystems. Beispielhafte
Signalverliufe, giiltig fiir eine binire bipolare Ubertragung, sind in Bild 14.2 dargestellt.
Im folgenden werden die Aufgaben bzw. Eigenschaften der einzelnen Systemkomponen-
ten (Sender, Kanal und Empfanger) erlautert. Aus Vereinfachungsgriinden bleiben die
schaltungstechnisch bedingten Laufzeiten der einzelnen Komponenten unberucksichtigt.

| Sender | Kanal | Empfanger |
| | | |
q(t) s(t k@) () d(t) (t)
dig Sende- )
R ~ L b
Quelle lgfrglesr H(f) Hg(H) etektor
%
9 () Tkt Uy?
(ideal)

weilles Rausche

Bild 14.1: Blockschaltbild eines digitalen Basisbandubertragungssystems.

Die digitale Quelle erzeugt die Quellensymbolfolge (gy), die moglichst fehlerfrei zur
Nachrichtensinke uibertragen werden soll. Die physikalische Reprasentation der Quellen-
symbolfolge ist das Quellensignal g(¢). Im folgenden wird die digitale Quelle als binar
(d.h.: die Stufenzahl ist M =2) und redundanzfrei vorausgesetzt. Das bedeutet, da} die
beiden moglichen Symbole "O” und "L gleichwahrscheinlich sind und statistisch unab-
hangig voneinander auftreten. Mit der Bitdauer Ty eines binaren Nachrichtensymbols
ergibt sich fiir die Bitrate des hier betrachteten Ubertragungssystems: Rg= 1/Tg.

Das Quellensignal ¢(f) muB vor der Ubertragung an die spektralen Eigenschaften des
Ubertragungsmediums und der Empfangseinrichtungen angepaBt werden. Hierzu dient
der Sender, der im allgemeinen aus einem Coder und einem Sendeimpulsformer besteht.
Das Ausgangssignal des Senders ist das Sendesignal s(¢), das mit dem Sendegrundimpuls
gs(t) o—= Gy(f), den dimensionslosen Amplitudenkoeffizienten a, und der Symboldauer
T (bei Binariibertragung gilt T = Tp) in folgender Weise geschrieben werden kann:

s(t) = S‘;‘ a, gt-v-T). (14.1)

Yy =—00
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Mit dem Sendeimpulsformer kann die Rechteckform der Impulse beispielsweise in
einen Dreieck—-, GauB- oder Cosinusquadratimpuls gewandelt werden, wodurch das
Leistungsdichtespektrum des Sendesignals beeinflult wird. Eine zweite Moglichkeit zur
spektralen Anpassung des Sendesignals an den Ubertragungskanal bietet die sogenannte
Ubertragungscodierung. Ein solcher Coder 16st diese Aufgabe auf Symbolebene und ist
i.a. eine nichtlineare Schaltungseinrichtung. Auf die Aufgaben und Einfliisse der Uber-
tragungscodes wird im Kapitel 15 noch ausfithrlich eingegangen.

Fiir das Folgende wird die binire redundanzfreie Ubertragung mit rechteckformigen
NRZ-Sendeimpulsen (Amplitude s, Dauer T') betrachtet. Somit lautet das Spektrum von
8s(t): Gi(f)=sg T-si(a-f-T). Bei einem unipolaren System sind die Amplitudenkoefti-
zienten ay € {0, 1}. Dagegen gilt bei bipolarer Ubertragung: a, € {-1, +1}.

T +1V
q(t) 0 T T T T T T T T T T T [/T —>
(a) -6 -5 4 -3 -2 1 2 3 4 5
T +3V
S(t) 0 T T T T T T T T T T T [/T —
(b) 6 S5 |-4|3[2 2 1|23 45
3V - - — —

T Nutzanteil
() t)T —>
(c)
mit Storung: d(r)
hne Sto ds(t
T 0/ ne Storung: dg(r) j L3 ];)_e?iﬁ%(t
1ttenler
d(r) 2\ L /ﬁ o
T T T T T T f T T T T [/T
() o s N A N s
- -3V
I O O T
Detektionszeitpunkte
Bitfehler (g, = L,v, = O)
T +1V @
U(t) 0 T T T T T [/T —>
(e) 6 -5 -4 -3 2 1 1 2 3 4 5

Bild 14.2: Beispiel der Signalverlaufe bei binarer bipolarer redundanzfreier Basis-
bandiibertragung uiber ein Koaxialkabel und Schwellenwertentscheidung.
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Im Beispiel von Bild 14.2(b) ist eine binare bipolare Signalisierung verwendet, bei der
dem Binarsymbol "L die Amplitudenstufe 3V und dem Symbol O die Amplitudenstufe
-3V zugeordnet ist. (Manchmal bezeichnet man “bipolar” auch als "antipodisch™).

Bei der Ubertragung iiber den Kanal (Ubertragungsmedium) wird das Signal s(¢) i.a.
verzerrt und von (additiven) Storungen iiberlagert. Der Kanal kann z.B. ein Koaxialkabel
oder ein Lichtwellenleiter sein (Anmerkung: Bei Funksystemen ist die Basisbandiiber-
tragung direkt nicht anwendbar). Sind die Ubertragungseigenschaften des Kanals linear
und zeitunabhingig, so wird der EinfluB des Kanals auf das zu Gibertragende Nutzsignal
ausreichend genau durch den Kanalfrequenzgang Hk(f) e——o hg(t) beschrieben. Das
Kanal-Ausgangssignal inklusive Storungen bezeichnet man als das Empfangssignal

r(t) = s(t) = hg(t) + n(t) . (Hierbei kennzeichnet * die Faltung) . (14.2)

Das Storsignal n(f) kann explizit nicht angegeben werden. Es mull vielmehr durch seine
statistischen Kenngrofen, z.B. durch die WDF f,(n) und das LDS @ ,(f) charakterisiert
werden. Im folgenden wird von gauBverteilten und weien Storungen n(¢) ausgegangen.

Das in Bild 14.2(c) dargestellte Empfangssignal r(¢) gilt fiir ein Koaxialkabel mit der
relativ geringen Kabeldampfung (bei der halben Bitfrequenz) von 40 dB. Die normierte
Streuung des Storsignals betragt hier o,/so = 0.1. Das Bild zeigt, dal die Verzerrungen
bereits bei diesem, noch relativ giinstigen Kanal so stark sind, daB} die gesendete Symbol-
folge auch bei Vernachlassigung der Storungen nicht mehr zu erkennen ist.

Der Empfanger des digitalen Basisbandsystems beinhaltet stets ein Empfangsfilter
und einen getakteten Detektor (z.B. einen Schwellenwertentscheider). Das Empfangs-
filter hat die Aufgabe, die Storleistung vor dem Detektor zu begrenzen. Hierzu eignet
sich ein TiefpaBl mit dem Frequenzgang HEg(f) e——o hg(f), also ein passives Filter.

Zusatzlich hat das Empfangsfilter oft die Aufgabe, die auf dem Kanal entstandenen
Amplituden— und Phasenverzerrungen soweit wie notig und moglich zu beseitigen. Dazu
miissen die fiir die Ubertragung des Nutzsignals wichtigen Frequenzanteile angehoben
werden, was nur mit einer aktiven Schaltung moglich ist (Entzerrer).

Das Ausgangssignal des Empfangsfilters Hg(f) und gleichzeitig das Eingangssignal
des Detektors ist das Detektionssignal

d(t) = r(t) = hg(t) = s(t) = hy(t) = hg(t) + n(t) = hgt) = dg(t) + dy() - (14.3)
Die beiden Indizes ”S” und "N” stehen hierbei wieder fiir ”Signal” und "Noise”.

Der Nutzanteil dg(¢) 1aBt sich wie s(¢) als Summe von gewichteten und jeweils um die
Symboldauer T verschobenen Einzelimpulsen darstellen. Analog zu (14.1) gilt:

+ 0
dg6) = > a,-gft-v-T). (14.4)
Yy =—w
Der Detektionsgrundimpuls kann dabei in folgender Weise berechnet werden:
84(1) = g,(1) * hy (1) * hy(t) - (14.5)

Aufgrund der Verzerrungen ist g4(¢) stets breiter als g(¢).



318 (. Soder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

Ist das Rauschen n(f) vor dem Empfanger gauBverteilt, so ist das Detektionsstorsignal
dn(?) ebenfalls gauBverteilt. Die Leistung adz dieses unerwunschten, storenden Anteils
kann man mit nachfolgender Gleichung berechnen, wobei der rechte Teil nur fir weiBles
Rauschen mit der konstanten (zweiseitigen) Rauschleistungsdichte ®,(f) = Ny/2 gilt:

+ o + o
N,
7= = | w0101y =20 [ Py (146)

Bild 14.2(d) zeigt das Detektionssignal d(¢) fiir den Fall einer (allerdings unvollstandigen)
Entzerrung. Aus dem in Bild 14.2(d) ebenfalls eingezeichneten Nutzanteil dg(¢) sind die
gesendeten Symbole bereits wieder zu erkennen, doch ist der Signalverlauf aufgrund der
unvollstandigen Entzerrung im Gegensatz zu s(f) nicht rechteckformig. Das Detektions-
storsignal dn(¢) ist in dieser Darstellung gleich der Differenz zwischen d(f) und dg(¢).

Zur Amplituden- und Zeitregenerierung wird das Detektionssignal d(¢) dem Detektor
zugefihrt. Im System nach Bild 14.1 wird hierfur ein binarer Schwellenwertentscheider
verwendet. Dieser vergleicht die Momentanwerte des Detektionssignals d(f) zu den
Detektionszeitpunkten - in Bild 14.2(d) durch Pfeile markiert - mit dem Schwellenwert
E =0 und gewinnt so das rechteckformige Sinkensignal v(f) bzw. die dazugehorige
Sinkensymbolfolge (vy) von Bild 14.2(e). Bei fehlerfreier Ubertragung ist das Signal v ()
bis auf eine schaltungsbedingte Laufzeit gleich dem Quellensignal g(r).

Das zum Entscheidungsprozell notwendige Taktsignal muf3 von der Taktgewinnungs-
einrichtung aus dem ankommenden Signal 7(f) erzeugt werden, z.B. mit Hilfe eines
Phasenregelkreises. Fur einen solchen ist auch die Bezeichnung PLL (Phase Locked
Loop) uiblich. Die Taktgewinnungseinrichtung wird in diesem Versuch allerdings stets als
ideal angenommen.

Solange die Storungen und Verzerrungen des Kanals einen gewissen Grenzwert nicht
uberschreiten, ist die Sinkensymbolfolge mit der Quellensymbolfolge identisch, d.h. es
gilt (vy) = (gy). Zum Zeitpunkt ¢ = 2- T ist in diesem Beispiel ein Bitfehler zu erkennen.
Dieser ist darauf zurickzufiuhren, daB3 aufgrund der Verzerrungen und Storungen des
Kanals das Detektionssignal d(f) den Schwellenwert E = 0 falschlicherweise unterschrei-
tet, und somit das Quellensymbol g, = "L’ als das Symbol v, = "O” entschieden wird
(vgl. Signalverlaufe in den Bildern 14.2(a), (d) und (e)).

Im Programm bas” wird stets die hier beschriebene symbolweise Detektion mittels
Schwellenwertentscheider verwendet. Anzumerken bleibt, da3 mit einem aufwendigeren
Empfanger, der die gesamte Symbolfolge (oder einen Ausschnitt davon) gemeinsam aus-
wertet, in vielen Fillen eine sicherere Entscheidung getroffen werden kann. Beispiele
hierfiir sind die Entscheidungsriickkopplung, auch als Quantisierte Riickkopplung (QR)
bekannt, und der sog. Viterbi-Algorithmus. Letzterer ist ein Maximum-Likelithood-
Detektor. Diese Entscheidungsstrategien werden z.B. im Versuch Impulsinterferenzen &
Entzerrung des Praktikums [30] ausfuhrlich diskutiert.
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14.2 Fehlerwahrscheinlichkeit und Augendiagramm

Das wichtigste Gutekriterium eines Digitalsystems ist die Bitfehlerwahrscheinlichkeit

- I .
ps = Elpv, # q,)] = pv, = q,) = Jim S p(v, = q,) . (14.7)
—3 00 V::l

Bei einem optimalen Binarsystem mit AWGN-Kanal und Matched-Filter ist die
Berechnung von pg recht einfach (vgl. Abschnitt 13.3). In diesem Sonderfall sind alle
Verfalschungswahrscheinlichkeiten p(vy = gy) gleich, und es kann auf die aufwendige
Zeitmittelung in (14.7) verzichtet werden. Mit den Gleichungen von Abschnitt 13.3 gilt

py = 0(50) = o( [Fm = Jeete [ (148)

und man spricht von einem Nyquist—System. Ein solches zeichnet sich dadurch aus, dal
die Symboldetektion nicht von Nachbarimpulsen beeinfluf3t wird (vgl. Kapitel 16). Im
weiteren verwenden wir hierfur auch den Begriff "impulsinterferenzfreies System”.

Bei einem verzerrenden Kanal kann dagegen die Berechnung von pp nach (14.7) sehr
aufwendig sein, selbst beim einfachsten Fall gauBverteilter Storungen. Eine Vereinfa-
chung ergibt sich, wenn man von der Zeitmittelung nach (14.7) zu einer Scharmittelung
ubergeht. Ein geeignetes Hilfsmittel hierfur ist das Augendiagramm.

dg(?)
\\._,/ \\¥’_/ [/T—>
I N D T . D R D B A |

d(r)
ey

Detektionszeitpunkte T
T dy(Tp)
1/8<« +1
d() | 14—
1/8 <
E - 0(Tp) -0
1/8 4
/44—
1/8<4 -1
T < pldy(Tp))
(b) (d)

Bild 14.3: Zur Verdeutlichung der Augendiagramme anhand des Detektionssignals:
(a)  Ausschnitt aus dem Detektionssignal bei gauBahnlichem Impuls,
(b)  Augendiagramm mit Storungen (Signal d(¢)),
(¢)  Augendiagramm ohne Storungen (Signal dg(¢)),
(d)  WDF der Detektionsnutzabtastwerte dg(Tp) fir Tp = 0.
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Das Augendiagramm ist die Summe aller ibereinander gezeichneter Ausschnitte eines
(eventuell verzerrten und gestorten) Digitalsignals, deren Dauer ein ganzzahliges Viel-
faches der Symboldauer T betrigt. Dieses Diagramm hat eine gewisse Ahnlichkeit mit
einem menschlichen Auge, was zu seiner Namensgebung gefiihrt hat. Es kann z.B. auf
einem Oszilloskop dargestellt werden, das mit dem Taktsignal getriggert wird.

In Bild 14.3(b) und (c) sind zwei solche Augendiagramme fir das Detektionssignal d(¢)
von Bild 14.3(a) dargestellt. Bild 14.3(b) zeigt das Augendiagramm mit Storungen,
wahrend fur Bild 14.3(c) nur der Nutzanteil dg(f) des Detektionssignals berticksichtigt ist.

Zur Bestimmung der Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg ist das Augendiagramm ohne
Storungen besser geeignet. Naturlich kann ein solches Augendiagramm nicht in praxi am
Oszilloskop dargestellt, sondern nur mittels einer Rechnersimulation erzeugt werden.

Wie aus Bild 14.3(c) ersichtlich ist, sind im Augendiagramm ohne Storungen nur end-
lich viele Augenlinien zu unterscheiden. Diese Eigenschaft kann bei der Berechnung der
mittleren Bitfehlerwahrscheinlichkeit ausgenutzt werden.

Dazu bestimmt man fir alle Augenlinien den Abstand zur Entscheiderschwelle £ = 0
zum Detektionszeitpunkt T, daraus zusammen mit der Streuung o, des Storanteils dn(¢)
die jeweilige Uberschreitungswahrscheinlichkeit und mittelt iiber alle Augenlinien.

Diese Berechnungsvorschrift 1aBt sich durch die Einfihrung der WDF der Detektions-
nutzabtastwerte dg(7p) formalisieren. Da ohne Beriicksichtigung der Storungen nur
endlich viele Augenlinien auftreten, ist dg(Tp) eine diskrete ZufallsgroBe, deren WDF
aus einer Summe gewichteter Diracfunktionen besteht (vgl. Kapitel 4).

In Bild 14.3(d) ist die WDF der Detektionsnutzabtastwerte dg(Tp) fir das Augen-
diagramm von Bild (c¢) und den Detektionszeitpunkt 7 = 0 dargestellt. Es zeigt, daB sich
im vorliegenden Fall die diskrete WDF aus 6 Diracfunktionen zusammensetzt, deren
Gewichte die Auftrittshaufigkeiten der jeweiligen Werte angeben. Berticksichtigt man die
Symmetrie zur Entscheiderschwelle E = 0, so kann pg als Summe iiber 3 Uberschrei-
tungswahrscheinlichkeiten berechnet werden (vgl. Versuchsdurchfithrung D14.1).

Es ist offensichtlich, daB durch den Ubergang von der Zeitmittelung entsprechend
(14.7) auf die Scharmittelung tiber alle unterscheidbaren Augenlinien die Rechenzeit zur
Fehlerwahrscheinlichkeitsbestimmung drastisch verringert wird. Trotzdem kann in man-
chen Fallen die Berechnung der mittleren Bitfehlerwahrscheinlichkeit aufwendig sein.

Man verwendet deshalb oft als Naherung die ungiinstigste Fehlerwahrscheinlichkeit
(worst case), fur deren Berechnung stets von den beiden unginstigsten Symbolfolgen
ausgegangen wird. Das bedeutet, dal hier die tatsachliche WDF der Nutzabtastwerte
ds(Tp) gemaB Bild 14.3(d) durch eine vereinfachte WDF mit nur den beiden inneren
Diracfunktionen (jeweils mit dem Gewicht 1/2) ersetzt wird. Mit der in Bild 14.3(c)
angegebenen vertikalen Augenoffnung 6(Tp) zum Detektionszeitpunkt T gilt:

py = Q(é(TOD)/z) : (14.9)
d
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Diese Gleichung gilt nur unter der Voraussetzung von gauBverteilten Storungen und
einem optimalen Schwellenwert. Liegt die Entscheiderschwelle nicht in Augenmitte, so
ist in (14.9) anstelle von 6(Tp)/2 der minimale Abstand einer Augenlinie von der
Entscheiderschwelle E einzusetzen.

Die Naherung py geht davon aus, daf} alle Folgen mit der gleichen, namlich der
maximalen Fehlerwahrscheinlichkeit verfalscht werden. Alle anderen Symbole, die nicht
zu inneren Augenlinien gehoren, haben aber u.U. eine deutlich kleinere Bitfehlerwahr-
scheinlichkeit als pyj, so daB py eine obere Schranke fiir pg darstellt (py; > pg). Das
Gleichheitszeichen gilt hierbei nur fiir die binaren Nyquist-Systeme (vgl. Abschnitt 13.3
und Kapitel 16).

Bei einem redundanzfreien Binarsystem wird das Augendiagramm (ohne Storungen)
allein durch den Detektionsgrundimpuls g,(¢f) bestimmt. Je breiter g4(¢) ist, um so mehr
Linien sind im Augendiagramm zu unterscheiden und um so mehr Nachbarimpulse
beeinflussen die Detektion eines Symbols.

Die Beeinflussung einer Symbolentscheidung durch die anklingenden Flanken nach-
folgender Impulse (Vorldufer) und die abklingenden Flanken vorangegangener Impulse
(Nachldufer) bezeichnet man als Impulsinterferenzen (engl.: Intersymbol Interference).

Im folgenden betrachten wir das Augendiagramm zum Detektionszeitpunkt 7T und
setzen voraus, da der Detektionsgrundimpuls g4(¢) genau v Vorlaufer und n» Nachlaufer
aufweist. Darunter versteht man, daf3 von den aquidistanten Abtastwerten zu den Detek-
tionszeitpunkten nur g;(Tp-v-T), ... , 8¢(Tp-T1),8:(Tp), ga(Tp +T), ... ,84(Tp +n-T) zu
bertuicksichtigen sind, wahrend alle anderen Abtastwerte vernachlassigt werden konnen.
Bei den in Bild 14.3 dargestellten Augendiagrammen gilt beispielsweise n = v = 1.

Mit dieser Voraussetzung kann der Detektionsnutzabtastwert ds(7p) maximal 27 +v+1
verschiedene Werte annehmen. Ist der Grundimpuls g4(f) symmetrisch, so schneiden sich
mehrere Augenlinien zum Detektionszeitpunkt 7 = 0, und die WDF besteht dann aus
weniger als 27+v+1 Diracfunktionen (vgl. Bild 14.3).

Die vertikale Augenoffnung gibt den Abstand der beiden inneren Diracfunktionen an
und kann bei redundanzfreier Binarubertragung wie folgt berechnet werden:

3(Tp) = 2+ [g,(Tp) - 2 lgy(Tp + v DI = X lg(Tp-v-DI] . (14.10)
y=1

v=1
Der Faktor 2 in dieser Gleichung gilt nur fiir bipolare Signale, bei unipolaren Signalen
ist dieser Faktor gleich 1. Die Betragsbildung ist notwendig, da fiir die Berechnung der
Augenoffnung stets vom ungunstigsten Fall ausgegangen werden muB. Ist der erste Nach-
laufer positiv, so wird die Detektion des Amplitudenkoeffizienten a, durch ay-1 = ay
beeintrachtigt.

Dagegen wirkt sich bei gleichem Grundimpuls ein Koeffizient ay_1 = ay positiv aus.
Das bedeutet, daB hier die Wahrscheinlichkeit fur eine Fehlentscheidung des Koeffizien-
ten ay durch die Impulsinterferenz zwischen benachbarten Symbolen sogar herabgesetzt
wird. Entsprechendes gilt fur die Vorlaufer.
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14.3 Ideale Entzerrung und Impulsformung

Grund fiir die Impulsverbreiterung durch den Ubertragungskanal sind Amplituden-
und Phasenverzerrungen. Sowohl die Dampfung a(f) als auch die Phase b(f) verlaufen z.B.
bei einem koaxialen Ubertragungskanal, physikalisch bedingt durch den sog. Skineffekt,
Jf—foérmig. Voraussetzung fiir einen verzerrungsfreien Ubertragungskanal wire dagegen
ein konstanter Dampfungsverlauf a(f) und ein linear mit der Frequenz f ansteigender
Phasenverlauf b(f), wobei allgemein folgender Zusammenhang gilt:

Hy(f) = eD. g0 (14.11)

Wirkt ein stark verzerrender Kanalfrequenzgang Hk(f) auf ein (impulsformiges) Nutz-
signal g(¢), so erstreckt sich der Ausgangsimpuls g,(¢) iiber eine sehr groBe Zeitdauer und
ist zudem in der Amplitude gegeniiber dem Eingangsimpuls g(¢) stark vermindert; es
kommt zu groBen Impulsinterferenzen. Uberlagert man viele solcher Impulse, so ergibt
sich im allgemeinen ein geschlossenes Auge.

Durch eine geeignete Dimensionierung des Empfangsfilters Hg(f) konnen die Ampli-
tuden- und Phasenverzerrungen des Kanals jedoch merklich vermindert werden. Bei
Abwesenheit von Storungen (d.h.: n(¢f) = 0) konnte man beispielsweise Hg(f) = 1/Hk(f)
wahlen. Das Ausgangssignal i(f) dieses idealen Entzerrers wire in diesem Fall identisch
mit dem Sendesignal s(¢f) und wie dieses z.B. ideal rechteckformig (vgl. Bild 14.4). Die
Frequenzanteile, die auf dem Kanal einer besonders groBen Dampfung unterliegen,
werden durch dieses — moglicherweise nicht realisierbare - Empfangsfilter so weit ange-
hoben, daB fir alle Frequenzen Hx(f)- Hg(f) = 1 gilt.

Bei leitungsgebundener Ubertragung fillt | Hx(f)| mit wachsender Frequenz meist
monoton. Dementsprechend wachst bei idealer Entzerrung 1/| Hg(f)| monoton an, was
zur Folge hat, daB entsprechend (14.6) bei weilem Rauschen n(f) am Empfingereingang
die Rauschleistung 0d2 nach dem idealen Entzerrer unendlich gro wird. Um diese
Varianz zu begrenzen, ist deshalb ein zusatzlicher Tiefpa8 erforderlich.

r-r-————————— 77— A
I . I
s(t) . r(?) | 1 i(2) r | d(t) Detekt v(t)
—* — - i » Detektor ——
0 M0 s0l |L_HD [g0 | "0 [Teg0
________________ J 4
Sendegrundimpuls g (¢) : z.B. rechteckformig;

Empfangsgrundimpuls g () :  extrem breit;
Grundimpuls gi(t) : wie g (1), z.B. rechteckformig;
Detektionsgrundimpuls g (¢) : breiter als g(f) und g(r), aber schmaler als g (¢).

Bild 14.4: Zur Verdeutlichung des idealen Entzerrers und des Impulsformers.
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Bild 14.4 zeigt das Blockschaltbild eines moglichen Emptangers bei Vorhandensein
von Impulsinterferenzen. Das Empfangsfilter mit dem bandpaBahnlichen Frequenzgang
Hx(f) setzt sich — zumindest gedanklich — aus dem idealen Entzerrer 1/Hk(f) und einem
TiefpaB Hi(f) zur Rauschleistungsbegrenzung zusammen. Der Gesamtfrequenzgang von
Kanal und Empfangsfilter ist somit ebenfalls gleich Hy(f):

Hyg(f) = H () - HK;(f)'HI(f) = H(f) . (14.12)

Aufgrund dieser Eigenschaft wird das zeitdispersive (Nutzsignal-)Verhalten des Gesamt-
systems allein durch den sog. Impulsformer-Frequenzgang Hi(f) o hi(t) bestimmt.
Beispielsweise gilt dann fir den Detektionsgrundimpuls:

gAt) = g[(t) * hyt) . (14.13)

Wihlt man z.B. einen rechteckformigen Impulsformer (Kiipfmiiller-Tiefpafs), dessen
Frequenzgang Hi(f) allein durch die Grenzfrequenz f; bestimmt ist (siche Anhang C), so
ergibt sich — unabhangig vom Kanalfrequenzgang Hx(f) - stets die gleiche Augenoffnung.
Hx(f) hat dann lediglich EinfluB} auf die GroBe der Storungen am Entscheider. Fur die
Detektionsstorleistung gilt nun bei weilem Rauschen:

+ oo +f
N, | Hy(H)|? N, 1
02=d(t)2=—0-II—df =—0-I—df. (14.14)
@ N 2 |H()1? 2 ) |Hg(H1?

Aus der linken, allgemeineren Gleichung ist ersichtlich, daB der Impulsformer | Hy(f)| -
zumindest ab einer bestimmten Frequenz - schneller abfallen muB als 1/| Hg(f) | ansteigt.
Die rechte Gleichung gilt dagegen speziell fir den Kipfmuller-Impulsformer.

In Bild 14.5 ist das Betragsquadrat |Hg(f)|? des Empfangsfilter-Frequenzgangs ge-
zeichnet. Es ist vorausgesetzt, dal | Hg(f)| mit der Frequenz monoton fillt, so daB der
Kehrwert ansteigt. Da Hi(f) fiir alle Frequenzen |f| < fi gleich 1 ist (und auBerhalb 0),
ist die Flache unter der Kurve ein MaB fir die Storleistung am Detektor. Verringert man
die Grenzfrequenz f1 auf die Halfte, so wird o dz um mehr als den Faktor 2 vermindert.
Dies geht natiirlich auf Kosten des Einschwingverhaltens (vertikale Augenoffnung).

In der Versuchsdurchfithrung D14.2 wird gezeigt, daB es fiir jeden Kanal Hk(f) eine
optimale Grenzfrequenz fi oy gibt, die die Fehlerwahrscheinlichkeit mimimiert.

\/
~

- -h/2 0 /2 A

Bild 14.5: Zur Verdeutlichung der Storleistung bei rechteckformigem Impulsformer.
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14.4 Vorbereitungsfragen

V14.1:  Gegeben sei ein redundanzfreies binares bipolares Basisbandsystem mit der
Bitrate Rg = 100 Mbit/s. Die Sendeimpulse seien "NRZ-rechteckformig” und besitzen
die moglichen Amplitudenwerte +2V. Die Rauschleistungsdichte des AWGN-Kanals sei
No= 10" V?/Hz. Als Empfangsfilter wird ein GauB-TiefpaB mit dem Frequenzgang

f\
Hy() = e™% | (14.15)

verwendet, wobei die Grenzfrequenz fg = 40 MHz betragt. Fur den Detektionsgrund-
impuls g4 (¢) gilt in diesem Fall:
t+7/2

g0 = g(6) *hp(t) = 2-fz" 5y I e dr (14.16)
-T/2
Mit dem komplementiren GauBschen Fehlerintegral Q(x) nach (4.40) bzw. Anhang B
kann fur den Detektionsgrundimpuls auch geschrieben werden:

g/ =s,-[Q2- /Zz-fE-(t-g))—Q(z 2@+ g))] . (14.17)

Dieser Impuls ist in Bild 14.6 dargestellt.

g,(t) 2V

B R 1365 V
84(t) 2\ 0.955 V
/ \ﬂﬁ v

—-10ns -5ns 5ns 10ns

Bild 14.6: Detektionsgrundimpuls g4(f) im Vergleich zum Sendegrundimpuls g(#)
bei gauBformigem Empfangsfilter (normierte Grenzfrequenzfg- T = 0.4).

a) Wie groB} ist die Sendeimpulsdauer T' = Ty und die Energie pro Bit (Ep)?

b) Uberpriifen Sie die in Bild 14.6 eingetragenen Zahlenwerte fiir g;(0), g( = 5 ns) und
g4(=10 ns). Verwenden Sie dabei die Tabelle im Anhang B.
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¢) Skizzieren Sie qualitativ das zur Symbolfolge L. L. O O L O L gehorige Detektions-
nutzsignal dg(f) in nachfolgendes Diagramm. Uberlagern Sie hierzu die verschobenen

und gewichteten Detektionsimpulse gemall Bild 14.6.

T+2V
s(t)

0 : : : : : :
1 2 3 4 5 6

-2VT

t)T —

T 4oV - - - - e e T
t---- T S e S
dun F1VI | | | | | |
s¢) Lo I
0 | | | | | |
| T
_1ve | | | | | |
t---- e B e T S
Y e e it S S
1 2 3 4 5 6
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V14.2:  Es gelten weiterhin die in V14.1 getroffenen Voraussetzungen.

a) Berechnen Sie die vertikale Augenoffnung o(7Tp) fur die optimal gewahlte Entschei-
derschwelle Eqp und den optimalen Detektionszeitpunkt Tp op? Wie groB sind Eqpy
und Tp qpi? Vernachlassigen Sie fur diese Berechnung ab 4+20ns alle Vor— und Nach-
laufer des Detektionsgrundimpulses gy ().

b) Zeichnen Sie aus den Angaben von Bild 14.6 das Augendiagramm ohne Storungen.
Beriicksichtigen Sie dabei nur einen Vor- und einen Nachlaufer (n = v = 1). Wie
andert sich das Augendiagramm firn = v = 2?

¢) Wie groB ist die Leistung 02 des gauBverteilten Detektionsstorsignals dn(f)?
g g0, g g

Hinweis: Es ist

[¢2]

I e gy = VT (14.18)
a

— 0
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d) Haufig wird anstelle von py; das ungiinstigste Signalstorleistungsverhaltnis
o(Tp)/2 2
U= (202 (?d)/ ) (14.19)

als Optimierungskriterium herangezogen. Zwischen diesen beiden Grofen besteht
der folgende feste Zusammenhang:

Py = Q(@) .

(14.20)
Berechnen Sie das ungiinstigste Signalstorleistungsverhaltnis oy (in dB).

e) Berechnen Sie die ungiinstigste Fehlerwahrscheinlichkeit py.

f) Geben Sie eine untere und eine obere Schranke fiir die Bitfehlerwahrscheinlichkeit
pp an. Berucksichtigen Sie dabei, daB ein impulsinterferenzbehaftetes System stets
eine groBere Bitfehlerwahrscheinlichkeit als ein Nyquist-System aufwesist.

g) Um wieviel dB wird das Signalstorleistungsverhiltnis geringer, wenn statt eines

bipolaren ein unipolares Binarsignal verwendet wird? Welcher Wert ergibt sich in
diesem Fall fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit?
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14.5 Versuchsdurchfithrung

Die nachfolgenden Aufgaben konnen mit dem Programm “bas” durchgefuhrt werden.

D14.1:

Uberpriifen Sie Thre Ergebnisse der Vorbereitungsfragen V14.1 und V14.2.

Berucksichtigen Sie dabei, dal im Programm “bas” die Amplitude des Sendesignals nur
+1V betragt und nicht £2V, wie fur die Vorbereitungsfragen vorausgesetzt wurde.
Wiahlen Sie mit dem Mentipunkt "Freie Wahl” die Systemparameter deshalb wie folgt:

zufallige Quellensymbolfolge,

binare bipolare NRZ-Rechtecksendeimpulse (normierte Impulsdauer 73/T = 1),

idealer Kanalfrequenzgang (Hk(f) = 1),

weiBes Rauschen mit der normierten Bandbreite B,,-T= 6 und

der normierten Rauschleistungsdichte No/T= 0.1,

GauB-Entzerrer mit der normierten Grenzfrequenz fg-T= 0.4,

optimale Entscheiderschwelle £ = 0 und optimaler Detektionszeitpunkt T = 0.

a) Betrachten und beschreiben Sie alle Zeitsignalverlaufe, das Augendiagramm des

Detektionssignals (sowohl mit als auch ohne Storungen) und die Leistungsdichte-

spektren der Nutz- und Storsignale. Wahlen Sie hier die Anzahl der zu berucksich-

tigenden Nachlaufer (gleich Anzahl v der Vorlaufer) zu n = 1.

b) Vergleichen Sie die Zahlenwerte der in der nachfolgenden Tabelle angegebenen

GroBen mit Thren Ergebnissen der Vorbereitungsfragen V14.1 und V14.2.

o(Tp)

0y

Ps

Py

10 - 1g(QU)

berechnet

umgerechnet
auf =1V

simuliert

Anmerkung: Die gewlnschten Zahlenwerte werden im Programm “bas” angezeigt,

wenn Sie nur ein Augendiagramm darstellen lassen.
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¢) Wiederholen Sie Versuch b) nun fir n =v = 2. Warum ergibt sich ein fast gleiches
Ergebnis wie unter Punkt b)?

d) Um welchen Faktor ist die mittlere Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg kleiner als die
ungunstigste Bitfehlerwahrscheinlichkeit py?

e) Skizzieren Sie die WDF der Detektionsnutzabtastwerte in nachfolgendes Diagramm.
Welche Amplitudenwerte treten auf?
Hinweis: Betrachten Sie hierzu im Augendiagramm (ohne Storungen) die Zahl der
Augenlinien und deren zugehorige Amplitudenwerte zum Detektionszeitpunkt.

-1v 0 +1V
dy(Tp) —*

Mogliche Werte Wabhrscheinlichkeiten
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f) Berechnen Sie aus den eben ermittelten Wahrscheinlichkeiten und der Streuung o
des DetektionsstOrsignals eine etwas bessere Naherung fir die mittlere Bitfehler-
wahrscheinlichkeit pp, als es die unginstigste Fehlerwahrscheinlichkeit py; ist.

g) Die Schwelle liege nun nicht mehr optimal, sondern bei £ = 0.1. Tragen Sie die
geanderte Schwelle in das Diagramm zu Punkt e) ein und berechnen Sie pp erneut.

h) Andern Sie die Schwelle im Programm und iiberpriifen Sie Thren berechneten Wert.
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D14.2:  Bezuglich des Senders gelten weiterhin die Voraussetzungen von D14.1, d.h.
es wird ein Binarsystem mit NRZ-Rechteckimpulsen betrachtet. Der Kanalfrequenzgang
sei nun aber nicht mehr ideal, sondern ein Koaxialkabel, so daB gilt:

_ . o]
HK(f)—eXP(—a m)exp(—]a m)’ (14.21)

a/2 a’
() = —E—ep (-5
K 7T 2.fB.t3 ( ZW'fB't)

| Hk(f) | ist stark monoton fallend, was auf den Skineffekt zuriickzufiihren ist. Die Kon-

firs=0. (14.22)

stante « ist die Dampfung bei der Frequenz fp/2, wobei die Bitfrequenz fg den gleichen
Zahlenwert wie die Bitrate Rp besitzt, aber mit der Einheit "Hz” anstelle von "bit/s”. Da
am Ausgang des Kanals das Auge bereits geschlossen ist, ist ein Tiefpall gemaf (14.15)
als Empfangsfilter ungeeignet. Vielmehr muBl das Empfangsfilter Hg(f) den Kanalfre-
quenzgang in einem sehr weiten Frequenzbereich entzerren (was z.B. durch den inversen
Frequenzgang zu Hg(f) moglich ist), bevor bei hoheren Frequenzen wegen der notwendi-
gen Rauschleistungsbegrenzung ein Abfall von Hg(f) erfolgen muB (vgl. Abschnitt 14.3).

Bei einem Kanal mit (stark) frequenzabhiangiger Dampfung ist es zweckmaBig, zur
Berechnung der Nutzsignale anstelle von Hg(f) den Frequenzgang Hi(f) = Hk(f) - Hg(f)
zu benutzen, der entsprechend den Ausfihrungen in Abschnitt 14.3 als Impulsformer-
Frequenzgang bezeichnet wird. Fir das Weitere betrachten wir einen gaulformigen
Impulsformer mit der Grenzfrequenz f:

Hi(f) = H() - Hylh) = ™ (14.23)

a) Ermitteln Sie mit dem Programm “bas” die Fehlerwahrscheinlichkeit dieses Systems.
Andern Sie vorher gegeniiber D14.1 folgende Parameter des Ubertragungssystems:

- Kanal: Koaxialkabel mit der Dampfung a = 60 dB bzw. 6.9 Neper,
- Empfangsfilter: gauBformiger Impulsformer mit der Grenzfrequenz fi- T = 0.4,
- Detektor: Schwellenwert und Detektionszeitpunkt optimal.
o(Tp) o P Py 10 - Ig(oyy)
Hx(H=1
Koaxialkabel
(@ = 60dB)

Worauf sind hier die unzureichende Werte hinsichtlich Fehlerwahrscheinlichkeit
bzw. Storabstand zurtuckzufuhren?
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b) Betrachten Sie den Rauschanteil dn(¢) des Detektionssignals, so werden Sie erkennen,
daB dieses Signal sehr viele Frequenzanteile bei etwa 65 MHz besitzt. Wie konnen Sie
sich diesen Sachverhalt erklaren? Betrachten Sie zur Beantwortung dieser Frage auch
das Leistungsdichtespektrum (LLDS) ®;n(f) und skizzieren Sie dieses in nachfolgendes
Diagramm. Welcher Zusammenhang besteht zwischen ®;n(f) und dem Entzerrer-
frequenzgang Hg(f). Uberpriifen Sie rechnerisch die Zahlenwerte fiir O;n(f = 0) und
Dyn(f = 65 MHz).

T +—+ "+ "+ =+ - =+ - — +
() | | | | | |
+-—+ -+ — 4+ — 4+ = — +
| | | | | |
| | — i | i i : | : :
20 40 60 80 100 120

fin MHz —>

c) Fir die Teilaufgabe a) betrug die normierte Rauschleistungsdichte des Storsignals
Ny/T =0.1. Dies ist offensichtlich fiir den hier betrachteten koaxialen Ubertragungs-
kanal zu hoch. Uberlegen Sie sich anhand der Ergebnisse der Teilaufgabe a), wie grof
die normierte Rauschleistungsdichte Ny/T am Empfangereingang maximal sein darf,
damit die (ungiinstigste) Fehlerwahrscheinlichkeit py; nicht groBer als 107* wird (aus
der Tabelle im Anhang B folgt daraus: 10-1g(oy) > 11.35 dB). Welcher Zusammen-
hang besteht allgemein zwischen und o0, Ny und oy? Wie gro8 ist o, in diesem Fall?
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d) Uberpriifen Sie mit dem Programm “bas”, ob der von Thnen in c) ermittelte Wert fiir
Ny/T den Anforderungen entspricht. Versuchen Sie gegebenenfalls, den maximal
zulassigen Wert von Ny/T durch ”Ausprobieren” zu finden.

e) Bestimmen Sie nun die charakteristischen KenngroBen fiir verschiedene Impuls-
formergrenzfrequenzen f;. Die Anzahl der betrachteten Vor- und Nachlaufer sei
weiterhin n =v = 2. Gehen Sie hier vom Standardsystem A aus, mit dem folgende
Systemparameter eingestellt werden:

- zufallige Quellensymbolfolge,

- binére bipolare NRZ-Rechtecksendeimpulse (normierte Impulsdauer T,/T = 1),
- Koaxialkabel mit der Kabeldampfung a = 60 dB,

- weiBes Rauschen mit der normierten Bandbreite B, T= 6 und

- der normierten Rauschleistungsdichte No/T= 2-1077 (V?),

- GauB-Impulsformer mit der normierten Grenzfrequenz fi-T= 0.4,

- optimale Entscheiderschwelle £ = 0 und optimaler Detektionszeitpunkt T = 0.
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o(Tp) 0y Py Py 10 - 1g(oy)
fi-T =025
fi-T =030
fi-T =035
fi-T = 0.40
fi-T =045
fi-T =050

f) Skizzieren Sie den Storabstand 10-Ig(oy) in Abhangigkeit der normierten Grenz-

frequenz fi- T und diskutieren Sie den Kurvenverlauf. Ermitteln Sie die optimalen

Impulsformergrenzfrequenz auf 5 MHz genau.
T 2B+ —+—+ —+ -+ —+—F—+—F —F—+— +—+
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
10-1g(ey) T e e B
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
L e e e
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
5B+ —+—+—+ -+ —+—F—F—F+ —+—+—+—+
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
0dB 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
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14.6 Ubungsaufgabe

U14.1: Mit dieser Ubungsaufgabe sollen Sie die programmtechnische Berechnung des
Augendiagramms und der Augenoffnung kennenlernen.

a) Schreiben Sie ein Programm “basaug(n, gd, oef, fld)”, das fir ein binares bipolares
Sendesignal das Augendiagramm (ohne Storungen) berechnet und schlieBlich die
vertikale Augenoffnung oef = 6(Tp) ermittelt.

Der Parameter n gibt die Anzahl der zu berucksichtigenden Nachlaufer an. Sie
konnen davon ausgehen, daB} n nicht groBer als 2 ist. Da nur symmetrische Detek-
tionsimpulse betrachtet werden und Tp = 0 vorauszusetzen ist, gilt weiterhin v = n.

Die Ubergabe der Detektionsgrundimpuls-Abtastwerte an das Unterprogramm
erfolgt iiber das Feld "gd[289]” (Indizierung: 0 bis 288); das Element "gd[144]” kenn-
zeichnet somit den mittleren Abtastwert und damit das Impulsmaximum. Bei dieser
Vorbelegung entsprechen der Bitdauer 7'im Programm genau 36 Abtastwerte. Stellen
Sie das Auge von -T bis + T dar, so daf} Sie fur das Detektionssignal (eventuell) ein
internes Feld "d[73]” definieren mussen.

Die Berechnung der 27+v+1 (= 32 fiirn = v = 2) Augenlinien beruht auf (14.4),
wobei die Laufvariable v alle Werte von -n bis +#7 annimmt. Fir die Amplituden-
koeffizienten a,, mulB ebenfalls ein internes Feld der Lange 5 vereinbart werden. Mit
dem zweidimensionalen Feld “fld[ 73] [32]” werden schlieBlich die berechneten
Augenlinien ans Hauptprogramm zuriickgeben.

Die Berechnung der Augenoffnung konnte prinzipiell nach Gl. (14.10) erfolgen. In
diesem Programm soll jedoch oef = 6(Tp) dadurch bestimmt werden, indem man von
allen 27+v+1 Augenlinien die beiden innersten ermittelt. Ist das Auge geschlossen
(0(Tp) < 0), so setzen Sie oef = 0.

C: #include <math.h> F77:
void basaug(n, gd, oef, fl1d) subroutine basaug(n, gd, ocef, fld)
long n; integer n
double *oef oef

float gd [289],f1d [73] [32]; real gd(0:288),£1d(0:72,0:31)
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b) Testen Sie Thr Unterprogramm “basaug” nach dem Ubersetzen und Einbinden in das
Hauptprogramm "bas” (mit dem Aufruf “mkbas” bzw. "mkbas —f”’) durch Wahl von
”Standardsystem A’ und Menupunkt "Test des eigenen Programms”. Stimmt der Wert
fir die Augenoffnung 6(7p) mit dem im Programm "bas” berechneten Wert tiberein?
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15 Codierte und mehrstufige Ubertragung

Inhalt: Im folgenden werden die Besonderheiten der mehrstufigen und/oder codierten
Digitalsignaliibertragung angesprochen, wozu das bisherige Blockschaltbild um Coder
und Decoder erweitert werden muf3. Nach einigen grundlegenden Definitionen werden
verschiedene Leitungscodes behandelt, wobei zwischen blockweiser und symbolweiser
Codierung zu unterscheiden ist. AbschlieBend wird auf die Berechnung der mittleren und
der ungunstigsten Fehlerwahrscheinlichkeit bei Mehrstufensystemen eingegangen.

15.1 Prinzip der codierten Ubertragung

Im letzten Kapitel wurde das Sendesignal s(r) ebenso wie das Quellensignal g(¢) stets
als binar und redundanzfrei vorausgesetzt. Nun werden einige Aspekte der codierten und
mehrstufigen Ubertragung anhand des Modells von Bild 15.1 diskutiert.

Sender Empfanger
r— ] r 7\
\ \ \ \
q(t) c(t) s(t) K?) d(t) w(t) (t)
!

i Sende- :
dlg'ﬂ »{ Coder | > impuls- > Kanal | EmI.)fangs_’ Detektor [+ Decoder | Sc.h‘(’;
Quelle ; former | | filter ; ke

| | I
4,) Y | | (w,) )
o nop o e

Storquelle

Bild 15.1: Blockschaltbild eines digitalen Basisbandubertragungssystems inklusive
Codier- und Decodiereinrichtungen ({(gy) — (cy) bzw. (wy) = (V).

Das Quellensignal g(r) wird weiterhin als binar und redundanzfrei angenommen. Mit
der Quellensymboldauer T, betragt dessen Bitrate somit R, = 1/T,. Im Unterschied zu
Bild 14.1 beinhaltet das Blockschaltbild von Bild 15.1 nun zusatzlich eine Codier— und
eine Decodiereinrichtung. Erstere erzeugt aus der Quellensymbolfolge (gy) gemall der
jeweiligen Codiervorschrift die Codesymbolfolge (cy). Das zugehorige Codersignal c(f)
sowie das Sendesignal s(¢) nach eventueller Sendeimpulsformung seien M-stufig und
besitzen jeweils die Symboldauer 7. Auch die Symbolfolge (wy) nach dem Detektor ist
M-stufig. Der Decoder hat nun die Aufgabe, daraus die biniare Sinkensymbolfolge (vy)
zu generieren. Bei fehlerfreier Ubertragung gilt stets (wy) = (cyp) und (vVy) = (gy).

Unter Codierung soll allgemein die Manipulation der in einem Nachrichtensignal
enthaltenen Redundanz verstanden werden. Man unterscheidet je nach Zielrichtung
zwischen Quellen—, Kanal- und Leitungscodierung.

Aufgabe der Quellencodierung ist im wesentlichen eine Redundanzreduktion zur
Datenkomprimierung, wie sie beispielsweise in der Bildcodierung Anwendung findet.
Durch Ausnutzung statistischer Bindungen zwischen einzelnen Punkten eines Bildes bzw.
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zwischen den Helligkeitswerten eines Punktes zu verschiedenen Zeiten (bei Bewegtbild-
sequenzen) konnen Verfahren entwickelt werden, die zu einer merklichen Verminderung
der Datenmenge bei nahezu gleichbleibender Bildqualitat fuhren. Ein einfaches Beispiel
hierfiir ist die differentielle Pulscodemodulation (DPCM).

Bei der Kanalcodierung wird demgegeniiber dadurch eine merkliche Verbesserung des
Ubertragungsverhaltens erzielt, daB eine am Sender zusitzlich hinzugefiigte Redundanz
empfangsseitig zur Fehlererkennung oder —korrektur herangezogen wird. Solche Codes
sind besonders bei stark gestorten Kanalen von groBer Wichtigkeit. Die bekanntesten
Vertreter von Codes zur Datensicherung sind Blockcodes und Faltungscodes. Thre Be-
schreibung hat zu einer eigenen Disziplin innerhalb der Nachrichtentechnik gefihrt,
namlich der Codierungstheorie, die sich in der Vorgehensweise und den mathematischen
Hilfsmitteln von anderen nachrichtentechnischen Grundlagenfichern unterscheidet.

Auf Quellen- und Kanalcodierung kann in diesem Praktikum aus Zeitgrinden nicht
detailliert eingegangen werden. Vielmehr beschranken wir uns im folgenden auf den eher
nachrichtentechnischen Aspekt, durch eine geeignete Codierung der Quellensymbole
das Sendesignal an die spektralen Eigenschaften des Ubertragungsmediums und der
Empfangseinrichtungen anzupassen (”Leitungscodierung” oder “Ubertragungscodierung”).

15.2 AKF und LDS von Digitalsignalen

Ein ungestortes Digitalsignal s(¢) kann in folgender Weise dargestellt werden:

st) = Jio a, gt-v-T). (15.1)

y=—w
Hierbei kennzeichnet der Grundimpuls g(¢) den Zeitverlauf eines Einzelimpulses, der
z.B. rechteck— oder gaufformig sein kann (vgl. Bild 15.2). Die einzelnen Impulse folgen
im Abstand T (Symboldauer) aufeinander.

Die statistischen Eigenschaften des Digitalsignals werden in (15.1) durch die dimen-
sionslosen Amplitudenkoeffizienten a, beschrieben. Fir das Folgende wird festgelegt,
daB die moglichen Amplitudenkoeffizienten ay (mit u = 1, ... , M) aquidistant seien.

(a) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 >t/T

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Bild 15.2: Beispiele eines bipolaren Binarsignals mit NRZ-Rechteckimpulsen (a)
bzw. GauBimpulsen (b).
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Die unterschiedlichen Indizes dienen zur Unterscheidung der Vorratsmenge {ay, } von
der zeitlichen Folge {(ay). Bei unipolaren Signalen (0 < aqy < 1) gilt somit

u-1
= ) 15.2
T M (152)
Bei bipolaren Signalen (-1 < ay, < 1) ist dagegen
_ 2u-M-1
aﬂ = W . (15.3)

Im Sonderfall M = 2 (Bindrsignal) ist dementsprechend ay € {0,1} bzw. ay € {-1, +1}.

Aus Bild 15.2 ist zu ersehen, daB ein Digitalsignal im allgemeinen nicht stationar ist.
Besonders deutlich wird dies bei den schmalen GauBBimpulsen von Bild 15.2(b). Die Be-
dingung der Stationaritat (vgl. Abschnitt 9.1) ist somit hier nicht erfillt; z.B. ist zu den

Zeitpunkten v - T der quadratische Mittelwert 7, =s2, wihrend dazwischen m, ~ 0 gilt.

0 b

Man bezeichnet einen solchen ZufallsprozeB3, dessen Momente iy (¢) = my (¢ +T) sich
periodisch wiederholen, als zyklostationdr (vgl. [24]). Viele der fiir ergodische Prozesse
gultigen Regeln kann man mit Einschrankungen auch auf zyklostationare Prozesse

anwenden. Beispielsweise gilt mit (9.6) fur die AKF des Digitalsignals gemaB3 (15.1):

+T,
1 + 0 + 0
Q1) = 11m ﬁ I > > a,a.g-v-T)glt+1-x-T)dr. (15.4)
—>oo Y=—® k=—o
_TO

Da die Grenzwert—, Integral- und Summenbildung vertauscht werden darf, kann mit den
Substitutionen N = Ty/T, A=k -v und t —v-T — ¢ hierfur auch geschrieben werden:

+ o
4o

1
gus(r)—/lgOo T 1\}1—{2:: 2N Z a,-a,, ;- Igs(t)~gs(t+r—l~T)dt. (15.5)

Nun werden zur Abkirzung folgende GroBen eingefuhrt:

- Die diskrete Autokorrelationsfunktion der Amplitudenkoeffizienten liefert eine Aussage
uber die linearen statistischen Bindungen der Amplitudenkoeffizienten ay und @y :

Z a,-a,.,; . (15.6)

V_—

¢, A) = 11_{]2o 2N

- Die Energie-AKF des Grundimpulses ist ahnlich definiert wie die allgemeine AKF nach
Definition (9.6). Es ist jedoch beriicksichtigt, daB g(¢) energiebegrenzt ist, so dall auf

die Division durch Tj; und den Grenziubergang T)— o verzichtet werden kann:
+

gugs(r) I g(t)-glt +1)de. (15.7)

— 0

Mit diesen beiden GroBen kann man fir die AKF von (15.5) auch schreiben:

—+ o0

2D = 3 7o) gEE-aT). (1538)
A=-—o
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15.3 Redundanzfreie Mehrstufensignale

Die Gleichung (15.8) macht deutlich, daB die AKF ¢s(7) durch zwei GroBen bestimmt
wird, namlich durch den Grundimpuls, dessen Einflul durch seine Energie- AKF gemal
(15.7) beschrieben wird, sowie durch die statistische Abhingigkeit der gesendeten Sym-
bole, die durch die diskrete AKF ¢,(1) der Amplitudenkoeffizienten gekennzeichnet ist.

Der AKF-Wert ¢,(0) = E[a?] gibt den quadratischen Mittelwert der Koeffizienten
an und ist unabhangig von den statistischen Bindungen. Er kann mit (4.18) aus den M

moglichen Amplitudenkoeffizienten a, und deren Auftrittswahrscheinlichkeiten p, be-
rechnet werden. Sind diese alle gleich (p, = 1/M), so erhdlt man mit (15.2) bzw. (15.3):

2M -1 . : .
————  fir unipolare Signale |,
1 X 6-(M-1)
9, 0) =—+ > al= (15.9)
M — M+ 1 . .
u=1 —————  fiir bipolare Signale .
3-M-1)

Dagegen werden die AKF-Werte mit 4 = 0 von den statistischen Bindungen zwischen
den einzelnen Amplitudenkoetfizienten beeinflufit. Sind die Amplitudenkoefttizienten ay
statistisch voneinander unabhingig, so gilt fiir 4 = 0:

#.0) = E[a, a,.; 1= Ela,]'E[a,,,] = m? . (15.10)
Sind weiterhin die moglichen Ampitudenkoeffizienten gleichwahrscheinlich, so ergibt
sich der lineare Mittelwert zu my =% (fir unipolare Signale) bzw. zu m =0 (fiir bipolare

Signale). In der Ubertragungstechnik bezeichnet man ein Digitalsignal mit den Eigen-
schaften "gleichwahrscheinlich” und ”statistisch unabhangig” als redundanzfrei.

Mit den Gleichungen (15.8), (15.9) und (15.10) erhalt man somit fur die Autokorrela-
tionsfunktion (AKF) und das Leistungsdichtespektrum (LDS) eines M-stufigen bipolaren
redundanzfreien Digitalsignals:

M+1 .
= —. 15.11
D (f) M+ 1 e (15.12)

3T M-1) F

. .. E . . . .
Hierbei ist @,(f) das Energiespektrum des zeit- und energiebegrenzten Grundimpulses,

berechenbar als die Fouriertransformierte der Energie- AKFE. Wahrend gugEs(r) die Einheit
einer Energie (z.B. V%) aufweist, hat das Energiespektrum die Einheit VZs/Hz.
Mit dem Amplitudenspektrum Gg(f) e——o g(¢) gilt folgender Zusammenhang:

o) = |G(HI* . (15.13)

In der Vorbereitungsfrage V15.1 sollen Sie fir das Beispiel eines Rechteckimpulses die
Beziehungen zwischen Grundimpuls g(¢), Amplitudenspektrum Gi(f), Energie-AKF

qugEs(r) und Energiespektrum (I)gEs(f) explizit angeben.
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15.4 Redundante Digitalsignale

Zur Erlauterung des Begriffes Redundanz gehen wir von einer M-stufigen digitalen
Nachrichtenquelle aus, die ein NRZ-Rechtecksignal entsprechend (15.1) abgibt. Die
Folge {ay) kennzeichnet die einzelnen Nachrichtensymbole. Vereinbarungsgemall seien
die Amplitudenkoeffizienten ay € {ay, ..., au, ... , am} . Ist das v—te Folgenelement gleich
ay, so kann dessen Informationsgehalt mit der Wahrscheinlichkeit pyy = p(ay = au) wie
folgt berechnet werden (vgl. [7]):

1 : : :
I, =1d— mit 1d: Logarithmus zur Basis 2 . (15.14)
Pyy
Bei der numerischen Auswertung wird die Hinweiseinheit "bit” hinzugefiigt.

Je kleiner die Wahrscheinlichkeit, desto groBer ist also der Informationsgehalt eines
Symbols. Durch Zeitmittelung tber alle Elemente der (unendlich langen) Folge (ay)

erhilt man die Entropie der digitalen Quelle (vereinfachend sei v = 1, ..., N gesetzt):
_ 1 N
H =1, = Jim >, . (15.15)
v=1

Die Entropie entspricht also dem mittleren Informationsgehalt eines Symbols.

Sind die einzelnen Folgenelemente ay statistisch voneinander unabhangig, so sind die
Wabhrscheinlichkeiten pyu = pu unabhangig von v, und man erhalt in diesem Sonderfall:

M
H = Z p 'ldi (Einheit: bit) . (15.16)
q “ p
u=1 I
H, wird maximal, wenn die M Symbolwahrscheinlichkeiten p, = 1/M alle gleich sind.
Der Maximalwert der Entropie ist der Nachrichtengehalt der M-stufigen Quelle:

H, o = 1d(M) (Einheit: bit) . (15.17)

Dabei gilt stets die Relation H, <= H, .. Zur quantitativen Erfassung der statistischen
Bindungen definiert man nun die relative Redundanz

H -H
po= —4mx_"7q mtO<r <1. (15.18)
q H q

q,max

Der Grenzwert 7, = 0 gilt fir redundanzfreie Quellen bzw. Digitalsignale mit den Eigen-
schaften “statistisch unabhiangig” und “gleichwahrscheinlich” (vgl. Abschnitt 15.3).

Redundanzfreie Digitalsignale sind in der Nachrichtentechnik eher die Ausnahme.
Analysiert man beispielsweise einen zur Ubertragung anstehenden deutschen Text auf
Buchstaben- bzw. Zeichenebene, so ergibt sich aufgrund der unterschiedlichen Haufig-
keiten der einzelnen Buchstaben (z.B. ist ”e” deutlich haufiger als "u”) und aufgrund von
statistischen Bindungen (z.B. tritt nach "q” der Buchstabe "u” sehr viel ofter auf als “e”)
eine relative Redundanz von ca. 80%. Fiihrt man diese Redundanzanalyse dagegen auf
Bitebene unter Voraussetzung des ASCII-Zeichensatzes (mit 8 Bit/Zeichen) durch, so

steigt die relative Redundanz weiter an.
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Ubertragen wir nun die Aussagen dieses Abschnitts auf das Modell von Bild 15.1. Die
Quellensymbolfolge (qy) wird hier als binar (M, = 2) und redundanzfrei vorausgesetzt.
Mit der Quellensymboldauer T, erhalt man somit fiir die zugehorige Bitrate R, =H,/T:

H dM,) 1
R — g,max — q = — 1 . 1
I Tq Tq Tq ( : 9)

Hiufig ist jedoch die Quellensymbolfolge (g, ) fiir die direkte Ubertragung der Nachricht
uber den Kanal ungeeignet. Ist z.B. der Kanal ein Fernsprechkabel, so konnen daruber
aufgrund der durch die Ubertrager bedingten unteren Bandbegrenzung auf 300 Hz keine
gleichsignalhaltigen Folgen mit ausreichend kleiner Fehlerwahrscheinlichkeit ibertragen
werden, also weder die lange "+ 1”-Folge noch die lange "-1"-Folge. Beim Sender
miissen in diesem Fall vor der Ubertragung besondere MaBnahmen getroffen werden,
damit besonders unguinstige Folgen nach Moglichkeit gar nicht erst auftreten.

Diese Aufgabe iibernimmt die Codiereinrichtung durch Zusetzen von Redundanz.
Hat das Codersignal c¢(¢) - und damit auch das Sendesignal s(¢) — die Stufenzahl M, und
die Symboldauer T, so ergibt sich fir die (aquivalente) Bitrate des codierten Signals:

_ ldm,)

R, = = (15.20)

C
Es muB stets R. = R, sein, wobei das Gleichheitszeichen nur bei redundanzfreien Codes
gultig ist. Andernfalls erhdlt man fur die relative Coderedundanz:

R.-R,
e =—p¢
Hinweis: Mit Ausnahme dieses Abschnitts ist vereinfachend M= M, und T= T, gesetzt.

(15.21)

C

Blockweise Codierung

Man unterscheidet grundsatzlich zwischen symbolweiser und blockweiser Codierung.
Bei blockweiser Codierung wird jeweils einem Block von m,; Quellensymbolen ein Block
von m, Codesymbolen zugeordnet. Bei den meisten Blockcodes unterscheiden sich die
beiden Blocklangen m, und m. und dementsprechend auch die Symboldauern, wobei gilt:
m, T, = m,-T..Die relative Redundanz eines Blockcodes betragt somit allgemein:

R.-R T. ldM,
rc = ¢ 1 = 1 — 76 M ( q) . (15.22)
R, T, 1dM,)

Je groBer die Redundanz des verwendeten Codes ist, desto starker sind die statistischen
Bindungen innerhalb der Folge (cy). Ein Beispiel fir die Blockcodes ist der 4B3T- Code
(my =4, My, =2, m. =3, M, =3), bei dem jeweils 4 Binarsymbole in 3 Ternarsymbole
umcodiert werden; die Redundanz betragt somit ca. 16 %. Wegen T,./T, = 4/3 > 1ist das
Sendesignal niederfrequenter als bei uncodierter Ubertragung, was fiir viele Kanile von
Vorteil ist. Die Codierung der 16 moglichen Binarblocke in die maximal 27 Ternarblocke
konnte prinzipiell nach einer festen Codetabelle erfolgen. Um die spektralen Eigenschaf-
ten weiter zu verbessern, werden bei manchen 4B3T-Codes jedoch zwei oder mehrere
Codetabellen verwendet, deren Auswahl von den zuvor codierten Blocken abhangt.
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Redundanzfreie Codierung

Ein Sonderfall der blockweisen Codierung ist die (M, -stufige) redundanzfreie Codie-
rung, bei der jeweils 1d(M,) Binarsymbole entsprechend einer festgelegten Codetabelle
durch ein M.-wertiges Codesymbol ersetzt werden. Eine vollstaindige redundanzfreie
Codierung ist allerdings nur moglich, wenn M, eine Potenz zur Basis 2 ist.

Der Ubergang auf ein mehrstufiges Sendesignal (bei gleichbleibender Bitrate) kann
eine deutliche Verbesserung des Ubertragungsverhaltens zur Folge haben, da hierbei die
Symbolrate 1/T, gegenuber der Binariibertragung um den Faktor 1/1d(M, ) reduziert wird.
Dies bewirkt u.a. ein schmaleres Leistungsdichtespektrums ®(f), was bei vielen Kanilen
von Vortelil ist, insbesondere dann, wenn die Kanaldampfung mit der Frequenz ansteigt
(vgl Versuch D15.4).

Symbolweise Codierung

Bei symbolweiser (symbol-by—symbol) Codierung wird mit jedem ankommenden
Quellensymbol gy ein Codesymbol ¢y erzeugt, das auBBer vom aktuellen Symbol gy auch
von den N, vorangegangenen Symbolen abhangen kann; N, ist dabei die Ordnung des
Codes. Typisch fiir die symbolweise Codierung ist die Ubereinstimmung von Coder- und
Quellensymboldauer (T. = T;).

Eine wichtige Klasse von Leitungscodes sind die sogenannten Pseudoterndrcodes, die
aus einem redundanzfreien Binarsignal g(¢) ein redundantes Ternarsignal c(¢) erzeugen.
Durch die Erhohung der Stufenzahl von M, = 2 auf M. = 3 bei gleicher Symboldauer wird
Redundanz hinzugefiigt; die relative Coderedundanz ergibt sich zu 7. ~ 37% (vgl. V15.2).

Bild 15.3 zeigt das Blockschaltbild eines solchen Pseudoternarcoders, bestehend aus
einem nichtlinearen Vorcodierer und dem linearen Codiernetzwerk. Zur Verdeutlichung
dieser beiden Anteile sind das Verzogerungsglied (N, - T;.) und der Gewichtsfaktor k. (je
nach Code +1 oder -1) zweimal gezeichnet.

Der Vorcodierer gewinnt durch eine Modulo-2-Addition (Antivalenz) zwischen den
Symbolen gy und k. -by _ . die bindr vorcodierten Symbole by € {-1,+ 1}, die wie die
Quellensymbole g statistisch voneinander unabhangig sind. Durch diese Vorcodierung
wird verhindert, daB es nach einem Ubertragungstehler zu einer Fehlerfortptlanzung
kommt. AuBBerdem gestattet sie eine einfachere Realisierung des Decoders.

Vorcodierer Codiernetzwerk
( nichtlinear ) ( linear )

a®) |~ mod2 | b0
& b,y

Bild 15.3: Erzeugung eines Pseudoternarcodes.
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Bild 15.4: Quellensignal (a) und die Codersignale bei Pseudoternarcodierung mit
dem AMI-Code (b) und dem Duobinarcode (c).

Die eigentliche Umcodierung von binar auf ternar bewirkt das lineare Codiernetz-
werk durch die Verzogerung um N, - T, und eine analoge Subtraktion, so daB} fur das Aus-
gangssignal gilt:

c(t) = %'(b(t)—kc ‘b(t-N,-T)) . (15.23)

Da sowohl das vorcodierte Signal b(¢) als auch der Koeffizient k. entweder +1 oder -1
ist, kann das codierte Signal c(f) die (normierten) Werte + 1, 0 und -1 annehmen.

Die einzelnen Pseudoternarcodes unterscheiden sich in den Parametern N, und k..
Der bekannteste Vertreter ist der Bipolarcode 1. Ordnung mit den Codeparametern
N.=1 und k, =1, der auch unter der Bezeichnung AMI-Code (von: Alternate Mark
Inversion) bekannt ist. Bild 15.4(b) zeigt das Signal c(¢), das sich durch AMI-Codierung
des in Bild 15.4(a) dargestellten Binarsignals ergibt. Es ist zu erkennen, dal beim AMI-
Code eine binare "O” am Eingang stets zum Amplitudenkoeffizienten a, = 0 fuhrt. Das
Binarsymbol "L wird dagegen alternierend mit ay = + 1 und a, =-1 dargestellt.

Betrachten wir nun das Leistungsdichtespektrum. Dazu setzen wir voraus, daf} das
Quellensignal g(¢) binar und redundanzfrei sei. Das Signal b(¢) ist dann ebenfalls redun-
danzfrei, das heiBt, dal der nichtlineare Vorcodierer das Leistungsdichtespektrum nicht
beeinfluBt. Dieses wird ausschlieBlich durch das lineare Netzwerk mit dem Frequenzgang

1 .
Hc(f) = 5 M (1 —_ kC . e_.]zancTc) (15.24)

bestimmt. Daraus folgt unter Berucksichtigung von k. =+ 1 fir das Leistungsdichtespek-
trum @, (f) e#—o ¢,(1-T,) der Amplitudenkoeftizienten:

1
® () = |H-(N|? = 5'(1—kc-cos(2ﬂ-f-Nc -T)) . (15.25)
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Das LDS ®,(f), haufig auch als normiertes Leistungsdichtespektrum bezeichnet, liefert
insbesondere Aussagen uiber die Gleichsignalfreiheit eines codierten Signals. Ein Code
heiBt dann gleichsignalfrei, wenn ®,(0)= 0 ist. Dies bedeutet nicht nur, dal das Codersi-
gnal c(¢) keinen Gleichanteil enthilt, was einer Diracfunktion §(f) im LDS entsprechen
wiirde, sondern auch, daB fir jedes beliebige (jedoch zeitlich unendlich ausgedehnte)
Mustersignal die Anzahl der positiven und negativen Amplitudenkoeffizienten gleich ist.
Bei einem solchen Code ist auch dann eine Datentibertragung moglich, wenn durch das
Ubertragungsverhalten des Mediums bzw. der technischen Empfangseinrichtungen (z.B.
kapazitive Kopplungen) eine Gleichsignalubertragung verhindert wird.

Beim AMI-Code (N, = 1, k. = 1) ergibt sich ®,(f) = sin’(w-f-T,). Aus der Darstellung
von Bild 15.5(a) ist ersichtlich, dal der AMI-Code ein gleichsignalfreier Code ist, was
in der Vergangenheit seine Bedeutung fiir die digitale Ubertragungstechnik ausmachte.
Es ist allerdings anzumerken, dal beim AMI-Code der Vorteil der Gleichsignalfreiheit
oft durch einen deutlichen Anstieg der Fehlerwahrscheinlichkeit erkauft werden mubf.

e
@, (f) @, (f)

@ ) "~ o | :
frn __ » . __ .

Bild 15.5: Leistungsdichtespektren des AMI-Codes (a) und des Duobinarcodes (b).

In Bild 15.5 ist weiterhin das LDS ®(f) eingezeichnet. Zu diesem gelangt man durch
Multiplikation von ®,(f) mit dem Energiespektrum (I)gEs(f) des Rechteckimpulses.

Ein weiterer Pseudoterniarcode ist der sogenannte Duobindgrcode (N, =1, k.= -1),
dessen Codiervorschrift aus Bild 15.4(c) hervorgeht. Dieser ist nicht gleichsignalfrei, d.h.
es gibt im codierten Signal ¢(¢f) im Gegensatz zum AMI-Code auch beliebig lange Plus-
bzw. Minusfolgen. Dementsprechend ist hier @,(0) = 0.

Dagegen tritt die hinsichtlich Impulsinterferenzen (vgl. Versuch D15.3) oft storende
alternierende Symbolfolge ”... +1, -1, +1, -1, +1, ...” nicht auf, was sich im normierten
Leistungsdichtespektrum durch ®,(1/(2-T,))= 0 auswirkt.

Der Vollstandigkeit halber sei noch der Bipolarcode 2. Ordnung erwahnt, bei dem bis
zu zwei Symbole gleicher Polaritit (”+ 17 bzw. ”-1”) aufeinanderfolgen konnen. Da auch
hier die Anzahl gleichartiger Symbole begrenzt ist, ist dieser Code ebenso wie der AMI-
Code gleichsignalfrei. Im Versuch D15.2 werden die Eigenschaften des Bipolarcodes
2. Ordnung noch eingehend untersucht.

Im folgenden wird die Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit unter Berucksichti-
gung von Coder und Decoder beschrieben. Zur Vereinfachung der Gleichungen wird
hierbei wieder T, = T und M, = M gesetzt.
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15.5 Fehlerwahrscheinlichkeit bei Mehrstufensystemen

Bei codierter und/oder mehrstufiger Ubertragung unterscheidet man zwischen der
Symbolfehlerwahrscheinlichkeit und der Bitfehlerwahrscheinlichkeit. Die erstere bezieht
sich auf die codierten und/oder mehrstufigen Folgen (cy) und (wy):

- 1 &
ps = E[pw, # ¢)] = pw,#c,) = A}nn N -Zp(wv Zc,) . (15.26)

Die links angegebene Berechnungsmoglichkeit als Erwartungswert E|...] entspricht einer
Scharmittelung, wahrend die Uberstreichende Linie den Zeitmittelwert kennzeichnet.

Im Gegensatz dazu beschreibt die Bitfehlerwahrscheinlichkeit die Verfalschungen
beziiglich der binaren Folgen (gy) und (vy), also hinsichtlich Quellen- und Sinkensignal:

- | N
ps = Elpv, # q,)] = pv, = q,) = Jim S p(v, = q,) . (15.27)
— 00 y=1

Nur bei redundanzfreien Binarsystemen gilt pg = pg. In allen anderen Faillen muBl zur
Berechnung der Bitfehlerwahrscheinlichkeit auch die Zuordnung zwischen Quellen— und
Codesymbolen berucksichtigt werden, was im folgenden am Beispiel eines redundanz-
freien Quaternirsystems (M = 4) dargestellt werden soll.

Der hier betrachtete Coder faBit je zwei aufeinanderfolgende binare Quellensymbole
gv-1 und gy zu einem Quaternarsymbol ¢y zusammen, so daB3 das rechteckformige
Sendesignal s(f) vier verschiedene Amplitudenwerte annehmen kann.

Ist das bindre Quellensignal g(¢r) redundanzfrei, so gilt dies auch fir die Signale c(¢)
und s(¢). Die Symboldauer des Sendesignals ist hier jedoch doppelt so groB als bei der
Binariibertragung (T=2-T,), und somit ist die Symbolrate 1/T auch nur halb so groB.

Die Detektion eines vierstufigen Digitalsignals d(¢) erfordert einen Schwellenwert-
entscheider mit M - 1= 3 Entscheiderschwellen. Dadurch wird der gesamte Wertebereich
des Detektionssignals d(¢) in Teilbereiche unterteilt, die den vier moglichen Amplituden-
stufen des Signals w(f) zugeordnet werden.

Zunichst sei vorausgesetzt, dal das Gesamtspektrum G;(f) = Gs(f)- Hx(f)- He(f) eine
cos>-Charakteristik aufweist, so daB der Detektionsgrundimpuls g4(f) o—e Gu(f) aqui-
distante Nulldurchginge im Symbolabstand T besitzt (vgl. Abschnitt 16.1). Verwendet
man die Abkuirzung gy = g4(0), so kann das Detektionsnutzsignal dg(f) zu den Detektions-
zeitpunkten nur vier verschiedene Werte annehmen, namlich +gy und 4gg/3.

Bild 15.6(a) zeigt das Augendiagramm (ohne Storungen) dieses quaternaren Nyquist—
Systems. Die Abmessungen der M -1 =3 Augenoffnungen sind sowohl in vertikaler als
auch in horizontaler Richtung identisch, auch wenn die Augenform unterschiedlich ist.

Weiter ist aus diesem Bild ersichtlich, da3 die optimalen Schwellenwerte in der Mitte
zwischen den moglichen Detektionsnutzabtastwerten liegen. Beim quaternaren Nyquist-
System ergeben sich somit die Werte 0 bzw. £2%-gy. Das mittlere Auge ist symmetrisch
zur Entscheiderschwelle E,, wahrend die beiden auleren Augen unsymmetrisch zu ihren
jeweiligen Schwellenwerten E; bzw. Ej3 sind.
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Bild 15.6: Augendiagramme des Detektionsnutzsignals dg(¢f) fiir ein redundanzfreies
Quaternarsystem ohne (a) bzw. mit Impulsinterferenzen (b).

Die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit gemaB (15.26) kann aus dem Augendiagramm
und dem Storeffektivwert des Detektionsstorsignals dn(f) ermittelt werden. Hierbei ist
zu berucksichtigen, daf} die beiden auBleren Symbole im Gegensatz zu den inneren nur
in jeweils eine Richtung verfalscht werden konnen. Somit erhalt man mit dem konstanten
Abstand gy/3 zwischen Nutzabtastwert und Entscheiderschwelle sowie der Streuung
(Effektivwert) o, des Detektionsstorsignals:

1 3 3 3 3
ps=y (@022 0812 = o8l (15:28)

Dagegen ergibt sich fiir das entsprechende Binarsystem: pg = Q(go/04). Der Faktor 4im
Argument der Q-Funktion berucksichtigt die prinzipielle Verkleinerung der vertikalen
Augenoffnung durch die quaternare Entscheidung, wahrend die Multiplikation mit %
aufgrund der groBeren Fehlerwahrscheinlichkeit der inneren Symbole erforderlich ist.

Da der Storetfektivwert o, bei mehrstufiger Ubertragung deutlich niedriger sein kann
als bei Bindriibertragung, darf aus (15.28) aber nicht geschlossen werden, dal die Sym-
bolfehlerwahrscheinlichkeit beim Quaternarsystem stets groer als beim Binarsystem ist.

Zur Berechnung der Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg muB nun noch die Zuordnung
zwischen Quellen- und Codesymbolen berticksichtigt werden. Zunachst betrachten wir
die Dualcodierung. Bild 15.7(a) zeigt die entsprechende Zuordnung zwischen dem Quel-
lensymbolpaar (gy_1,qy) und dem quaternaren Codesymbol ¢y, e{-1,-%4, +14, +1}.
Empfangsseitig wird die entsprechende Zuordnung angenommen.

Das Modell von Bild 15.7 beriicksichtigt auch die unterschiedlichen Verfalschungs-
wahrscheinlichkeiten der Quaternarsymbole, wobei fur p = Q(g/(30,)) zu setzen ist.
Die Wahrscheinlichkeit, dafl zwei oder drei Entscheiderschwellen tiberschritten werden,
ist hierbei als vernachlassigbar klein vorausgesetzt.
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Bild 15.7: Modell fiir ein quaternires Ubertragungssystem (ohne Impulsinterferenzen)
bei Dualcodierung (a) bzw. Gray-Codierung (b).

Es ist zu erkennen, da3 bei Dualcodierung ein Symbolfehler (wy = ¢y) ein oder zwei
Bitfehler (vy = gy-1) zur Folge hat. Die unterschiedlichen Indizes sollen deutlich machen,
daB durch Coder und Decoder aus Kausalitatsgrinden eine Verzogerung um eine Bit-
dauer in Kauf genommen werden mubf.

Von den sechs Verfalschungsmoglichkeiten auf Quaternarsymbolebene fithren vier zu
jeweils einem und nur die beiden inneren (-} s 1) zu zwei Bitfehlern. Daraus folgt fiir

die Fehlerwahrscheinlichkeit: py=1/4-(4-p +2-2-p)/2 = p. Der Faktor 2 im Nen-
ner berucksichtigt, daBl ein Quaternarsymbol durch zwei Binarsymbole dargestellt wird.

Bei der Gray-Codierung von Bild 15.7(b) ist die Zuordnung zwischen den Binar- und
den Quaternarsymbolen so gewahlt, daB jeder Symbolfehler genau einen Bitfehler zur
Folge hat. Damit ergibt sich fiir diese Zuordnung pg=1%-ps=%-p.

Bei redundanzfreier Codierung unterscheiden sich pg und pg maximal um den Faktor
1d(M). Bei Beriicksichtigung von Fehlerkorrektur ergeben sich etwas groBere Unter-
schiede, wobei der Zusammenhang nur in Sonderfallen analytisch angebbar ist. Im allge-
meinen mussen hier numerische Ergebnisse durch Simulation gewonnen werden.

Auch bei den Mehrstufensystemen kann als obere Schranke fir die mittlere Symbol-
fehlerwahrscheinlichkeit pg die Naherung p; gemaB (14.9) herangezogen werden. Bei
einem Nyquist-System oder bei Vernachlassigung vorhandener Impulsinterferenzen ist
fur die vertikale Augenoffnung folgender Wert einzusetzen:

o(Tp) = zﬁd—_(?)) . (15.29)
Diese ist demnach um den Faktor M-1 kleiner als bei Binarubertragung. Unter Bertuick-
sichtigung von Impulsinterferenzen (Grundimpuls mit v Vor- und n Nachlaufern) ergibt
sich ein Augendiagramm wie in Bild 15.6(b) und man erhalt analog zu (14.10):

6(Tp) = 2+ [%- Zl 1g,(Tp + v D) - Zl|gd(TD—V'T)|] ) (15.30)

Fir einen redundanten Code ist die Berechnung der Augenoffnung schwieriger. Hier ist
zu berucksichtigen, welche Symbolfolgen im codierten Signal iiberhaupt moglich sind.
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15.6 Vorbereitungsfragen

V15.1: Gegeben sei ein rechteckformiger Grundimpuls g(¢) mit der Amplitude sy = 3V

und der Dauer T = 1pus.

a) Vervollstandigen Sie die nachfolgende Skizze, die den Zusammenhang zwischen

Grundimpuls, Amplitudenspektrum, Energie-AKF und Energiespektrum aufzeigen

soll. Beschriften Sie insbesondere auch die Ordinaten.

lus 7 —>

T v T
E —
g,(1) Pes(7) = > Pa0)
<« 1ps —» r —> —1Ius
G = Dg(f) =
E —
0 PO . )
-2 -1 1 ZIMHZ —I2 —Il
f—

1 2MHz

f—

b) Wie lautet die Autokorrelationsfunktion ¢y(7) und das Leistungsdichtespektrum d(f)
eines redundanzfreien bipolaren Binarsignals s(¢) mit obigem Grundimpuls? Wie

groB ist dessen Leistung Pg (auf 1Q bezogen)?

c) Wie lauten obige Funktionen bei einem redundanzfreien bipolaren Quaternarsignal

mit gleicher Symboldauer 7?7 Wie gro8 ist hier die Leistung Pg?

d) Interpretieren Sie die Ergebnisse von b) und c¢). Wie groB sind die jeweiligen Bitraten?
Was andert sich, wenn der Vergleich der Leistungsdichtespektren von Binar- und

Quaternarsystem unter der Voraussetzung gleicher Bitraten basiert?
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V15.2: Betrachten Sie nun die in Abschnitt 15.4 beschriebenen Pseudoterniarcodes.

a) Berechnen Sie die relative Redundanz der Pseudoternarcodes.

b) Gegeben sei eine Binarfolge (gy) entsprechend der nachfolgenden Tabelle (bipolare
Darstellung). Codieren Sie diese gema dem Duobindrcode. Vorbelegung: by = -1.

v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12

q, | +1 | -1 | +1 | +1 | -1 +1( +1] -1 | -1 -1 -1 | +1

¢) Codieren Sie die gleiche Binarfolge gemall dem Bipolarcode 1. Ordnung (AMI-
Code). Stimmt die Codefolge (gy) mit der AMI-Codiervorschrift iberein?

v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12

q, | +1 | -1 | +1 | +1 | -1 +1( +1] -1 | -1 -1 -1 | +1

d) Wie groB} sind bei beiden Codes die drei Auftrittswahrscheinlichkeiten?

plc,=+1) = ... ...
p(c, = 0) = e

plc,=-1) = ... ...



15 Codierte und mehrstufige Ubertragung 351

e) Nun soll fir den AMI-Code die diskrete AKF ¢,(4) der Amplitudenkoeffizienten
ermittelt werden. Bestimmen Sie zunachst den AKF-Wert ¢,(0).

f)  Wie groB sind die diskreten AKF-Werte @ (1) fur 4 > 1?

g) Berechnen Sie den AKF-Wert ¢,(1) des AMI-Codes mittels nachfolgender Tabelle.

c c c -c ple,Ne, )=
Y v+1 v Cri1 p(C,,)'p(Cwl'CV)
0 0
0 +1
0 -1
+1 0
+1 +1
+1 -1
-1 0
1 +1
-1 -1

h) Skizzieren Sie ¢,(4) und @(7) in das nachfolgende Diagramm.
P4 4 ¢(0)

1 =1/T
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V15.3: Gegeben sei ein redundanzfreies Quaternarsystem, das ansonsten identisch mit
dem Basisbandsystem gemall V14.1 ist, namlich

— zufallige Quellensymbolfolge mit der Bitrate R, = 100 Mbit/s,

- rechteckformiger Sendegrundimpuls mit der Amplitude sg = 2V,

— AWGN-Kanal mit der Rauschleistungsdichte Ng= 10~ VZ/Hz

- gauBformiges Empfangsfilter mit der Grenzfrequenz fy = 40 MHz,

- optimaler Detektionszeitpunkt T und optimale Entscheiderschwellen E ... E3.

a) Wie groB ist die Sendeimpulsdaver T = T,?

b) Berechnen Sie die Grundimpulswerte g;(0), g;(£10ns) und gz(+£20ns). Wie erklart
sich der gegeniiber V14.1 unterschiedliche Verlauf?

c) Wie groB ist die vertikale Augenoffnung 6(7Tp)? Vernachlassigen Sie fiir diese Berech-
nung ab 4+30ns alle Vor- und Nachlaufer des Detektionsgrundimpulses g;(¢).

d) Berechnen Sie die ungiinstigste Fehlerwahrscheinlichkeit py;. Begriinden Sie, warum
der Storeffektivwert gegentiber der Aufgabe V14.1 nicht verandert wird. Wie gro8 ist
der Storabstandsverlust gegeniiber dem Binarsystem?
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15.7 Versuchsdurchfithrung

Die Versuche D15.1 und D15.2 konnen mit dem Programm “cod”, die danach folgenden
Aufgaben mit dem Programm "bas” durchgefiithrt werden.

D15.1: Bei Wahl des Menupunktes 1 wird die Funktionsweise der Pseudoternarcodes
verdeutlicht, mit Menupunkt 2 deren AKF und LDS angezeigt. Die Voreinstellung der
Quellensymbolfolge geschieht bei "wdhlen” entsprechend V15.2. Setzen Sie N= 50000.

a) Kontrollieren Sie die Ergebnisse der Vorbereitungsfrage V15.2(b) und (c).
Duobinarcode:

q, +1(-1|+1|+1} -1 | +1| +1| -1 | -1 -1 -1] +1

CV
(berechnet)

¢y

(Programm)

AMI-Code:

q, +1, -1 |+1|+1| -1 | +1| +1| -1 | -1 -1 -1| +1

CV
(berechnet)
CV
(Programm)

b) Betrachten Sie nun AKF und LDS (Menupunkt 2) von redundanzfreiem Binarcode,
Duobinarcode und AMI-Code und vervollstandigen Sie die nachfolgende Tabelle
anhand der theoretischen Werte.

Codierung Ordnung | ¢,(0) e (£1) | @ (£2) | gleichsignalfrei

binar bipolar
redundanzfrei

Duobinarcode

AMI-Code
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¢) Bestimmen Sie jeweils das LDS ®,(f) durch Fouriertransformation der diskreten
AKF ¢, (4 -T) und vergleichen Sie die Ergebnisse mit Bild 15.5.

d) Welche der nachfolgenden Codesymbolfolgen (cy) sind beim AMI-Code moglich?
Geben Sie — wenn moglich — auch die dazugehorige Quellensymbolfolge (gy) an.

Hinweis: Im Programm ist implizit by = -1 vorausgesetzt.
lange "+ 17-Folge: ..... Quellensymbolfolge: . ....................
lange "-1"-Folge: ..... Quellensymbolfolge: . ....................
lange "0"-Folge:  ..... Quellensymbolfolge: . ....................
alternierende Folge: ..... Quellensymbolfolge: . ................. ...

e) Welche der nachfolgenden Codesymbolfolgen (cy) sind beim Duobindrcode moglich?
Geben Sie — wenn moglich — wieder die dazugehorige Quellensymbolfolge (gy) an.

lange "+ 17-Folge: ..... Quellensymbolfolge: . ....................
lange "-1"-Folge: ..... Quellensymbolfolge: . ....................
lange "0"-Folge:  ..... Quellensymbolfolge: . ....................
alternierende Folge: ..... Quellensymbolfolge: . ................. ...

f)  Wie lautet die AFK ¢y (7) und das LDS &(f) des duobinarcodierten Sendesignals,
wenn als Sendegrundimpuls g(¢) ein rechteckformiger Impuls der Breite 7 = 1us und
der Amplitude sqg = 1V verwendet wird? Skizzieren Sie ¢y(7) und vergleichen Sie das
hier berechnete LDS ®(f) mit Bild 15.5(b).
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A7)

T T T T T T > l = T
-3 -2 2 3 T/
D15.2: Betrachten Sie nun im Programm “cod” den Bipolarcode 2. Ordnung.

a) Wabhlen Sie wieder die gleiche Binarfolge (gy) wie in D15.1(a) und (b). Codieren Sie
diese entsprechend dem Bipolarcode 2. Ordnung. Vorbelegung: b_| = by = -1.

v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12

q, | +1 | -1 | +1 | +1 | -1 +1( +1] -1 -1 -1 -1 | +1

b) Betrachten Sie nun die AKF des Bipolarcodes zweiter Ordnung im Vergleich zum
AMI-Code (Bipolarcode erster Ordnung). Vervollstindigen Sie die nachfolgende
Tabelle anhand der theoretischen Werte.

Codierung .(0) @ (£1) P(£2) P(£3)

AMI-Code

Bipolarcode
2. Ordnung
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c) Skizzieren Sie die Leistungsdichtespektren ®,(f) und d(f) in das linke Diagramm.
Rechts sind zum Vergleich die Kurvenverlaufe des AMI-Codes eingezeichnet.

Bipolarcode 2. Ordnung AMI-Code (Bipolarcode 1. Ordnung)
A A
L @ (f)
1 1t / a
@, (f)
| 2 T 1 2 f T

d) Welche Codersymbolfolge (cy) ist beim Bipolarcode zweiter Ordnung im Gegensatz
zum AMI-Code nicht moglich? Begriindung.

D15.3: Diese und die nachste Aufgabe sollen mit dem Programm “bas” durchgefuhrt
werden. Wahlen Sie hierbei ausgehend vom Standardsystem A folgende Einstellungen:
- zufallige Quellensymbolfolge,

- AMI-Code bzw. Duobinarcode,

- bipolare Rechtecksendeimpulse (Amplitude 1V, normierte Impulsdauer 7,/T = 1),
- koaxialer Ubertragungskanal mit charakteristischer Dimpfungax = 60 dB bzw. 6.9N,
- weiBes Rauschen mit der normierten Rauschleistungsdichte No/T= 2-1077,

- gauBformiger Impulsformer mit der normierten Grenzfrequenz fi-T= 0.4,

- optimale Entscheiderschwellen und optimaler Detektionszeitpunkt 7 = 0.

a) Betrachten Sie fiir den AMI-Code und den Duobiniarcode das Augendiagramm des
ungestorten Detektionssignals (jeweils ein Vor- und Nachlaufer). Bestimmen Sie die
ungunstigsten Symbolfolgen, die zu den oberen und unteren Begrenzungslinien des
oberen Auges fithren. Berticksichtigen Sie die jeweilige Codiervorschrift.

ungunstigste Symbolfolge(n) fiir das obere Auge

Pseudoternarcode —
obere Begrenzungslinie untere Begrenzungslinie

AMI-Code

Duobinarcode
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b) Berechnen Sie fiir beide Codes die Augenoffnung 6(7Tp = 0) in Abhangigkeit der

Grundimpulswerte gy = g4(0) = 0.684Vund g; = gz(£T) = 0.156 V. Welche ungiin-
stige Eigenschaft des AMI-Codes ist fur die kleinere Augenoffnung verantwortlich?
Uberpriifen Sie Thr Ergebnis mit dem Programm “bas”.
Hinweis: Da durch die Pseudoternarcodierung die Symboldauer T gegeniiber dem
Binarsystem nicht verandert wird, kann man auch bei diesem System vom Grund-
impuls g;(¢) nach Bild 14.4 (in V14.1) ausgehen. Bei redundanten Codes ist allerdings
Gl. (14.10) nun nicht mehr anwendbar. Statt dessen muf3 man hier aus der oberen und
der unteren Begrenzungslinie des Auges die ungiinstigsten Symbolfolgen ermitteln (vgl.
Punkt a). Daraus kann man mit Kenntnis von g;(¢) die Augenoffnung berechnen.

AMI-Code: o(Tp=0) =

Duobinarcode: 6(Tp =0) =

¢) Berechnen Sie aus den Ergebnissen von (a) und (b) fir beide Codes die jeweiligen
optimalen Schwellenwerte £ und E,. Uberpriifen Sie anschlieBend Thre Ergebnissse
mit dem Programm “bas”.

AMI-Code: E, =

E =

Duobinarcode: E, =
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d) Bestimmen Sie nun fiir den AMI-Code die charakteristischen Kenngroen (Augen-
offnung, Storeffektivwert, mittlere und ungiinstigste Bitfehlerwahrscheinlichkeit,
Storabstand) bei drei verschiedenen Impulsformergrenzfrequenzen fi. Die Anzahl
der betrachteten Vor- und Nachlaufer sei wie im Versuch D14.2(e) wiedern = v = 2.
Wie groB ist hier die minimale Grenzfrequenzen fi min, bei der das Auge gerade offen
ist. Hinweis: Sie konnen die Ergebnisse mit den Kurvenverlaufen von Bild 15.8 (siehe
Versuch D15.4) vergleichen. Bei der Aufgabe D15.4d wird auch eine Interpretation
der gewonnenen Ergebnisse gefordert.

é(Tp) 0y PB Pu 10 - 1g(oyy)
f1-T =035
fi-T =040
f1-T =045
fI,min' T=

e) Bestimmen Sie die charakteristischen Kenngroen auch fir den Duobinarcode. Wie
groB ist hier die minimale Grenzfrequenzen fi iy, bei der das Auge gerade offen ist.

o(Tp) o P Py 10 - Ig(oyy)
fi-T =025
fi-T =030
fi-T =035

fI,min' T=



15 Codierte und mehrstufige Ubertragung 359

D15.4:  Betrachten Sie nun das redundandanzfreie Quaternarsystem (d.h. M = 4). Alle
anderen Systemparameter seien wie in D14.2 und D15.3 gewahlt (Standardsystem A).

a) Betrachten und beschreiben Sie alle Zeitsignalverlaufe und das Augendiagramm des
Detektionssignals (sowohl mit als auch ohne Storungen). Wahlen Sie hier die Anzahl
der zu berticksichtigenden Nachlaufer (gleich Anzahl der Vorlaufer) zu n = v = 2.

b) Welche Bedingung miissen die Vor- und Nachlaufer des Detektionsgrundimpulses
ga(?) allgemein erfiillen, damit das Auge vertikal gerade noch geoffnet ist? Wie lautet
die Bedingung, wenn jeweils nur ein Vor- und Nachlaufer (g_; = g;) berticksichtigt
werden muB} und der Hauptwert gy betragt?

¢) Bestimmen Sie die SystemkenngroBen (Augenoffnung, Storeffektivwert, mittlere
und ungunstigste Bitfehlerwahrscheinlichkeit, Storabstand) des Quaternarsystems
fur verschiedene Impulsformergrenzfrequenzen fi. Die Anzahl der betrachteten Vor-
und Nachlaufer betrage wie im Versuch D14.2(e) n =v = 2. Wie groB ist hier die
minimale Grenzfrequenzen f1 min, bei der das Auge gerade noch offen ist. Hinweis: Sie
konnen die Werte mit der entsprechenden Kurve von Bild 15.8 vergleichen.

o(Tp) 0y Py Py 10 - 1g(oy)
fi-T =025
fi-T =030
fi-T =035
fi-T = 0.40

fI,min' T=
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AbschlieBend soll nun ein Vergleich zwischen dem redundanzfreien Binarsystem,
dem Quaternarsystem und zweier redundanter Ternarsysteme (reprasentiert durch den
4B3T- und den AMI-Code) beziiglich des Ubertragungsverhaltens angestellt werden.
Dazu sind die Ergebnisse der Versuche D14.2(e), D15.3(d) und D15.4(c) in Bild 15.8
vergleichend gegentibergestellt. Diese sollen nun von Ihnen interpretiert werden.

T 167
| M =4

14 redundanzfrei
10 - Ig(ou) 121

in dB
107

| M=2
8 redundanzfrei

6 N

27 4B3T

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
fI -T

Bild 15.8: Ungiinstigster Signalstorabstand 10-1g(oy) fiir verschiedene Ubertragungs-
codes, abhangig von der normierten Impulsformergrenzfrequenz fi- 7.

d) Diskutieren Sie den prinzipiellen Verlauf der dargestellten Kurven.

e) Welcher Storabstandsgewinn kann durch das (optimale) Quaternarsystem gegeniiber
dem Binarsystem erzielt werden? Worauf ist dieser im wesentlichen zuriickzufithren?
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f) Vergleichen Sie das Binar- und das Quaternarsystem hinsichtlich des erreichbaren
SN-Verhaltnisses bei kleinerer Kabeldampfung (ax = 40 dB). Hierfiir ergeben sich
folgende optimale Grenzfrequenzen: fiop T=0.40 (M = 2), fiop' T=0.32 (M= 4).

g) Warumist der AMI-Code bei den gegebenen Voraussetzungen (ag = 60 dB) sehr viel
schlechter als die redundanzfreien Codes? Welcher Storabstandsverlust ergibt sich?

h) Unter welchen Voraussetzungen hinsichtlich des Grundimpulses wiirde der AMI-
Code deutlich bessere Ergebnisse liefern?

i) Wahlen Sie nun den 4B3T-Code und f;-T= 0.4. Betrachten und beschreiben Sie die
Zeitsignalverlaufe und das Augendiagramm.
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15.8 Ubungsaufgabe

U15.1: Diese Ubungsaufgabe behandelt die Erzeugung eines Pseudoternircodes gemif
Bild 15.3. Schreiben Sie eine C- bzw. Fortran-Funktion "codnue(nue, kenn, gnue)”, die
pro Aufruf (Zahlvariable "nue” =1, 2, ...) ein Codesymbol "codnue” liefert. Die Variable
“kenn” bezeichnet dabei das jeweilige Codiernetzwerk, das durch das Programmeni
ausgewahlt wird, und kann die Zahlenwerte 1 (AMI-Code), 2 (Duobinircode) oder 3
(Bipolarcode 2. Ordnung) annehmen. Mit der Float—Variablen "gnue” wird schlieBlich
der Funktion bei jedem Aufruf ein bipolares Binarsymbol (+1) tibergeben.

Die Anfangsbelegung der Variablen by und b, -1 mit ”-1” muf} beim ersten Aufruf in
einem Feld der Lange 2 vorgenommen werden. Beachten Sie, daBl vor dem Verlassen der
Funktion dieses Feld mit den neuen Werten von by und by _1 belegt werden mub.

Verwenden Sie zum Ubersetzen und Binden die Prozeduren "mkcod” fiir die C- bzw.
"mkcod —f” fir die FORTRAN-Version. Testen Sie lhre Funktion mit Hilfe des Haupt-
programms “cod” (Menupunkt 3) fir die drei moglichen Pseudoternarcoder.

C: F77:
double codnue (nue, kenn, gnue) real function codnue (nue,kenn, gnue)
long nue,kenn; integer nue,kenn

float qnue; real qnue
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16 Nyquist—Systeme

Inhalt: Im folgenden wird das Prinzip der Nyquist-Entzerrung behandelt. Dazu werden
zunachst die von Nyquist aufgestellten Kriterien im Zeit- und Frequenzbereich erlautert.
AbschlieBend wird der optimale Nyquist-Entzerrer besprochen und auf die sogenannten
"Wurzel-Nyquist-Systeme” ausfihrlicher eingegangen.

16.1 Prinzip der Nyquist- Entzerrung

Erfolgt die Detektion mit einem Schwellenwertentscheider, so ist es im Hinblick auf
eine moglichst geringe Bitfehlerwahrscheinlichkeit pg am giinstigsten, durch geeignete
Dimensionierung des Entzerrerfrequenzgangs Hg(f) die Impulsinterferenzen vollstandig
zu beseitigen. Diese Art der Impulsformung bezeichnet man oft als Nyquist-Entzerrung.

Unter der Voraussetzung Tp = 0 lautet die entsprechende Bedingung im Zeitbereich:
g, v T)=0 fir v = =1, 2 usw. (16.1)

Ohne Einschrankung der Allgemeingiltigkeit beschranken wir uns auf redundanzfreie
binare bipolare Signale. Zu den Zeitpunkten v - T ist somit das Nutzsignal dg(v - T) = 4y,
wobei die Abkiirzung gy = g4(0) verwendet ist. Aufgrund der dquidistanten Nulldurch-
gange von gy(¢) ist die vertikale Augenoffnung gemaB (14.10) maximal: 6(Tp) = 2-gy. Mit
(14.9) folgt daraus fir die mittlere und die ungiinstigste Bitfehlerwahrscheinlichkeit:

— 5 = 080
Q . 16.2
Py =Py (Od) (16.2)

Hierbei sind wieder Gaufsche Storungen und der Schwellenwert £ = ( vorausgesetzt.

Ist das Sendesignal rechteckformig und der Kanal Hx(f) frequenzunabhdngig, so 1at
sich ein moglicher Nyquist-Entzerrer intuitiv angeben (vgl. Abschnitt 13.3):

Hy(f) = si(mf-T) . (16.3)

Die dazugehorige Impulsantwort Ag(f) o—e Hg(f) ist damit wie der Sendegrundimpuls
gs(¢) ein Rechteck der Dauer T, so daB der Detektionsgrundimpuls g (t) = g4(¢)*hg(¢)
dreieckformig verlauft und fir Zeiten |¢| = 7/2 identisch 0 ist. Die Symboldetektion wird
somit durch die Auslaufer der Nachbarimpulse nicht beeintrachtigt (vgl. Bild 13.6).

Ein Vergleich mit Kapitel 11 zeigt, daB in diesem Sonderfall der Frequenzgang Hg(f)
von (16.3) gleichzeitig das Matched-Filter darstellt. Somit werden durch diesen Nyquist—
Entzerrer nicht nur Impulsinterferenzen vermieden, sondern gleichzeitig die Storungen
am Entscheider minimiert.

Das Detektions-Signalstorleistungsverhaltnis kann mit den in den Kapiteln 13 und 14
angegebenen Gleichungen berechnet werden. Man erhalt mit der Energie Eg=s g-T
des Sendegrundimpulses und der Leistungsdichte Ny des weilen Rauschens:

2-Eg
Qu = Ny

(16.4)

Mit keinem anderen Filter wird dieser Maximalwert sonst noch erreicht.
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16.2 Nyquist-Kriterien

Betrachten wir nun den allgemeinen Fall, gekennzeichnet durch den Sendegrundim-
puls g4(¢) o—o G(f) und den Kanalfrequenzgang Hx(f). Formuliert man die Bedingung
(16.1) im Frequenzbereich fiir das Spektrum Gy(f) = Gy(f)- Hx(f)- Hg(f), so erhilt man:

+ 0

z Gd(f—k) = const. . (16.5)
ke =-oo r

Diese Bedingung wurde von Nyquist im Jahre 1928 angegeben und wird haufig als das
1. Nyquist-Kriterium bezeichnet. Dieses besagt, dal3 aquidistante Nulldurchgange des
Grundimpulses g4(¢) im Symbolabstand T nur dann moglich sind, wenn die periodische
Fortsetzung P{Gy(f)} des dazugehorigen Spektrums G;(f) #——o g4(f) mit der Periode
fr = UT einen konstanten Wert ergibt (vgl. Abschnitt 7.2).

Daneben wurde von Nyquist ein zweites Kriterium dafir angegeben, dal der Grund-
impuls g4(¢) Nulldurchgange zu den Zeitpunkten +=1.57, £2.57, £3.5T usw. besitzt.
Dadurch werden die Nulldurchginge des Detektionssignals nicht aus ihren Sollagen
verschoben, so dafl die horizontale Augenoffnung maximal gleich der Symboldauer T
wird. In diesem Fall treten die Nulldurchginge des Detektionsnutzsignals ds(f) in aquidi-
stanten Abstanden auf; dies erleichtert z.B. die Taktwiedergewinnung mittels einer PLL.

Das 2. Nyquist-Kriterium kann im Frequenzbereich z.B. wie folgt formuliert werden:

g Gy -9
kT COS( - f- T =k - )

= const. . (16.6)

Hier ist die periodische Fortsetzung der Funktion G,(f)/cos(m-f-T) mit der Frequenz-
periode fp = 1/T stets eine Konstante.

Bild 16.1 verdeutlicht die beiden Nyquist-Kriterien anhand von Augendiagrammen
mit maximal moglicher vertikaler (links) bzw. horizontaler Augenoffnung (rechts). Bild
16.3 zeigt ein Augendiagramm, bei dem beide Nyquist-Kriterien erfillt sind.

[
-T -1/2 0 12 T

Bild 16.1: Ungestorte Augendiagramme zur Veranschaulichung des ersten (a) und
des zweiten (b) Nyquist-Kriteriums.
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Besondere Bedeutung fir die Digitalsignaliibertragung besitzen Nyquist-Spektren,
die auf den Frequenzbereich -1/T < f < 1/T beschrankt und zusammenhangend sind.
Durch diese Beschrankung uberlappen sich bei der periodischen Fortsetzung lediglich
benachbarte Frequenzbereiche, so dafl die beiden Nyquist-Kriterien fir reelle Funktio-
nen mit der Nyquist—Frequenz fx = 1/(2T) folgendermaBen vereinfacht werden konnen:

G,(fx-H + G,(fy + ) = G,4(0) = const. , (16.7)

G,(fx-0 Ginth  _ _
cos (nU.lTI\.I(fN =) " eos (nU-lTI\-I(fN +h) Call) = const. (o)

In diesen Gleichungen ist fiir f ein Wert zwischen -1/(2T) und + 1/(2T) einzusetzen.

Ein reelles Nyquist-Spektrum nach dem 1. Kriterium ist demnach stets punktsymme-
trisch um die Nyquist-Frequenz fy;, die gleich der halben Symbolrate ist. Im allgemeinen
kann ein Nyquist-Spektrum auch einen Imaginarteil besitzen. Dieser muf3 dann achsen-
symmetrisch um die beiden Frequenzen f=+fy sein.

Bild 16.2 zeigt drei mogliche Spektren Gy4(f) mit oben genannten Eigenschaften, wo-
bei die Symmetriepunkte bei 4fx hervorgehoben sind.

f ! f

Ga(f) Ga(f) Ga(f)
SRUR S AT PERN

_}N fo _sz—‘fN—‘fl f‘l f‘N sz - -k 1 AN f
(a) f— () = © e

Bild 16.2: Nyquist-Spektren mit Cosinus—Rolloff-Charakteristik und Rolloff-Faktor
r=0(a), r=0.5(b), r=1(c).

Alle diese Spektren kann man durch einen Cosinus—Rolloff-Tiefpafl gemeinsam
beschreiben, wobei mit den in Bild 16.2(b) eingezeichneten Frequenzen f; und f; gilt:

_ 20 If1 =11 i -
G,(H = gy T cos (—f -2) fuir fi<|fl </, (16.9)
2~N
0 fir |f] =/, .

Eine impulsinterferenzfreie Detektion ist nur dann gegeben, wenn (f| +£,)/2 = fy ist. Bei
zu kleiner ”"Grenzfrequenz” ist das Auge geschlossen. Eine zu groBe "Grenzfrequenz”
fuhrt ebenfalls zu Impulsinterferenzen, wenn auch mit geringeren Auswirkungen.

Zur Beschreibung der Flankensteilheit wird haufig der Rolloff-Faktor
HL-h
r=-t—=" r=0..1 (16.10
hth :
verwendet. Fur r = 0 (f; =f,= fi) ergibt sich aus der allgemeinen Darstellung (16.9) das

rechteckformige Spektrum (Kiipfmiiller-Tiefpaf3), wahrend mitr = 1 (f;=0, f,= 2 fy) das
Detektionsgrundimpulsspektrum Gy(f) cos>~formig verlauft.
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-T -1/2 0o T2 T
Y1y
Bild 16.3: Ungestortes Augendiagramm beim cos?-Spektrum von Bild 16.2(c).

Fir den Detektionsgrundimpuls gilt in Abhangigkeit des Rolloff-Faktors 7

cos(zw-r-t/T)
01 _@-r-t)T)
Dem rechteckformigen Spektrum von Bild 16.2(a) entspricht ein si—-formiger Impuls, der
nur sehr langsam, namlich asymptotisch mit 1/¢, abklingt und bei dem die horizontale
Augenoffnung gegen Null geht. Da in diesem Fall das Auge zu einem unendlich schmalen
Spalt entartet, ist in der Regel keine zufriedenstellende Detektion moglich. Ein zeitlich
schwankender Takt (Jitter) fithrt deshalb immer zu Fehlentscheidungen.

Mit zunehmendem Rolloff-Faktor 7 (flacherer Flankenabfall) werden die Uber-
schwinger auch auBerhalb der Detektionszeitpunkte v-T geringer, so daB sich fur die
horizontale Augenoffnung meist ebenfalls ein ausreichend groBer Wert ergibt. Beim
cos>-Spektrum (r = 1) klingt g;(f) asymptotisch mit 1/¢3 ab. Aus (16.11) erhilt man in
diesem Sonderfall nach einigen Umformungen fir den Detektionsgrundimpuls:

8,() =8 -si(ﬂ-%) : (16.11)

g, (t) = go'%' [si (n-(% + %)) +si (n'(%—%))] : si(ar'%) . (16.12)

Der Detektionsgrundimpuls gemaf (16.12) besitzt Nulldurchginge bei allen Vielfachen
der Symboldauer T und zusatzlich bei +=1.5T, =2.57, +3.5T usw.. Somit erfullt dieser
Impuls sowohl das erste als auch das zweite Nyquist-Kriterium, was auch anhand der
entsprechenden Bedingungen (16.7) und (16.8) im Spektralbereich gezeigt werden kann.

In Bild 16.3 ist das zum Grundimpuls von (16.12) gehorige ungestorte Augendia-
gramm dargestellt. Es ist zu erkennen, dall dieses sowohl vertikal als auch horizontal zu
100 % geoftnet ist, und daB Impulsinterferenzen auch auBBerhalb des Zeitnullpunktes von
untergeordneter Bedeutung sind.

Die Grenzfrequenz des Spektrums Gy(f) entsprechend (16.9) und Bild 16.2(b) ist
durch das 1. Nyquist-Kriterium festgelegt. Dagegen ist der Rolloff-Faktor r ein optimier-
barer Parameter, da dieser die Fehlerwahrscheinlichkeit uber den Storeffektivwert oy
beeinfluBt (vgl. (16.2)). Wegen (14.6) und der Beziehung G4(f) = G,(f)- Hx(f)- He(f) gilt:

+ o + o
N, [AGIE
| |He()|?df = =0 I 4 dr . (16.13)
I i 2 ) 1GOPIHNI?

— 0 — Q0

Ny
2

2 _
O'd—
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16.3 Wurzel-Nyquist-Systeme

Bisher wurden nur die Empfangerparameter optimiert. Nun soll eine gemeinsame
Optimierung von Sender und Empfanger erfolgen, wobei das Blockschaltbild gemal3 Bild
16.4 zugrunde gelegt wird. Hierzu ist folgendes anzumerken:

o Die Sendeimpulsform wird durch den Senderfrequenzgang Hg(f) charakterisiert;
dieser sei gleich dem (geeignet normierten) Sendeimpulsspektrum: Hg(f) = Gy(f)/so- T.

® Diese MaBnahme ist nur dann erlaubt, wenn die Digitale Quelle gemafl Bild 14.1
durch eine aquivalente Dirac-Quelle ersetzt wird, fur dessen Ausgangssignal gilt:

+o
qgs() = > a,-sy-T-0(t-v-T). (16.14)

Yy =00
Die beiden Sendesignale s(¢) von Bild 14.1 und 16.4 sind somit identisch (vgl. V16.2).
e Der Tiefpa—Kanal sei auf die Bandbreite By ideal bandbegrenzt (fy < Bx < 2fn).

e Das System sei impulsinterferenzfrei, also ein Nyquist-System. Somit gilt

Hy(f) - H() - H(f) . NOE (16.15)

wobei Hx(f) einen Nyquist-Frequenzgang bezeichnet. Das heifit: Die dazugehorige
Impulsantwort n(f) o—e Hn(f) weist aquidistante Nulldurchgange im Abstand T auf.
Mogliche Nyquist-Frequenzgange sind formgleich zu den Verlaufen in Bild 16.2.

q5(1) s( k@) @) d(r) ()
Dirac- dig.
_> Hs(f) L » HK(f) HE(f) L»  Detektor
X
(4, 0 SRR
(ideal)

Bild 16.4: Aquivalentes Blockschaltbild eines Basisbandiibertragungssystems mit
einer Dirac-Quelle und dem Senderfrequenzgang Hg(f).

Das optimale System fiur den Sonderfall eines AWGN-Kanals ohne Bandbegrenzung
(B — o) wurde bereits in Abschnitt 13.3 behandelt. Hier gilt Hs(f) = Hg(f) = si(z -f-T).
Da die beiden Frequenzfunktionen bis ins Unendliche reichen, ist diese Konfiguration
bei endlicher Kanalbandbreite Bx nicht mehr optimal. Vielmehr gilt in diesem Fall:

HS,Opt(f) = HE,opt(f) = VHN(f) . (1616)

Hierbei sei Hn(f) ein Nyquist-Frequenzgang, z.B. entsprechend Bild 16.2 mit Cosinus—
Rolloff-Charakteristik oder auch trapezformig. Der Rolloff-Faktor ist dabei durch die
Kanalbandbreite, bezogen auf die Nyquist-Frequenz fiy = 1/(27), wie folgt begrenzt:

B
r<—K_1. (16.17)
In

Je groBer die Kanalbandbreite ist, um so groBer kann man den Rolloff-Faktor wahlen.
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Mit Sender und Entzerrer gemiB (16.16) ist die gesamte Ubertragungsstrecke ein
Nyquist-System. Der Kanalfrequenzgang Hx(f) hat keinen EinfluB, solange der Rolloff-
Faktor die Bedingung (16.17) erfillt. Der Detektionsgrundimpuls besitzt dquidistante
Nulldurchginge, die Impulsamplitude betragt sg. Somit ist die halbe vertikale Augen-
offnung ebenfalls gleich s.

Betrachten wir nun die Storleistung vor dem Entscheider. Diese ist

+ o + o
N, N, N,
2 - Vo 249 = Y0 1 - Y0
07 o I |Hg(N = df = B I N df = T (16.18)

Hierbei ist berticksichtigt, daB das Integral iiber den Nyquist-Frequenzgang Hx(f) gleich
2-fn = U/T ist, und zwar unabhiangig vom Rolloff-Faktor  (vgl. Bild 16.2).

Mit diesen Ergebnissen erhalt man das gleiche Ergebnis wie bei rechteckformigem
Sendesignal und ebensolcher Impulsantwort /g(¢), z.B. durch einen Integrator:

2.52.T
pp = O( /%) . (16.19)
0

Im Unterschied zu obiger Konfiguration weist nun das Sendesignal Impulsinterferenzen
auf: Der Sendegrundimpuls g(f) o—e so-T-Hg(f) hat hier keine aquidistanten Null-
durchginge, und der Maximalwert s, des Sendesignals s(¢) ist hier stets groBer als sg.
Erst zusammen mit dem Empfangsfilter Hg(f) ergeben sich die Nyquist-Eigenschaften
des Gesamtsystems. Oder anders ausgedriickt: Die Faltung der beiden Impulsantworten
hs(f) und Ag(f), die beide keine aquidistanten Nulldurchgange besitzen, fiihren zur Zeit-
funktion An(f) mit Nyquist-Eigenschaften.

Die Leistung Pg des Sendesignals kann man mit den Gleichungen (15.12) und (15.13)
berechnen. Dies fiihrt zum Ergebnis

+ o + o
1
PS=T'I @D df = S&'T'I [Hs(h1* df - (16:20)
Mit (16.16) folgt in ahnlicher Weise wie bei (16.18) fir die mittlere Energie pro Bit:
+ o
Ey=Pg-T=sT* I Hy() df = s3-T . (16.21)

— 0

Eingesetzt in (16.19) erhalt man wie bei der Konfiguaration Rechteckimpuls/Integrator
fir die mittlere (und gleichzeitig fiir die ungunstigste) Bitfehlerwahrscheinlichkeit:

2 E
pp=Q( [—) (16.22)
0

Anzumerken bleibt, dall die Wurzel-Nyquist-Konfiguration dann zu einem schlechten
Ergebnis fiuhrt, wenn als Nebenbedingung der Optimierung nicht die mittlere Sende-
leistung, sondern der Maximalwert des Sendesignals konstant gehalten wird.
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16.4 Vorbereitungsfragen

V16.1: Fur das Folgende wird vorausgesetzt, da3 das Spektrum Gy(f) des Grundimpulses
einen cos’~Verlauf entsprechend Bild 16.2(c) aufweist. Der Maximalwert soll mit G4(0)
bezeichnet werden, die Grenzfrequenz sei allgemein fg = f5/2.

a) Geben Sie Gy(f) formelmaBig an.

b) Zeigen Sie an diesem Beispiel, daf} eine impulsinterferenzfreie Detektion prinzipiell
nicht moglich ist, wenn fg kleiner als die Nyquistfrequenz fy= 1/(27) ist.

c¢) Fiir das Polgende gelte stets: fg= fn. Zeigen Sie rechnerisch, daB das cos’~formige
Spektrum auch das 2. Nyquistkriterium gemaf (16.8) erfiillt.
Hinweis: Es gilt cos?(x) = (1+ cos(2x))/2.
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d) Berechnen Sie den Detektionsgrundimpuls g;(¢). Zeigen Sie im Zeitbereich, daB hier
beide Nyquist—Kriterien erfillt sind. Zu welchen Zeitpunkten besitzt g;(¢) Null-
durchginge? Welcher Zusammenhang besteht zwischen G,4(0) und gy = g4(0)?

e) Skizzieren Sie den Detektionsgrundimpuls g;(¢). Wie groB ist g;(f) zum Zeitpunkt
t = T/2? Hinweis: Benutzen Sie hierfir die Regel von 'Hospital.

gd(t) A
4 gO

T T T T T T > [/T

f) Zeichnen Sie den Entzerrer-Frequenzgang Hg(f) qualitativ, wenn rechteckformige
Sendeimpulse mit der Amplitude gy und ein idealer Kanal mit dem Frequenzgang
Hx(f) =1 verwendet werden. Geben Sie Hg(f) auch formelmaBig an.

HE(f) A

-1.0 -0.5 0.5 1.0
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V16.2: Betrachten Sie nun das Wurzel-Nyquist-System gemaB Bild 16.4, wobei Hx(f)
wie in V16.1 durch einen cos?>-TiefpaB entsprechend Bild 16.2(c) vorgegeben sei.

a) Zeigen Sie an diesem Beispiel, daB3 sich fiir die beiden Blockschaltbilder nach Bild
14.1 und 16.4 jeweils das gleiche Sendesignal s(¢) ergibt.

b) Bestimmen und skizzieren Sie den optimalen Sender- und Entzerrer—Frequenzgang.

Hs(f) A HE(f)

-1.0 -0.5 0.5 1.0

c) Zeigen Sie, daB fiir den Sendegrundimpuls g(¢) gilt:

4.5y, cosm-t/T)
&) = 710'1—16-(t/T)2 : (16.23)

Anmerkung: Wenn Sie dazu keine Lust mehr haben, kann ich’s gut verstehen.
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d) Berechnen Sie die Grundimpulswerte gy(0), g( £ T), g( £ 2T) und g( £37). Skizzieren
Sie den Detektionsgrundimpuls g;(¢).

&(0) =
g(xT) =
g(£2T) =

g(£3T) =

gd(t) A
4 gO

T T T T T T > [/T

e) Begriinden Sie, dal am Sender Impulsinterferenzen auftreten. Welche Auswirkungen
haben diese beziiglich der mittleren und der maximalen Sendeleistung?
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16.5 Versuchsdurchfithrung

Die Aufgaben D16.1 bis D16.3 konnen mit dem Programm “nyg” durchgefihrt werden,
die Aufgabe D16.4 mit dem Programm "bas”.

D16.1: Unter dem Menupunkt 1 konnen die Spektren und zugehorigen Zeitfunktionen
sowie das binare und quaternare Augendiagramm eines Trapez- und eines Cosinus-
Rolloff-Tiefpasses betrachtet werden. Sie haben sowohl beziiglich der Grenzfrequenz f
als auch des Rolloff-Faktors r freie Wahl. Gehen Sie davon aus, dal Hn(0) =1 ist. Dies
entspricht fiir das Spektrum des Detektionsgrundimpulses: G4(0) = so-T.

a) Betrachten Sie in diesem ersten Versuch stets das rechteckformige Spektrum (z.B. ein-
zustellen als Trapez-Tiefpall mit Rolloff-Faktor » = 0) mit dem einzigen Parameter
fi. Welchen Verlauf hat hier der Detektionsgrundimpuls g;(¢)?

b) Waibhlen Sie zunachst die (normierte) Grenzfrequenz f5-T = 0.5. Interpretieren Sie
das Ergebnis. Besteht hinsichtlich der horizontalen Augenoffnung (des Binarsystems)
eine Diskrepanz zwischen Theorie und Simulation?

¢) Wabhlen Sie nun fiir das rechte Fenster die Grenzfrequenz f-T = 0.4. Interpretieren
und verallgemeinern Sie die Ergebnisse.

d) Wahlen Sie die Grenzfrequenz fg-T = 0.6. Interpretation.
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e) Vergleichen Sie nun die normierten Grenzfrequenzen f-T = 0.5 bzw. fg-T = 1.0
hinsichtlich vertikaler und horizontaler Augenoffnung. Ist eine Nyquist-Entzerrung
mit fG-T = 1.0 sinnvoll, wenn der Sendeimpuls rechteckformig ist?

f) Betrachten Sie fir fg-7T = 0.5 auch das quaternire Augendiagramme. Was ist zu
erkennen?

D16.2: Vergleichen Sie nun den Trapez— und den Cosinus—Rolloff-Tiefpall hinsichtlich
Abklingverhalten, Uberschwinger, vertikaler und horizontaler Augendffnung (des Binir-
systems), und zwar jeweils mit der Nyquist-Grenzfrequenz fg-T = 0.5.

a) Zunichst sei der Rolloff-Faktor fiir beide Tiefpasse gleich » = 0.5. Interpretieren Sie
die Simulationsergebnisse.

b) Andern Sie nun den Rolloff-Faktor des Cosinus-Rolloff-Tiefpasses in der Weise, daB
beide Tiefpasse eine gleiche Flankensteilheit aufweisen. Welcher Tiefpall hat nun das
bessere Abklingverhalten, meBbar durch eine groBere horizontale Augenoffnung?
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c)

Wabhlen Sie nun den Rolloff-Faktor fur beide Tiefpasse gleich » = 1. Interpretieren
Sie die Simulationsergebnisse.

D16.3: In dieser Aufgabe geht es wie in V16.2 um das sogenannte Wurzel-Nyquist—

System gemiB Bild 16.4, wobei fiir Hn(f) wiederum ein cos>~Tiefpa3 vorausgesetzt wird.

a)

b)

Betrachten Sie den Sendegrundimpuls g(¢), der formgleich mit der Impulsantwort
hg(f) des Empfangstilters ist. Uberpriifen Sie die in V16.2(d) berechneten Grund-

impulswerte gg = g,(0), g1 =g(£T), g2 = &(£27T) und g3 =g(+37).

Betrachten Sie das Augendiagramm des Sendesignals s(f) und notieren Sie den
Minimalwert (des Betrages) smin= Min |s(f = 0)|; dieser ist gleich der halben verti-
kalen Augendffnung zum Zeitnullpunkt. Uberpriifen Sie anschlieBend sy, mit dem
Ergebnis aus a), wobei Sie beriicksichtigen sollten, daBl im Programm “nyq” zur
Augenberechnung jeweils v =n =3 Vor- und Nachlaufer herangezogen werden.
Welche Symbolfolgen fiihren zu den inneren Augenlinien?

Wie groB ist der Maximalwert s, = Max |s(t = 0)|, wieder unter der Voraussetzung
v =n = 3?7 Welcher Zusammenhang besteht zwischen s, und s,i,?
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d) Die Ergebnisse von b) und c) stimmen aufgrund der Einschrankung v = n = 3 nicht
mit den tatsachlichen Werten von sy, und sy,i, Uiberein. Wie groB3 sind diese?

e) Der Gesamtfrequenzgang eines Ubertragungssystems habe eine Cosinus—Rolloff-
Charakteristik mit Rolloff-Faktor 7, der sich aus Wurzel-Nyquist-Frequenzgangen
fir Sender und Empfanger zusammensetzt. Gibt es unter der Voraussetzung von
weillem Rauschen einen optimalen Wert von r, der die Bitfehlerwahrscheinlichkeit
minimiert, wenn die mittlere Energie pro Bit als konstant vorgegeben wird?

f) Ermitteln Sie die in der nachfolgenden Tabelle angegeben KenngroBen des Wurzel-
Nyquist-Systems fiir verschiedene Rolloff-Faktoren, wieder unter der Voraussetzung,
daB der Gesamtfrequenzgang eine Cosinus—Rolloff—-Charakteristik aufweist. Es gilt
weiterhin: v = n = 3. Interpretieren Sie die Ergebnisse.

By min/fn 80)/sg Min [s(z = 0)] ME“X |s(®)]
(bei tmaX/T)
r=1
r =0.75
r = 0.50
r =0.25
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D16.4: Betrachten Sie nun ein binares Nyquistsystem mit folgenden Randbedingungen

(Programm “bas”, “Standardsystem B”):

- zufallige Quellensymbolfolge,

- binére bipolare NRZ-Rechtecksendeimpulse (normierte Impulsdauer T,/T = 1),

- Koaxialkabel mit der Dampfung ¢ = 60 dB (6.9 Neper),

- weiBes Rauschen mit der normierten Rauschleistungsdichte No/T= 2-10~7 (B, -T= 6),

- Nyquistentzerrer mit dem Rolloff-Faktor r = 1,

- optimale Entscheiderschwelle £ = 0 und optimaler Detektionszeitpunkt T = 0.

a) Betrachten Sie das Detektionssignal, den Grundimpuls und die Augendiagramme mit
bzw. ohne Storungen. Welcher Zusammenhang gilt hier zwischen mittlerer und un-

gunstigster Fehlerwahrscheinlichkeit? Welche Fehlerwahrscheinlichkeit ergibt sich
im Vergleich zum optimierten System mit gauBformigem Impulsformer (vgl. D14.2¢)?

o(Tp) 0y Py Py 10 - 1g(oy)

Gaul}
(fi- T = 0.35)

Nyquist
r=1

b) Warum ist dieses System schlechter als das optimale System von D14.2 (gauBformiger
Impulsformer)? Betrachten Sie dazu auch das LDS ®;n(f) des Detektionsstorsignals.
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¢) Zeigen Sie, dafB} durch einen geringeren Rolloff-Faktor eine deutliche Verbesserung
des Signalstorabstandes erzielt werden kann. Untersuchen Sie dazu die in nachfol-
gender Tabelle angegeben r—Werte. Interpretieren Sie diese Ergebnisse. Worauf ist
die Verbesserung zuriickzufithren?

Nyquist o(Tp) Oy Py Pu 10 - 1g(oyy)
r=1
r=20.5

r=025

r=20

d) Vergleichen Sie das (beziiglich r optimierte) Nyquist-System und das optimale System
mit gauBformigem Impulsformer (Versuch D14.2) hinsichtlich Storabstand und
mittlere Bitfehlerwahrscheinlichkeit.
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16.6 Ubungsaufgabe

U16.1: Schreiben Sie ein Unterprogramm “nyqcrt(fG, r, spektrum, signal)”, welches einen
Wurzel-Nyquist-Frequenzgang Hn(f) mit Cosinus—Rolloff-Charakteristik und die dazu-
gehorige Zeitfunktion An(f) o—e Hn(f) berechnet (sieche Abschnitt 16.3). Eingabepara-
meter sind die Grenzfrequenz ’fG” und der Rolloff-Faktor 7" des Geamtfrequenzgangs
Hx(f)? Der Rolloff-Faktor » = 0 (d.h. das Rechteckspektrum) sei ausgeschlossen.

Die Ubergabe von Hx(f) und sn(f) an das Hauptprogramm erfolgt mit Hilfe der
beiden Felder “spektrum” und ’signal”, jeweils mit der Dimension N = 1024. Beachten
Sie, daB sowohl im Frequenz- als auch im Zeitbereich der jeweilige Nullpunkt (f = 0
bzw. t = 0) dem mittleren Feldelement (mit dem Index 512) zuzuweisen ist. Der Abstand

zweier Abtastwerte im Frequenzbereich betragt fa = 1/32.

Zur Berechnung des Zeitsignals kann die schon aus den Ubungen zu Kapitel 7
bekannte Fast-Fouriertransformation benutzt werden: "void fft ((long)0, N, Re, Im, TA)”.
Alle Parameter und das Programm selbst miissen intern deklariert werden. Der erste
Parameter kennzeichnet die Transformationsrichtung vom Frequenz- in den Zeitbereich,
die Long-Variable N ist gleich 1024 zu setzen. Die beiden reellen Felder "Re” und "Im”
nehmen den Real- und Imaginarteil des Spektrums bzw. des Zeitsignals auf, wahrend
Ta=1/(N-fa) den Abstand zweier Abtastwerte im Zeitbereich angibt.

Fir den Aufruf des FFT-Unterprogramms muf das Feld vorher so umsortiert werden,
daB der Frequenzgang in der Grundfolge von 0 bis N - 1 vorliegt (sieche Abschnitt 7.1).
Dem ersten Feldelement ist also das vormals mittlere Feldelement zuzuordnen. Nach der
FFT muB in der gleichen Weise ricksortiert werden.

Zum Ubersetzen und Einbinden in das Programm “nyg” verwenden Sie bitte die
Prozedur "mknyq [-f]”. Testen Sie anschlieBend Thr Unterprogramm fiir verschiedene
Grenzfrequenzen und Rolloff-Faktoren.

Programmheader:

C: include <math.h>
void nyqert (fG,r, spektrum, signal)
double fG,r;
float spektrum[ ],signall ];

F77: subroutine nyqcrt (fG,r,spektrum, signal)
real fG,r,spektrum(0:1023),signal(0:1023)
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17 Zusammenfassung und Ausblick

In Bild 17.1 ist nochmals das Blockschaltbild eines digitalen Ubertragungssystems
inklusive Codier- und Decodiereinrichtungen dargestellt, das z.B. der Simulation eines
Basisbandsystems zugrunde gelegt werden konnte. AbschlieBend soll nun an einigen
Beispielen der Bezug zwischen der Modellierung und Dimensionierung der einzelnen
Funktionseinheiten sowie den in den Kapiteln 1 bis 16 dargelegten Grundlagen der
Systemsimulation hergestellt werden.

Sender Empfanger

q(t) c(f) ;(t) k(t) r‘(t) d(r) w(t) v(t)

!
; Sende- :
\
dig. Coder (> impuls- > Kanal | EmI.)fangs_’ Detektor [+ Decoder | Sc.h‘%('
Quelle | former | | | filter AImRe
\ \ \
\ \
_

G n(r) s N

Storquelle

Bild 17.1: Blockschaltbild eines digitalen Basisbandibertragungssystems.

- Das Quellensignal g(¢) von Bild 17.1 sei ebenso wie das Sinkensignal v(¢) binar, also
ein Digitalsignal. In Kapitel 12 wird am Beispiel der Pulscodemodulation gezeigt, wie
aus einem analogen Nachrichtensignal durch Abtastung, Quantisierung und PCM-
Codierung die binare Quellensymbolfolge (g, ) erzeugt wird, und wie beim Empfanger
durch Decodierung und TiefpaBfilterung aus der Sinkensymbolfolge (v, ) das analoge
Sinkensignal wiederhergestellt werden kann.

- Die Simulation einer redundanzfreien digitalen Quelle kann als diskrete Zufallsgrofe
(Kapitel 1) oder mit Hilfe von PN-Generatoren (Kapitel 2) erfolgen. Der zweite Weg
hat den Vorteil, dal die Quellensymbolfolge reproduzierbar ist, was die Fehlersuche
erleichtert.

- Statistische Bindungen innerhalb des Quellensignals konnen z.B. durch sogenannte
Markovketten (Kapitel 3) eingebracht werden. In den meisten Fallen begniigt man sich
mit Markovprozessen erster Ordnung.

- Zur quantitativen Erfassung solcher statistischer Bindungen eignen sich insbesondere
die Autokorrelationsfunktion (AKF) und das Leistungsdichtespektrum (LDS), die in
Kapitel 9 beschrieben sind. Zur Vorbereitung der Kreuzkorrelationsfunktionen (KKF)
werden in Kapitel 5 die Eigenschaften zweidimensionaler Zufallsgroffen behandelt.

- Zur Berucksichtigung eventueller Codier- und Decodiereinrichtungen kann auf die
Erlauterungen im Kapitel 15 zurickgegriffen werden. Einschrankend ist allerdings
anzumerken, daf} hier unter Codierung in erster Linie die spektrale Anpassung des
Sendesignals an den Ubertragungskanal (Leitungscodierung) verstanden wird. Fehler-
erkennung und Fehlerkorrektur werden dagegen nur am Rande erwahnt.
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- Der Zusammenhang zwischen dem Zeitsignal und der Spektralfunktion eines linearen
zeitinvarianten Systems wird in Kapitel 6 eingehend behandelt. Mit diesem Kapitel wird
auch das systemtheoretische Handwerkszeug zur Beschreibung linearer Verzerrungen
aufgrund eines nicht idealen Kanalfrequenzgangs Hk(f) bereitgestellt.

- Die in Kapitel 7 eingehend beschriebene Diskrete Fouriertransformation (DFT) ist ein
bei numerischen Berechnungen haufig eingesetztes Hilfsmittel, insbesondere der als
Fast-Fouriertransformation (FFT) bekannte schnellere Algorithmus. Eine blockweise
Berechnung des Kanalausgangssignals im Frequenzbereich mittels FFT kann unter
Umstinden von Vorteil sein. Zu beachten sind allerdings die Ubergiinge zwischen den
einzelnen FFT-Blocken.

- Anzumerken ist, daB der zu sorglose Umgang mit der FFT eine der haufigsten Fehler-
ursachen darstellt, insbesondere bei zeitlich unbegrenzten Signalen. Ein Hilfsmittel
der Spektralanalyse sind die in Kapitel 8 beschriebenen Fensterfunktionen.

- Bei einer Echtzeitsimulation muf3 die Berechnung des Kanalausgangssignals k(f) stets
im Zeitbereich, d.h. als Faltungsintegral zwischen dem Sendesignal s(¢) und der Kanal-
impulsantwort sg(¢) erfolgen. Die erforderliche Rechenzeit kann jedoch entscheidend
verringert werden, wenn es gelingt, den Kanalfrequenzgang durch ein rekursives Filter
niedriger Ordnung zu approximieren (vgl. Kapitel 10).

- Ein wesentlicher Bestandteil einer jeden Systemsimulation ist die Modellierung der
auftretenden Storungen als kontinuierliche Zufallsgrofien (vgl. Kapitel 4). Gaufverteilte
Storungen konnen nach der Additionsmethode, dem Box—Muller-Verfahren oder
durch Tabulated Inversion generiert werden. Dagegen erzeugt man Storungen mit
davon abweichender Amplitudenverteilung meist durch nichtlineare Transformation.

- Voraussetzung fur die Anwendung all dieser Algorithmen ist die Bereitstellung eines
Pseudozufallsgenerators fur unabhangige, gleichverteilte GroBen. Programmtechnisch
erhilt man eine solche Gleichverteilung mit guten statistischen Eigenschaften (auch
hinsichtlich der statistischen Bindungen) z.B. mit Hilfe eines Linear Congruential
Generators (Abschnitt 4.3).

- Farbige Storungen kann man entsprechend Kapitel 10 aus einem Zufallssignal mit stati-
stisch unabhangigen Abtastwerten durch ein Digital-Filter mit FIR oder IIR-Struktur
erzeugen, wobei die Bestimmung der Filterkoeffizienten fiir ein zu modellierendes
Leistungsdichtespektrum ein nicht zu unterschatzendes Problem darstellt.

- Das wichtige Beurteilungskriterium eines jeden digitalen Ubertragungssystems ist die
Bitfehlerwahrscheinlichkeit (Apriori-KenngroBe) bzw. die Bitfehlerquote (Aposteriori-
KenngroBe). In Kapitel 13 werden diese GroBen fur ein einfaches Digitalsystem mit
Schwellenwertentscheider berechnet.

- Der Empfanger stellt eine wichtige Einheit des gesamten Digitalsystemes dar, dessen
Dimensionierung die Bitfehlerwahrscheinlichkeit in starkem MaBe beeinflu3t. Auf die
Besonderheiten der linearen Signalentzerrung wird insbesondere in den Kapiteln 11
(Optimale Filter) und 16 (Nyquist-Systeme) eingegangen.

- Im Mittelpunkt von Kapitel 14 steht der EinfluB3 der Impulsinterferenzen, der anhand
des Augendiagramms in einfacher Weise abgeschatzt werden kann.
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Sie sehen aus dieser kurzen Zusammenstellung, dafl Sie sich in diesem Praktikum

doch einiges Wissen liber die Systemsimulation aneignen konnten (oder hatten konnen).

Trotzdem muBten einige wichtige Aspekte ausgeklammert werden.

Nicht behandelt wurden hier die trigermodulierten Digitalsysteme wie Amplitude Shift
Keying (ASK), Frequency Shift Keying (FSK) und Phase Shift Keying (PSK), die
insbesondere fir die Funkiibertragung von groBer Wichtigkeit sind. Eine Alternative
zur vollstandigen Simulation dieser Systeme bietet das dquivalente Basisbandmodell,
bei dem auf die Modellierung von Modulator und Demodulator verzichtet wird, und
sich somit ein Ersatzschaltbild entsprechend den Kapiteln 13 ... 16 ergibt.

Wichtige Erkenntnisse Giber die tragermodulierten Digitalsysteme ASK, FSK und PSK
lassen sich bereits anhand der entsprechenden analogen Modulationsverfahren AM,
FM und PM gewinnen. Insbesondere gibt es zwischen den bei AM und ASK bzw. PSK
eingesetzten Demodulatoren (koharenter Synchron-, inkoharenter Hullkurvendemo-
dulator) praktisch keine Unterschiede.

Durch intelligentere, aber auch aufwendigere Empfingerstrategien (Entscheidungs-
rickkoppelung, Korrelations— und Viterbi-Empfinger) konnen deutlich ginstigere
Ergebnisse erzielt werden als mit einem einfachen Schwellenwertentscheider gemaf
Kapitel 13 und 14, insbesondere dann, wenn Impulsinterferenzen eine dominante
Rolle spielen. Der wesentliche Vorteil gegeniiber linearer Entzerrung liegt darin, daf3
die Kompensation der Amplituden— und Phasenverzerrungen nicht auf Kosten einer
extensiven Rauschanhebung geht.

Fir bestimmte Anwendungen, z.B. Effizienzuntersuchungen von Codes, ist es vorteil-
haft, den gesamten KanaleinfluB (Verzerrungen und Storungen) durch ein Modell auf
Bitfehlerebene zu erfassen (Digitales Kanalmodell). Als rechenzeitsparend erweist sich
— falls keine Echtzeitanforderung vorliegt — die Fehlerabstandssimulation auf Basis
des fur statistisch unabhangige Fehler giltigen BSC-Modells. Zur Erfassung von
Kanalen mit Bundelfehlercharakteristik eignen sich die auf Markovprozessen erster
Ordnung basierenden Modelle von Gilbert-Elliott und McCullough.

Ein wesentliches Merkmal der Mobilkommunikation, deren Bedeutung in den letzten
Jahren in starkem MaBe zugenommen hat, ist die Zeitvarianz des Kanals. Die fur die
Simulation, Optimierung und Dimensionierung zugrunde liegenden statistischen
Kanalmodelle unterscheiden sich signifikant gegeniiber den zeitinvarianten, determi-
nistischen Beschreibungsformen. Zu nennen sind frequenzselektives Fading (Echos)
und nichtfrequenzselektives Fading (Rayleigh—, Rice- und Lognormal-Fading).

Nicht betrachtet wurden auch die Bandspreizverfahren (Spread Spectrum Systems).
Diese sind zum einen fir eine niederratige Digitalsignaliibertragung gut geeignet, da
sie resistent gegen verschiedenartige Storungen sind. Der wichtigere Grund fiir deren
heutige Bedeutung ist jedoch die Moglichkeit, damit ein sehr effektives Mehrfachzu-
griffsverfahren realisieren zu konnen: CDMA - Code Division Multiple Access. Das
amerikanische Mobilfunksystem 15-95 basiert darauf im Gegensatz zum europaischen
GSM (Kombination FDMA/TDMA). Das fiir 2002 geplante weltweite Kommunikati-
onssystem UTMS (Universal Telephone Mobile System) baut ebenfalls auf CDMA auf.
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- Wesentliche Eigenschaften iiber digitale Ubertragungssysteme lassen sich aus der von
Shannon begrindeten Informationstheorie ableiten, wobei die dabei anzuwendende
Methodik sich deutlich von der hier dargelegten Vorgehensweise unterscheidet. Auf
diese Weise gewinnt man mannigfaltige Einsichten iber Moglichkeiten und Grenzen
der Quellen- und Kanalcodierung.

Genau die sieben hier dargelegten Themengebiete sind Inhalt des Praktikums Simulation
digitaler Ubertragungssysteme, das von mir in jedem Wintersemester angeboten wird und
folgende Versuche beinhaltet:

® Analoge Modulationsverfahren (AMV),

e Digitale Modulationsverfahren (DMV),

e Impulsinterferenzen & Entzerrung (I&E),

e Digitale Kanalmodelle und ihre Anwendungen auf Multimediadaten (DKM),

® Mobilfunkkanal (MFK),

e Bandspreizung und CDMA (B&C),

o Wertdiskrete Informationstheorie (WDI).
Ich wiirde mich sehr freuen, Sie auch zu dieser Lehrveranstaltung begriiBen zu konnen.
Diejenigen von Thnen, die von der C-Programmierung abgeschreckt wiirden, kann ich

beruhigen: Programmiertechnische Ubungen werden im Praktikum Simulation digitaler
Ubertragungssysteme nicht gefordert.

Der Autor dankt der Studentin bzw. dem Studenten, die/der bis zu den letzten Zeilen
dieser Anleitung durchgehalten hat, fur das entgegengebrachte Interesse. Fur weitere
Fragen stehe ich Thnen - aber auch Thren bereits vorher ausgestiegenen - Kommilitonen
jederzeit gerne zur Verfugung.
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Musterlosungen der Vorbereitungsfragen (4. Termin)
VI.1:

a) Komplexe Fourierreihendarstellung (siehe Kapitel 6.2):

T./2
+ o .
PO = 3 D& mie D= [ -t
n=-00 A R A/2
. T T .
Im Bereich _TA <t< TA gilt:  ps(t) = To - 6()
T./2
t=0:00¢) =0 ; ;
(.) ; = D, = Q. I 8()dr = 1 (fur alle n)
1 = O : e_]'z'n'n'[/TA = 1 T
_ A/2
(I
nach Def. = 1

+ o
o= ps) = > e¥mi/ls  qed.

n=-w

+
b) Mit f, = N ei2ent/Ty o e §(f- L) = RN = > 8-y
TA TA n=-00 TA

Die Fouriertransformierte eines Diracpulses im Zeitbereich (Abstand T'a, Gewicht
T'a) ist ein Diracpuls im Frequenzbereich mit Abstand 1/T4 und Gewichten 1.

V9.2
a) Nach Gl (9.20) gilt: ¢ (A-T,)=x@-T)-x((v +4) - T,) = x,-x,,; -

Fir A = 0:¢/0) = X2 = m, = m? + o> (Gesamtleistung)

Fir 2 = 0:¢, A -Ty) = x,-X,,; =X,- X,,; =m? (Gleichleistung)

2
b) AusV4l: m, =1V, o = ﬁV, my=m+ o> =—-V2.

|
S
|
W
|
o
|
—_
)

¢) Uberhaupt nicht. Fiir die AKF-Berechnung sind nur Mittelwert und Streuung
relevant, nicht die WDF. Gleichverteilung und GauBverteilung haben exakt die
gleiche AKF, wenn diese KenngroBen — wie hier — gleich sind.
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d) Die zeitdiskrete AKF kann mit (9.19) wie folgt dargestellt werden:

+ 0
Al (D)} = 02Ty -0x) + m2-Ty-> O6@-A-Ty)

l=-
+ o0 /1
F{A{p,()}} = 02 Ty +mg > 0f~7-)
l=- A
e) Esgilt P{®()} = F{A{q(7)}}.
T +~ - + - + - 1T — +t — + — + — + )
___'____ T T T : ____"____"-_ * T
P{ ()} | | | | | | %A
+ = + — + — -5 + — + — + —
m: | | A m | | m;
| | | | | |
- + = + — + — R — - —
| | | | | |
| | | | | | | |
-1 -0.5 0 0.5 1 T,
f)  Durch Bandbegrenzung auf den Frequenzbereich |f-Ta| < 0.5.
g) Im relevanten Frequenzbereich gilt:
D () = 02 Ty + m2-6(f) = 1.33-10° VZ/Hz+ 1VZ- () .
V9.3: D.(f)
a) 0% VZ/Hz
kontinuierlicher
Anteil
T > f
2 1 0 1 2 MHz

b) Die AKF ¢,(7)ist die Fouriertransformierte von ®,(f). Der diskrete LDS-Anteil bei
f = 0 liefert einen konstanten AKF-Wert der Hohe 1V2. Der kontinuierliche LDS-
Anteil fiihrt dagegen zu einem dreieckformigen AKF-Anteil der Hohe 1V2 und der
(absoluten) Breite 2 ps. Damit ergibt sich der in nachfolgender Skizze mit p = 0.5
gekennzeichnete Verlauf.

@(7)
2V?2

1Vv2 p=0.5 (Punkt b)

p =025 (Punkt d)

-4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 US
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c)
d)

f)

g)

h)

Gleich- und Wechselleistung je 1V4, Gesamtleistung P, = my, = 2V~
Allgemein gilt: m; = p -2V, P, = p-(2V)%
Mit p=0.25: m; = 0.5V, P, = 1V? (siche Skizze zu Punkt b).

Fir ein periodisches Signal mit der Periodendauer T(=2T gilt:

TO
1
@ (1) = — -Ix(t)-x(t + 7) dr .
TO
0
@(0) = 2 V? (Leistung) . Wegen Periodizitit: ¢ (2-T) = ¢ (4-T) = ... = ¢(0),
o(T) =0 . Wegen Periodizitit: ¢ (3-T) = ¢(5-T) = ... = ¢ (7).
%‘(r)n
+ + — - + — + — + — —+
| | | | | |
| | | | | |
+ + — + +
| | | |
| | | |
+ + + +
| | | |
| | | | T
-4 -3 -2 -1 1 3 Us

Da die AKF nun periodisch mit der Periodendauer 2 ps ist, besteht das LDS aus
Diracfunktionen bei Vielfachen von 0.5MHz. Die Imulsgewichte sind gleich den
Koeffizienten der Fourierreihe. Es ergeben sich nur Anteile bei ungeraden Viel-
fachen von 500 kHz sowie ein Gleichanteil. Die Hiillkurve ist eine si>~Funktion.

D.(f)

Hiullkurve

V2
i AV
972 f
N | ‘ —_—N— . »
-2 -1 0 1 2 MHz

d.(f) besteht aus Diracfunktionen bei ungeradzahligen Vielfachen von 500 kHz,
wobei die Gewichte proportional zum si>~Anteil des LDS des stochastischen Zufalls-
signals sind (vgl. Skizze bei Punkt a). Die Diracfunktion bei f = 0 tritt sowohl beim
stochastischen als auch beim periodischen Rechtecksignal auf.

Das vorliegende Signal ist gegeniiber dem vorher betrachteten Signal um die Zeit-
differenz T/2 verschoben. Da Phasenbeziehungen in der AKF verlorengehen, ergibt
sich genau die gleiche AKF und somit auch das gleiche LDS.
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V10.1:
a) Fur den Effektivwert folgt aus ¢,(0) gemaB (10.3): o, = 0.1V. Die Korrelationsdauer
1aBt sich aus dem flachengleichen Rechteck (iiber die AKF) bestimmen: T, = 0.33 ps.

b) DasLDS st gleich der Fouriertransformierten der AKE Mit der Tabelle im Anhang C:
() = o Tx-exp(—ﬂ'(Tx-f)z) :
Die Breite des flachengleichen Rechtecks ergibt sich hier zu 1/7Tx = 3 MHz.
9 ()= .0 HNI? = oF T,-exp (=~ (T,1)°)- Hy- exp (=27~ (f/Af)?)
= H;-02-T,- exp(—yr-fz' (T2 + éz))

2
@) = Hy- 0 Tx-exp(—n'(Ty-f)z).

A

d) Die AKF ist gleich der Fourierricktransformierten des in ¢) berechneten LDS:

T T
@y(ﬂ[) = Hg O'xz?x eXp(—J'[' (?)2) )
y y

: 2 _ 12
Mit Ty—Tx-I—

e) Nach Bild9.3ist 7, = 1 ps = 3-T,. Mit dem Ergebnis aus c) folgt daraus:

A=/ / = 1.5 MHz .
/= T2 T2 (3TX)2 T2~ ’

f) = Jo,@ = 0) TJT,. o,=0,: Hy=|T/T, =3,

g) Beide Mustersignale lassen bereits vermuten, daf} die Prozesse mittelwertfrei sind und
den gleichen Effektivwert aufweisen. Bei Hy = 1ware der Effektivwert des Ausgangs-
signals (o,) aufgrund der TiefpaBfilterung stets kleiner als 0. Die Bedingung o, =0y
1aBt sich nur mit einer Verstarkung (Hy > 1) erfillen.

Aus Bild 9.3(b) ist weiter zu erkennen, dafl die AKF-Werte um so langsamer
abfallen, je starker die inneren statistischen Bindungen sind; es gilt 7, = 0.33 us und
T, = 1 ps. Dagegen verhalten sich die Breiten der flachengleichen Rechtecke Uber die
jeweiligen Leistungsdichtespektren hierzu reziprok.

h) y(¢r) hat wie x(¢) eine GauBsche WDF. Daraus folgt per Definition: K, = K, = 3.
Vv10.2:
a) Nichtrekursives Laufzeitfilter, da AKF fir |4 | = 3 identisch 0 ist.
b) Aus gleichem Grund geniigt M =2.
¢) Man erhilt das folgende Gleichungssystem:
A=0:ai+al+a; =158, A =2:a5a,=-03.
Daraus folgt: ag+ al+a;+ 2ay-a, = 1.58-0.6 = 0.98 == u +w = 0.98
A=1:aya +aa,=-049 = wu-w= (- 0.49)%

Positive Losung: u =w=0.49.
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d)

f)

g)

h)

Durch Einsetzen in obige Gleichungen erhalt man die Koeffizienten a(, a; und a5:

A) dg = 1.0, ap = —0.7, a, = —0.3,

B) dg = —1.0, ap = 0.7, a, = 0.3,
C) dg = 0.3, ap = 0.7, a, = —1.0,
D) dg = —0.3, ap = —0.7, a, = 1.0.

h@®) =1.0-00)-0.7-6(t-T,)-0.3-5(t-2T,) ,

hg(t) = -1.0-6(t) + 0.7-6(t-T,) + 0.3 -6(t-2T,) ,

ho(t) = 03-0(t) + 0.7-6(t-T,)-1.0-6(¢t -2T,) ,

hp() = -03-6(t)-0.7-0(t-T,) + 1.0-6(t-2T,) .

Das heifit: Eine Multiplikation mit -1 und eine Spiegelung andert die AKF nicht.

Die hier vorgegebenen AKF-Werte unterscheiden sich von denjenigen nach a) nur
durch die Konstante 1. Da die AKF ab |1 | = 3 konstant ist, geniigt hierfiir ebenfalls
ein nichtrekursives Laufzeitfilter 2. Ordnung, dem zusatzlich am Ausgang ein Gleich-
anteil von 1 hinzugefiigt wird. Somit lautet die Generierungsvorschrift:

Y, =agx,*a;-x, +ayx, ,+ 1.

Die WDEF f,(x) ist fur alle 3 Eingangswerte (xy,xy_1 undxy_,) rechteckformig zwischen
-1 und + 1. Durch Multiplikation mit a(, @; bzw. a, wird die Breite dieses Rechtecks
verandert. Die Ausgangs-WDF f,(y) erhalt man, wenn man die drei unterschiedlich
breiten Rechtecke miteinander faltet und die Konstante 1 durch eine Verschiebung
der WDF berucksichtigt.

Nach den Ergebnissen von V4.4(a) und (b) ergibt sich fiir eine rechteckformige WDF
die Kurtosis zu K, =1.8. Durch das lineare Filter wird die Ausgangsgrofie gauB3formi-
ger und die Kurtosis nihert sich mehr dem "GauBwert” 3. Daraus folgt: 1.8 < K, < 3.

Musterlosungen der Versuchsdurchfithrung (4. Termin)

D9I.1:
Mustersignal || statistische Bindungen Form der AKF Form des LDS
1 mittlere langsam abklingend mittelbreit
2 keine (stat. unabhingig) diracformig konstant
3 geringe schnell abklingend breit
4 starke sehr langsam abkling. schmal
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D9.2:

a) Die Fehler bei der numerischen Bestimmung von AKF und LDS sind erwartungs-
gemal bei kleinen Werten von N am groften. Die Fehler bei der Berechnung der
einzelnen (diskreten) AKF-Werte ¢(4 - T4) sind miteinander korreliert. Ist z.B. der
Wert ¢ (8- T'a) zu groBl gegeniiber dem exakten Wert, so sind mit groBer Wahrschein-
lichkeit auch ¢ (7-Ta) und @ (9-TA) zu groB, da jeder ”AusreiBer” der Signalwerte
benachbarte AKF-Werte in gleicher Richtung verfalscht. Dadurch ergibt sich fiir die
"Fehlerkurve” in Abhdngigkeit von 4 = 7/T in etwa ein wellenformiger Verlauf.

b) Beider LDS-Berechnung akkumulieren sich die Fehler der AKF und sind somit noch
deutlicher. Mit wachsendem N werden die Effekte geringer: N =1000: MQF = 0.029,
N =5000: MQF = 0.019, N = 10000: MQF = 0.011, N = 50000: MQF = 0.002.

c) L=5 L =10 L =20 L =40

(bi\gﬁQfDS) 0.0029 0.0021 0.0040 0.0123

Beziiglich des Parameters L gibt es ein Optimum, das vom LDS-Verlauf abhangt. Ist
L zu klein, so bleiben relevante AKF-Werte unberucksichtigt. Bei zu groBem Wert
werden dagegen auch bedeutungslose Koeffizienten bewertet, die nur den Fehler ver-
groBern. Je kleiner die statistischen Bindungen sind, um so kleiner sollte L sein.

D9.3:

a) Esisteine Bandbegrenzungauf |f| <1/(2-TA) = 100 MHz zu erkennen. Die absolute
Bandbreite betragt somit Af = 200 MHz. Daraus folgt To = 1/Af = 5 ns.

b) Die Fourierriicktransformation des rechteckformigen LDS fithrt zur AKF:
@) = 02 -si(m7/Tx) mit o =(2-108V?/Hz) (200 MHz) = 4V2.

Hierbei ist berticksichtigt, daB} die Autokorrelationsfunktion ¢, () an der Steller = 0
gleich der Flache iiber das Leistungsdichtespektrum d(f) ist.

c) Zwei Signalwerte, die um ganzzahlige Vielfache der Zeitdifferenz 7 = 5 ns auseinan-
derliegen, sind nicht miteinander korreliert; an diesen Stellen besitzt die AKF jeweils
Nulldurchginge. Die beiden Signalwerte x(f) und x(¢ + 1ns) sind demgegeniiber “stark
positiv” korreliert. Das bedeutet: Ist x(¢) positiv und “groB”, so ist mit einer groB3en
Wabhrscheinlichkeit auch der benachbarte Wert x(¢ + 1ns) positivund “grof3”. Dagegen
sind die beiden Signalwerte x(¢) und x(¢ + 7ns) negativ korreliert: Ist x(¢) positiv, so ist
x(¢+ 7ns) wahrscheinlich negativ.

d) Zu einer dreieckférmigen AKF ¢(7) gehort ein si>~formiges LDS d.(f). Nach der
Tabelle im Anhang C gilt:
4V? ny TWf
D (f) = - si? :
D = S0 S Goomm
Die systemtheoretische Bandbreite betragt somit wiederum Af = 200 MHz.
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AT 20108 V2 /Hz
| |
| |

| | f
| | >
200 0 200 MHz

e) Ein Gleichanteil (1V) bewirkt in der AKF zusitzlich einen konstanten Anteil mit 1V?2,

f) Im LDS ergibt der Gleichanteil (1V) eine Diracfunktion bei f = 0 mit Gewicht 1V?.
D10.1:
a) @y(0) P(T ) (2T ») my Oy
0.7+ 032 0.7-03
berechnet = 0.580 = 0210 0 0 V0.58 = (0.762
simuliert 0.578 0.211 0.005 0.005 0.759
b) @ (N =Ty ¢(0) + 2T, ¢(T,) cosQRufT,)=T,- (0.58 + 0.42- cos(2w T}))
Das bedeutet:
Das LDS schwankt cosinustormig zwischen 0.16 und 1, also um Mittelwert 0.58.
¢ y,=07x,+03-x, H») )
x, , x,_; sind gleichverteilt und } } 4
statistisch unabhéngig. | |
y, hat trapezférmige WDF. } }
-1 0.4 T
d) 1. apg = —0.7, a = —0.3; 2. apg = —0.3, a = —0.7; 3. apg = 0.3, a = 0.7.
e) @y(0) P(T ) (2T ») my Oy
my = 0,0, = 1 0.578 0.211 0.005 0.005 0.759
my = 0.5,0, = 1 0.828 0.461 0.255 0.505 0.759
Im LDS erkennt man eine Diracfunktion bei f = 0 mit Gewicht 0.25.
f) Die neuen Koeffizienten ay’ und a;” missen im gleichen Verhalnis zueinander

stehen wie ag und @y, aber wegen g, = g, muB gelten: a®+a’=1

e g = —2 0919, 4= —22  — 0394

J0.72 + 0.32 J0.72 + 0.32

Allgemein gilt weiter: m, = m, - z a,
u=0
=—— m, =m, (ay+a;) = 0.5-(0.919 + 0.394) = 0.656 .
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D10.2:
a) M=2ay=1,a,=-0.7,a, =-03.
@,(0) @uT ) @y(2T ) my Oy
berechnet
V10.2) 1.580 ~0.490 | -0.300 0.000 |[/1.58 = 1.257
simuliert 1.556 ~0.484 | -0.289 0.000 1.247
(D10.2)

b) Die anderen Koeffizientensatze liefern vergleichbare Ergebnisse hinsichtlich AKF
und LDS, obwohl die Zeitsignale unterschiedlich sind.

) @) =T, (1.58-0.98-cos(2x " fT,)-0.60-cos2m-2"fT,))
d) Mit =27 fT, :
H(f) = ay + a,-cos(B)—j-a,-sin(f) + a,-cos(2p) -] -a, - sin(2p)
H(f) = ay + ay-cos(B) + j-a,-sin(B) + a,-cos(2p) + j-a, - sin(2p)
|H()|? = aj + a* - (cos’(p) + sin®(B)) + a5 - (cos’(26) + sin*(2p)) +
2-ay a;-cos(B)+ 2-ay a, - cos(2p)+ 2a, az-‘(cos(ﬁ) - cos(2p) + sin(B) - sin(2f)) |
= cos(p)

= |H()|* = a§+a§+a§+ 2-(ag a, + a; ay)-cos(f) + 2-ay a,-cos(2p) .

Ergebnis stimmt mit den angegebenen Gleichungen uberein.

e) DaH(0) = 0ist, wird der Gleichanteil im Eingangssignal vollig unterdriickt und man
erhilt das gleiche Ergebnis wie unter a). D.h.: ®,(f) beinhaltet keine Diracfunktion.

D10.3:
a) LDS si2—formi g si*—formi g | prop. lef(% gauBformig
dreieckformi gauBahnlich zweiseitig ..
AKF reieckformig (A s A) exponentiell gauBformig
. . . einseitig .
Impulsantwort| rechteckférmig| dreieckformig exponentiell gauBformig

Aus dem gegebenen LDS erhidlt man durch Fourierriicktransformation die AKFE

Diese ergibt sich entsprechend GI. (10.2) aus der Faltung der Impulsantwort mit der
gespiegelten Impulsantwort.

by DM = 1:fTx = 0.5; Q)M =3:fTpa =025 3)M=9: f-To =0.1;
c) Die Breite der Impulsantwort ist M- T 4. Je breiter diese ist, desto schmaler und hoher
ist das LDS. Das bedeutet, dall die Streuung des Ausgangssignals konstant ist. Dies

deshalb, weil die Filterkoeffizienten entsprechend (10.14) normiert sind. Die Form
des DS nihert sich immer mehr einer si>~-Funktion an.
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D10.4:

a) Aus einem Koeffizientenvergleich mit der Reihendarstellung der Exponential-

funktion folgt: b, = e Ta/m ay = 0, 1 _512 )
-1 0.64
b T, =——=1095, 2= =1.
) /TA = 106 %= 12036
Q&(O) 9%(71A) Q&(271A) Q&(371A) Q&(471A)
theoretisch

nach GL (10.24) || 1:000 | 0.600 | 0360 0.216 0.130
per Simulation 7 0.602 0.364 0217 0.124
(Meniipunkt 4) 0.99 ) ) ) )

c) ag a, a, as a, as ag a, ag
0.8000 | 0.4800 | 0.2880 | 0.1728 | 0.1037| 0.0622 | 0.0373 | 0.0224| 0.0134

Innerhalb der Simulationsgenauigkeit ergeben sich gleiche AKF-Werte wie bei b).

Musterlosungen der Ubungsaufgaben (4. Termin)

U9.1;

Die GroBe des internen Feldes mufl mindestens L = N + k betragen; im vor-

liegenden Beispiel also 5040. Bei einem 32 Bit-Rechner benotigt jede Float—Variable
vier Byte. Daraus ergibt sich ein Speicherbedarf von etwas mehr als 20 kByte.

void stpakl(N,akf)
long N; float akf[];

{ int nue, k=40, lambda;
float x[5040]1,stpzgr();

for (lambda=0;

akf[lambda]=0. ;

for (nue=0;

x[nue]l=stpzgr();
for (nue=0;nue<N;nue++)

for (lambda=0;

nue<N+k;

lambda<=k;

lambda<=k;

nue++)

lambda++)

lambda++)

/% Vorbelegen der Feldelemente */

/* Aufruf von k ZufallsgréBen

/% Summierung nach Bild 9.6

akf[lambda]l=akf[lambda]+x[nue]*x[nue+lambdal;
/* Normierung

for (lambda=0;

akf[lambda]/=N;

}

U9.2;

lambda<=k;

lambda++)

*/
*/

*/

@(0) = @(0)+H[3] H[3]
@)= @(1)+H[3
@(2)= @(2)+H[3

1-H[
|-H[5

4

]
]

»(9)= ¢(9) +H[3]-H[1]
¢(10)= @(10)+ H[3]-H[2]
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void stpak2(N,akf)
long N;
float akf[ 1;
{ int i,j,k=40, lambda,nue;
float H[41],stpzgr();
for (lambda=0; lambda<=k; lambda++) /* Vorbelegungen */
{ akf[lambdal=0;
H[lambdal=stpzgr();
}
i=0;
for (nue=0; nue<N; nue++) /* AuBere Schleife */
{ j=0;
for (lambda=0; lambda<=k; lambda++) /% Innere Schleife */
{ j=i+lambda;
if (3 > k)
j=j-k-1;
akf[lambdal=akf[lambda]+H[i]1*H[]];
}
H[il=stpzgr();
it++;
if (i>k) i=i-k-1;
}
for (lambda=0; lambda<=k; lambda++) /% Division durch N */
akf[lambda]/=N;

U10.1:

#include <math.h>
double filabh(nue,M,mx,sigmax,a)
long nue,M;
double mx,sigmax;
float al 1;
{ int i; double gauss(),y;
static double x[417;
if (nue == 1) /* Vorbelegung des Feldes (nue=1l) */
{ for (i=0; i<=M; i++)
x[i]l=gauss(mx,sigmax) ;

for (i=M; i>=1; i--) /* Verschiebung um eine Einheit (nue>1) */
x[i]1=x[i-17;
x[0]=gauss (mx, sigmax) ;
y=0.; /* Nichtrekursives Filter */
for (i=0; i<=M; i++)
y=ytal[i]*x[i];
return(y);

U10.2:

#include <math.h>

double filrek(nue,mx,sigmax,a0,bl)
long nue;
double mx,sigmax,a0,bl;

{ static double yalt=0.;
double gauss(),yneu;
yneu=gauss (mx, sigmax) *a0+yalt*bl;
valt=yneu;
return(yneu) ;
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Musterlosungen der Vorbereitungsfragen (5. Termin)
V11.1:

a) Allgemein gilt fir die Impulsantwort eines Matched-Filters: Ay (1) = K-g(Tp - 1).

Aufgrund der Symmetrie beziiglich# = 0 und der Voraussetzung Ty = 0 folgt daraus
hye(t) = K-g(f) und dementsprechend Hyp(f) = K- G(f) = K-gy- T - si(nfT). Aus
der angegebenen Normierungsbedingung ergibt sich weiterhin: K = 1/(g, - T).

. . . . . . . . . _ 2 .
b) Fir das Detektions-Signalstorleistungsverhaltnis gilt mit (11.12) und E, = g7 T':

2
2B, _ 28T
NO NO

Allgemein kann man das Nutzsignal am Ausgang als das Faltungsprodukt von Impuls

Qd,max (TD) =

g(¢) und Impulsantwort Ayp(f) berechnen. Es ergibt sich ein dreieckformiger Impuls
zwischen -Tund T'mit dem Maximumbei ¢ = 0: dg(0) = K- E,. Mit E, = g02- T und
K = 1/(g,-T) folgtdy(0) = g, Fiir die Storleisung vor dem Detektor erhalt man:

+ oo

No
2

| stamar = T

2 0
045 = .
d 2T
¢) Kausalitat bedeutet: ~iyp(f) =0 fiir ¢ < 0. Die Impulsantwort von Punkt a) ist akausal.
Durch eine Laufzeit von 7/2 erreicht man Kausalitat. Damit ist der Ausgangsimpuls
gegeniiber Punkt b) ebenfalls um 7/2 verschoben. Der kleinstmogliche Wert von Tp,
ist somit ebenfalls 7/2. Die Storung bleibt gegentiber Punkt b) unverandert, da die

Laufzeit nur den Phasengang und nicht den Betrag des Filterfrequenzgangs verandert.

d) Integration des Empfangssignals 7(¢) Uiber die Zeitdauer T.

e) T 20--—— Punkte): 0.5 < Ty < 15T
; :
g / \ Punkt g): 0 < Tp oy < 0.5
dS(t) / - AN ’
/ \
V t \} t t u + > l‘
T 2T 3T

f) Das Filter hat die gleiche Form wie das Matched-Filter gemafl Punkt b) und c¢), ist
aber nur halb so breit. Daraus folgt ein um ca. 3 dB kleineres S/N-Verhalnis:

+ 0
N. . N, /2? &£ T o

2: _0. 22 d — _0 = 0 = 0 = d.max .

%= I QAN Af = o == 0y N /(4T) N, 2

— 0

h) Das Filter ist nun doppelt so breit wie erforderlich und damit die Storleistung auch
doppelt so groB wie bei b). Daraus folgt wieder ein um 3 dB kleineres S/N-Verhilnis:
+ 0

N, o T N, g 2T o
2_ 770, 20 f 1 df = 20— — 0 — 80 — Ydmax )
%477 ISI WP =7 %= N T~ N, 2

— 0
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V11.2:

2
2-E, _\2.45-T
NO NO

1 N, /2
b - o 2= M _ N2
)@ = SO = 5 AT 1+ ()

Nach Anhang C beschreibt HN(f) den Frequenzgang eines RC-Tiefpasses 1. Ordnung.

a) Mit Eg=g§-T/\/§: QuwWR =

_ G'(Hh _ /
¢)  Hyp() —K'W = N0/2 (1 + (—0)2)-

Ohne den Klammerausdruck ergibt sich das Matched-Filter fur weies Rauschen.

Zusatzlich werden nun noch diejenigen Frequenzanteile entsprechend dem Klammer-
ausdruck angehoben, bei denen weniger starke Storungen vorliegen.

i 2 T 2 2 r2
0 o - [1GOL o (1608 IIG(f)I P 4 = opn + Iy

J e 1Ny )Ny 72
‘ B i |G(f)|2 i g2 T2. e=27(f1)* f2
mic 1= [ 100 f2 o - | B Y

e) Unter Beriicksichtigung des Ergebnisses von (a) erhidlt man weiter:

+
M I £2. e 200D gf Subst. x =2 -Ja-f-T:

I =
2 f02

HPS L
I = Qd,WR"/E'T I Y2 dx _ _ 94wr I Y eY2 dx .
2 12 47T? 2-Mw-T  4m-(fy-T)? ) 2«

1
Daraus folgt mit (11.35): = A1+ —).
us folg ( )i 04 = O4wr ( 4%'60'732)

f)  Aus (e) folgt direkt:

1
(o DP= 1= h=507

Je schmaler der Impuls g(¢) - d.h. je breitbandiger das Spektrum G(f) - ist, desto
kleiner muBl der Wert von fj sein, um zum gleichen Detektions—Signalstorleistungs-
verhiltnis o, zu fuhren.

g) Mit diesen Voraussetzungen wirde der Frequenzgang Hyr(f) entsprechend (11.23)
mit wachsender Frequenz bis ins Unendliche ansteigen. Theoretisch ergabe sich bei
Anwendung von (11.24) auch ein unendlich groBes S/N-Verhaltnis, natiirlich auch
eine unendlich groBe Bandbreite. Praktisch relevant ist diese Konfiguration nicht.
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V11.3:

+ @ + o0 +

D,

a) Pg= @ (f) df = g (f/f0)2 2-®,-f,y T

“w “ 0

= 2Dy f,-arctan(x) = Oy-f,- 7
1 1 1

b) Hyp(f) = =

T+ 0,(/0 1+ N (D) T U GRD

Bei keinem anderen Filter ist die quadratische Abweichung zwischen dem Ausgangs-
signal d(f) und dem zu approximierenden Nutzsignal s(¢) geringer.

c)
f=0 f:f() f:2f0 f:3f()
Hwell) 0.750 0.600 0.375 0.231
fur K=3
Hyr()
fiir K= 10 0.909 0.833 0.667 0.500
____________________ 1
B K=3
o K=10
; : | i i i » fin kHz
-3 -2 -1 1 2 3
Bei kleineren Storungen, d.h. groBerem K, mufl auch weniger gefiltert werden.
+ w + © +
o o0 - @,() Ny/2
d) 2= I%df: IHWF(f).q)(f)df=I 0 d
’ I D (f) + @) J " 1+ o - (L+ (/) 4
+ o
Oy A P
= df = L0 - = S__ (vgl. Punkt a).
Il+l<+(f/f0)2 / J1+K /1+K(g )
MQF ist proportional zur Nutzleistung. Je groBer K ist, um so kleiner wird der MQFE
e) Mit K = P R B} =99 .
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V12.1:

a) Nach dem Abtasttheorem (vgl. Abschnitt 12.3) mul gelten:
fa 22 fuma = 8 kHz = 8000 Abtastwerte/s.

o= TA=i=;=125ﬂs.
fn 8000 Hz

b) N = Id(M) = 1d(256) = 8 Bit/Abtastwert.

T. 125us
T, =2 =_"""=15625us.

c) Ty ~ 3 us
15.625us

o 7,= s 1 1

_ — = 2.fy,.Z N = 2.048 Mbit/s.
ZN  2hom Z N T T e tt/s

Hinweis: fNmax in Hz, aber fg in bit/s !

V12.2:

a) g
} | AJ2

| | | | | m
Tl

0 TO

Aufgrund des vorliegenden Nachrichtensignals genuigt es, die Integration (Mittelung)
auf die Zeitdauer T}y’ (siehe Skizze) zu beschranken. Man erhalt:

T,

A t A? 2t
H==-(1- = P,=——-|0-22)2d
0
Subst: x = 0 == @ =9
TO 0
x=1
2 A A? 4
A
Py =— I(l—Zx)zdx =_. I(1—4x+4x2)dx = — . (x-2 + =x%)
4 4 4 3
0 0 x=0
A? 4. A? . 2-g g2
P,o=—-(1-2+-)="—. Mit A = Ztmax. p = dmax_
== Po = 312 ! M Q7 3. m

b) In gleicher Weise erhilt man fiir die Leistung des Nutzsignals (um Faktor M? groBer):
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P .
c) ©0g = P—Z =M?*> == 10-1g(oy) = 20-1g(M) = 20-1g2)-1d(M) in dB .
M=28=256: 10-1g(o,) ~ 6.02-8 = 48.16 dB ,
M=216: 10-1g(o) = 6.02-16 = 96.32 dB .

d) 10-1g(oy) = 60 dB == oo =M>=10° == M =1000 == N =10.

e) 1. Alle Amplitudenwerte gleichwahrscheinlich (z.B. sigezahnformiges NF-Signal),
2. lineare Quantisierung,
3. Quantisierer ist genau an das Nachrichtensignal angepalBt (Qmax = Gmax)-

V12.3:
a) Das Signal ga(f) ergibt sich bei natiirlicher Abtastung aus der Multiplikation von g(¢)
mit pr(?). In den Bereichen pr(¢) =0 gilt somit ga(t) = q(¢).

b) Den Rechteckpuls kann man sich durch Faltung des Diracpulses mit der Rechteck-
funktion entstanden denken: pr(t) = ps(¢) =0 (¢).
T
¢) Nach Faltungssatz: Pr() = Ps(H)- R(f) mit R(f) = si(z-f-Tx) *— o) K
1/Tx
+
= Pp() =si(z-f-Ty) - Z of-n fy)
n=-00
D.h., die Gewichte der Diracfunktionen sind jetzt nicht mehr konstant, sondern
gemal einer si-Funktion verandert.

o hier: T/, = 4
vv”éﬁwﬁo?iﬁ?“vvm A=
d) SOt Hng
sl Ld s
. b Fo

Bei Abtastung mit einem Rechteckpuls pgr(¢) ist das Spektrum Qa(f) nicht mehr
periodisch, sondern die "Seitenbander” sind gedampft.

e) Wie bei der Abtastung mit einem Diracpuls genuigt hier ebenfalls ein idealer Tiefpall
zwischen *fa/2 (Kipfmiiller-TiefpaB, siehe Skizze bei Punkt d).



400 (. Soder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

Musterlosungen der Versuchsdurchfithrung (5. Termin)
D11.1:

2 N,

a)  NyT=001-0] = o,= [=&=/00050,.

10-1g 0 d.max 10-1g 0 d.max 7, o,
(berechnet) (simuliert)
Ny/T = 1074 43.01 dB 43.01 dB 0.007 0.100
Ny/T = 1073 33.01 dB 33.01 dB 0.022 0.316
Ny/T = 1072 23.01 dB 23.01 dB 0.071 1.000
No/T = 107! 13.01 dB 13.01 dB 0.224 3.162

Der Effektivwert o4 der Storungen im Ausgangssignal d(¢) ist proportional zum Stor-
effektivwert o, im Eingangssignal. Bei der hier vorliegenden Konstellation betragt
der Proportionalitatsfaktor etwa 0.071. Wird o,, um den Faktor 10 vergroBert, so
wachst auch 0, um den Faktor 10 und der Storabstand wird um genau 20 dB kleiner.

200 !
b)) Oum(Tp) =5 2100 == 0,<2 == Ny/T <0.02.

n

C
) dy(Tp) o, 10-1g 04 max
Rechteckimpuls 1.000 0.100 20.00 dB
GauBimpuls 0.283 0.053 14.56 dB
Exponentialimp. 0.125 0.035 10.97 dB

d) Nach (11.10) ist der Nutzabtastwert ds(Tp op) proportional zur Impulsenergie Fg.
Diese ist beim Rechteckimpuls am groBten, beim Exponentialimpuls am kleinsten.

e) Jeschmaler die Spektralfunkion G(f) des Eingangsimpulses ist, desto schmalbandiger
ist das Matched-Filter und um so kleiner o4. Nach (11.11) ist o4 proportional zu \/Eg .

f) Nach (11.12) ist bei exakter Anpassung von Eingangsimpuls und Filterfunktion der
Storabstand ¢, ... ebenfalls proportional zur Impulsenergie Eg.
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D11.2:
a) Oyma(Tp) = %g- E 100 = E, = Igoz-e‘z’/mg de =g4)2.2—At& =1l g, =2.
0
b) Matc};SS—Filter dy(Tp) o, 10-1g O
Exponentialimp. 0.250 0.025 20.00 dB
Rechteckimpuls 0.501 0.071 17.00 dB
GauBimpuls 0.340 0.038 19.16 dB

d)

Der Integrator iber T (Matched-Filter fir einen Rechteckimpuls der Dauer T) ist zu
breitbandig. Bezuglich des Nutzsignals bringt dies zwar eine Verbesserung um den
Faktor 2. Gleichzeitig wird aber auch o7 um ca. den Faktor 3 vergroBert. Insgesamt
ergibt sich ein um ca. 3 dB kleinerer Rauschabstand als beim Matched-Filter.

Der GauBtiefpaB, optimal fir einen GauBimpuls mit Af= 0.4-T, ist etwas
gunstiger. Hier betragt die Verschlechterung weniger als 1 dB. Dieses Filter pafit von
der Bandbreite her besser an den gegebenen Eingangsimpuls als der eben untersuchte
Integrator, lediglich die Filterform ist nicht optimal.

exponentiell

fallender Impuls dy(Tp) 04 10-1g 04 max
Atg/T = 0.10 0.147 0.025 15.40 dB
Atg/T = 0.25 0.250 0.025 20.00 dB
At /T = 0.40 0.305 0.025 21.73 dB

Es ergibt sich aufgrund der unterschiedlichen Zeitkonstanten ein unsymmetrischer
Ausgangsimpuls mit deutlich geringerer Amplitude. Da das Filter nicht verandert
wurde, bleibt o4= 0.025 konstant. Der Rauschabstand vermindert sich um 4.6 dB.

Auch hier andert sich 04 nicht; der Nutzabtastwert ist groBer als bei Anpassung (0.305
statt 0.250). Dies ist jedoch kein der Theorie widersprechendes Ergebnis. Ware das
Filter auch auf Af, = 0.4- T abgestimmt, so ergabe sich aufgrund der groBeren Energie
10-1g0 max = 22.04 dB. Dieser Maximalwert wird hier um 0.3 dB unterschritten.
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D11.3:

a) Das LDS d(f) des Nutzsignals ist si>~férmig. Entsprechend (11.29) bleiben die Null-
stellen dieser Funktion im Frequenzgang Hwp(f) erhalten. Die Seitenschwinger von
Hwr(f) sind ausgepragter als die von ®(f), der Gleichsignaliibertragungsfaktor be-
tragt Hwp(0) = ®5(0)/(D(0) + P, (0)) = 64/65= 0.985. Das Ausgangssignal d(¢) des
Wiener-Filters palit sich in etwa dem Nutzsignal s(¢) an; die groften Abweichungen
gibt es bei den Sprungstellen. Es ist MQF = 0.111.

Matched-Filter —

fir Binarsignal Hy(0) e Bemerkungen
o 098 O ebene Konfguration
o, =05 0.996 0.058 MQF etwa halb so grof3
o, =2 0.941 0.221 MOQF etwa doppelt so grof3

b) Die Nullstellen von ®(f) bleiben im Frequenzgang Hwg(f) weiterhin stets erhalten.
Bei kleinerer Storung werden die Seitenschwinger von Hwg(f) weiter verstarkt.
AuBerdem liegt Hwr(0) nun naher bei 1 und der MQF gegenuber Punkt a) ist nur etwa
halb so groB. Mit 0, = 2 ergeben sich die dazu gegensitzlichen Anderungen.

¢) Wiener-Filter: e2=...01L
Filter 1. Ordnung:  ¢2= .. 0128
Af =...000 fy = .0 (TiefpaB) H, - ...100
d)  Wiener-Filter: e2=...01L
GauBfilter: 2= .00 .
Af = .. %00 fyy = . (Tietpab) H, = .50 |

Beide Filter fithren gegenuber dem Wiener-Filter zu einem groBBeren MOE

D11.4:

a) Das LDS &(f) des Cosinussignals ist wie auch das Amplitudenspektrum ein Linien-
spektrum. AuBlerhalb der Frequenzen = f ergibt sich somit aus (11.29): Hwg(f) = 0.
Da eine Diracfunktion um den Faktor oo grof3er ist als das kontinuierliche LDS ®,(f),
erhilt man bei +fy: Hwr(fo)=1. Das Wiener-Filter ist also theoretisch unendlich
schmal. Der MQF ist (theoretisch) unabhangig von o,, gleich 0.
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b)

d)

Das Wiener-Filter ist zwar theoretisch unendlich schmal, praktisch muf3 natiirlich
immer eine gewisse Bandbreite B bereitgestellt werden. In GI. (11.29) muf3 dann auch
fiir ®,,(fp) ein endlicher Wert eingesetzt werden. Damit ergibt sich fir Hwg(f) ein Wert
kleiner als 1. Mit zunehmendem o, wird dieser kleiner und der MQF groBer.

n

0, =05: Hygfy) = 0.985; &2=0.001 ;

0,=2:  Hygfy) = 0.800; &2=0.018 .

n

2= 0.021

Mit Cosinus-Rolloff-Filter: g2 = 0.022 ;
optimale Werte: Af = 1.400 ; fy = 3.000 ; Hy = 0.970 ; r = 0.800 .

D12.1:

a)

b)
c)

d)

f

g)
h)

Das Signal wird durch nur 3 Parameter (Amplitude, Frequenz, Phase) beschrieben.
Durch diese 3 Parameter ist der gesamte Signalverlauf g(¢) festgelegt.

Entsprechend dem Abtasttheorem muf} gelten: fo = 10 kHz, f = 5 kHz.

Ja, esistv(f) = g(¢). Bei dieser Parameterwahl besteht Q(f) aus zwei Diracfunktionen,
jeweils mit reellem Gewicht 0.5. Das Spektrum Q 4(f) ergibt sich aus der periodischen
Fortsetzung von Q(f) im Abstand fa. Insgesamt ergibt sich fiir QA(f) ein Diracpuls mit
Impulsgewichten 1; die einzelnen Diraclinien liegen bei + 5 kHz, + 15 kHz, +25 kHz
usw. Wegen H(fg) = 0.5 werden die beiden Linien bei + 5 kHz halbiert, alle anderen
unterdrickt. Dies fithrt dazu, daB v(f) = g(¢) richtig rekonstruiert wird.

Bei dieser Parameterwahl besteht Q(f) auch aus zwei Diracfunktionen bei + 5 kHz,
nun aber mit komplexen Gewichten. Bei der periodischen Fortsetzung von Q(f) im
Abstand f addieren sich nur deren Realteile konstruktiv; dagegen loschen sich die
Imaginarteile aus. Dies bedeutet, da die Phaseninformation verlorengeht: Das
Sinkensignal verlauft nun cosinusformig (Phase 0°) und ist gegeniiber g(f) auch um
den Amplitudenfaktor cos(45°) = 0.707 vertalscht.

Aus den unter e) genannten Griinden ergibt sich v(¢) = 0.

Nun fallen die Faltungsprodukte nicht zusammen; z.B. ist O o(5 kHz) = Q(5 kHz) und
0a(6 kHz) = Q(-5 kHz). Mit dem idealen Tiefpall (fg = 5.5 kHz) lassen sich somit
auch die Signale nach d) und e) phasenrichtig rekonstruieren.

Mit fN.max = 4 kHz und fo = 10 kHz ist das Abtasttheorem erfillt und v(¢) = q(?).

Mit fg/fa = 0.35 (d.h. fg = 3.5 kHz) wird der Anteil bei f = 4 kHz falschlicherweise
unterdrickt und es gilt v(r) = q(¢). Bei zu groBer Grenzfrequenz (z.B. fg = 6.5 kHz)
wird dagegen der aufgrund der Abtastung entstehende Signalanteil bei f = 6 kHz
durch den TiefpaB nicht entfernt; dies fihrt ebenfalls zu einer Signalverfalschung.
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D12.2:

a)

b)

d)

f)

g)

Bei naturlicher Abtastung ist innerhalb der durch den Rechteckpuls vorgegebenen
Zeitintervalle das abgetastete Signal ga(¢) gleich dem Nachrichtensignal g(¢), auBer-
halb Null. Bei diskreter Abtastung setzt sich ga(f) aus Rechteckimpulsen zusammen,
deren unterschiedliche Amplituden durch die Abtastwerte von g(f) bestimmt werden.

Bei naturlicher Abtastung ist

aa() = q(1) - pr(®) = q() - [p; ) * 2] -
Dagegen gilt bei diskreter Abtastung:

aa®) = [a@) - ps 0] * 0(1) -

Nattrliche Abtastung:
ORISR UE [%(7() R(f)] >
Diskrete Abtastung:

A0 = [Q0) =K (O] R() -
Bei natiirlicher Abtastung erfolgt zuerst die Multiplikation des Diracspektrums Py (f)
mit R(f), anschlieBend die Faltung mit Q(f). Im Bereich von -5kHz ... 5kHz sind
deshalb alle Spektrallinien gleich hoch; wegen Tr/TA = 0.5 sind diese allerdings nur
halb so hoch wie diejenigen von Q(f). Die Spektrallinien im Bereich von +5kHz ...
+ 15kHz sind ebenfalls alle gleich hoch, aber (entsprechend der si-Funktion) um den
Faktor 0.636 kleiner als diejenigen im inneren Bereich.

Der MQFist mit 1.87- 1013 vernachlissigbar klein, allerdings nur, wenn H(0) = 2ist.
Aufgrund der Aussagen zu Punkt d) ist dies verstandlich. Das bedeutet: Bei natiirlicher
Abtastung geniigt ein Kipfmuller-Tiefpall zur Signalrekonstruktion.

Der MQF zwischen Sinken- und Quellensignal ist nun mit 2.9- 103 deutlich gréBer.
Dies hat folgenden Grund: Bei diskreter Abtastung treten durch die Faltung von Q(f)
mit Py (f) konstant hohe Linien auf, wie es auch bei Abtastung mit einem Diracpuls der
Fall ist. Durch die anschlieBende Multiplikation mit R(f) entsprechend c¢) werden
diese Spektrallinien nun unterschiedlich gewichtet. Die Folge ist, da3 auch im Bereich
von -5kHz ... 5kHz alle Linien von Qa(f) unterschiedlich hoch sind. Mit dem
Kipfmiller-TiefpaB3 zur Signalrekonstruktion gilt nun V{(f) = Qa(f)- H(f) = O()- R(f),
so daB der Fehler durch die diskrete Abtastung auch in v(¢) erhalten bleibt.

Der si-formige Abfall mufl durch den inversen Verlauf korrigiert werden. Damit muf3
das Rekonstruktionsfilter folgenden Frequenzverlauf besitzen:

1
Hf)y = ——-H .
» si(7fT) krelf)
Mit diesem Filter, das im Programm als 1/si-KTP” bezeichnet wird, ist der mittlere

quadratische Fehler zwischen Sinken- und Quellensignal wieder vernachlassigbar
klein, solange H(0) = TA/Tr= 2 gilt.
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D12.3:
a) Bei sigezahnformigem Nachrichtensignal ist auch das Fehlersignal sigezahnformig

b)

d)

f

(vgl V12.2a). Das Fehlersignal &(f) bei cosinusformigem Nachrichtensignal unter-
scheidet sich demgegenuber besonders im flachen Signalverlauf.

. Py Py 10-1g(eq) 10 -1g(op)
NF-Signal (simuliert) (simuliert) (simuliert) (berechnet)
Sagezahn 0.333 1.31-107 24.07 dB 24.06 dB

Cosinus 0.500 1.48-107 2530 dB R

. Py Py 10 -1g(eq) 10 -1g(o)
NF-Signal (simuliert) (simuliert) (simuliert) (berechnet)
Sagezahn 0.333 5.10-107 48.15 dB 48.12 dB

Cosinus 0.500 4.75-107 50.23 dB R
Muster- 0.244 5.02 1076 46.87 dB N
signal 1

Das erreichbare S/N-Verhaltnis o hangt auch vom Quellensignal ab. Die Naherung
0q = M? gilt nur fiir das sigezahnformige Quellensignal. Bei anderer Signalform sind
Abweichungen von ca. 2 dB durchaus im Bereich des Moglichen.

Py = 5.02-10° 10 - 1g(oq) = 46.87 dB (siehe Punkt d)

(Fenster "Sinkensignal”)

ex ()= 405-10°  10-1g(o,) = 47.81 dB

Es ist ein Unterschied, ob man - wie bei 10-1g(0o) - nur die Differenz zwischen g()
und go(t) betrachtet oder — wie bei 10-1g(oy) — den Unterschied zwischen v (f) und g(¢).
Letzterer beinhaltet auch die Operationen ”Abtastung” und “Signalrekonstruktion”
und verandert aufgrund der unzureichenden Quantisierung das Ergebnis, obwohl
Abtastung und Signalrekonstruktion selbst ideal sind. Versteht das jemand?

ga(v - Tp) ist wertkontinuierlich, go(v - Ta) dagegen wertdiskret mit M = 256 Stufen.
Die Signale g¢(f) und v(f) sind binar. Die Zuordnung von g zu g¢ geschieht nach
der Dualcodierung. Bei den Voraussetzungen gilt ve(f) = ge(f) und vo(f) = qo(f)- Zu
den Abtastzeitpunkten v - T'x hat das Sinkensignal die gleichen Werte wie das quanti-
sierte Signal: v(v-Ta) = qo(v-Ta) = q(v-Ta). Zwischen den Abtastwerten wird auch
das Fehlersignal ¢, (f) = v(¢) - ¢(r) durch den Kipfmiiller-Tiefpa interpoliert.
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g)

Q= 0.7: 10-1g(o,) = 25.99dB (Quantisierung im Séttigungsbereich),
Qnx = 1.3: 10-1g(o,) = 45.83dB (unndtig groBe Quantisierungsintervalle).

In beiden Faillen ist ein merkbarer Storabstandsverlust feststellbar. Im ersten Fall
(Omax zu klein) hangt das damit zusammen, daf} das Signal begrenzt wird. Ist dagegen
Omax > gmax S0 sind die Quantisierungsintervalle groBer als erforderlich. Dagegen
liefert Qmax = 0.8:10-1g(oy) = 49.61 dB. Dieser Storabstand ist um ca. 2.7 dB besser
als bei O = 1. Der Grund hierfir ist, da3 der maximale Abtastwert des Signalaus-
schnitts nur 0.775 betragt und nicht gax = 1. Bei einer anderem Phasenverlauf ware
jedoch Qpn.x = 1 der optimale Wert.

D12.4:

a)

b)

c)

gx = f(ga): Kompressorkennlinie (kleine Werte werden gespreizt, groBe gestaucht);
bei gleichmaBiger Quantisierung ist diese Kennlinie eine Gerade.

qo = f(gx): Kennlinie bei gleichmaBiger Quantisierung (beschreibbar durch M).

qo = f(ga): Quantisierungskennlinie allgemein;
bei gleichmaBiger Quantisierung ist diese Kennlinie gleich go =1(gk).

vo = f(vg): Expanderkennlinie (Gegenstiick zur Kompressorkennlinie gg =f(ga))-

v = f(ga): Kennlinie des Gesamtsystems;
berticksichtigt die kleineren Intervalle innen und die groBeren auBen.

Der Vorteil der ungleichmaBigen Quantisierung, kleinere Signalwerte feiner auf-
zulosen, kommt bei diesem Nachrichtensignal nicht zum Tragen; der Storabstand
bewertet alle Amplituden gleichermaBen. Hier fihrt die nichtlineare Quantisierung
mit der A-Kennlinie sogar zu einer Verschlechterung

Quantisierungskennlinie

gleichmalig mit A = 87.56 mit 13-Segmente

Mustersignal 1|| &2 (1) = 4.05-10° | &2 () = 632-107 | e (1) = 3.82-107
(MSI) 0, = 47.81dB 0, = 35.88dB 0, = 38.06 dB

01.MS] | G® =023-10° | el () =297-107 | ey, () = 3.62-107
0, = 25.94dB 0, = 39.15dB 0, = 38.30dB

2 _ -6 2 -4 2 _ -5
D= 6.82- 10 )= 1.15- 10 D) = 6.54- 10
09 + 0.1.ms1] c4® £ug() £ug()
0, = 50.85dB 0, = 38.60dB 0, = 41.07dB

Bei diesem Signal ist durch eine nichtlineare Quantisierung aufgrund der kleinen
Amplitudenwerte eine Verbesserung zu erzielen. Eine gleichmaBige Quantisierung
mit Qnax = 0.1 wiirde allerdings auch hier zu 10-1g(gy) = 47.81dB fihren.
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d)

f)

Das Signal nach Punkt ¢) war fiir die Anwendung einer gleichmaBigen Quantisierung
ungunstig. Ein Signal mit ausschlieBlich groBen Signalwerten ist dagegen fiir die
Anwendung einer ungleichmaBigen Quantisierung auBerst ungunstig, da nur grof3e
Amplitudenwerte auftreten.

Bei der A-Kennlinie sind alle Quantisierungsintervalle unterschiedlich, nicht jedoch
bei der 13-Segment-Kennlinie. Bei letzterer ist die Intervallbreite A in jedem der 13
Segmente gleich, da auch die Steigung in den einzelnen Abschnitten der bereichsweise
linear beschreibbaren Kennlinie gg =f(ga) jeweils konstant ist.

Die unter Punkt b) bis d) gemachten Aussagen gelten fiir die 13-Segment-Kennlinie
in gleicher Weise wie fur die A-Kennlinie.

D12.5:

a)

b)

d)

Dualcode:

LLL LLL LOL' LOL LOO OLO OLL' OLL OLL

qC(t) 1

\J
A N

N g e b

LOO Fehler 000 Ty

Graycode:
LOO LOO LLL LLL 'LLO OLL OLO ' OLO OLO

a4 |___||_>t
et

LLO Fehler OLO

Wird bei der Ubertragung ein Bit verfalscht (O # L bzw. L # O), so hat das Auswir-
kungen auf das decodierte Signal. Beim Dualcode hangt die GroBe der Verfalschung
davon ab, welches Bit verfilscht wurde. Bei der Ubertragung des 3. Quantisie-
rungswertes wurde das letzte Bit (LSB) von L # O verdndert; der Fehler betragt hier
nur ein Quantisierungsintervall. Dagegen ist der Fehler bei der Ubertragung des 5.
Quantisierungswertes deutlich groBer, da hier das erste Bit (MSB) verfalscht wurde.
Damit ergibt sich eine Verfalschung um 4 Stufen.

Beim Gray-Code haben die beiden Bitfehler jeweils gleiche Auswirkung, namlich
eine Verfalschung um nur ein Quantisierungsintervall. Eine Verfalschung von OOO
nach LOO (oder umgekehrt) wiirde allerdings das decodierte Signal um 7 Quantisie-
rungsintervalle verandern.

Wie erwartet.
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e) Die Auswirkung des LSB-Fehlers ist mit dem Auge fast nicht zu erkennen. Trotzdem
betragt der Storabstandsverlust ca. 1.7 dB. In den beiden anderen Fallen ergeben sich
jeweils sehr groBe Abweichungen zwischen v(¢) und g(¢), und 10-1g(oy) ist sehr klein.

kein Bitfehler

ein Bitfehler

ein Bitfehler

ein Bitfehler

(LSB) (3. Bit) (MSB)
10-1g (o,) 47.81 dB 46.15 dB 16.19 dB 4.12 dB
f)y N=4 Nr. 0: OOOO| Nr. 8 LILOO
Nr. 1: OOOL| Nr. 9¢ LILOL
Nr. 2: OOLL| Nr.10: LILLL
Nr. 3: OOLO| Nr.11: LELO
Nr. 4 OLLO| Nr.12: LOLO
Nr. 50 OLLL| Nr. 13: L{OLL
Nr. 6: OLOL| Nr 14: L}OOL
Nr. 7 O[LOO] Nr.15: LIOOO
wie N=3 von unten nach oben

g) Ein LSB-Fehler hat die gleichen Auswirkungen wie beim Dualcode. Bei Fehlern im

mittleren Bereich sind die Auswirkungen meist weniger stark als beim Dualcode. Ein

MSB-Fehler bewirkt dagegen fast eine Vorzeichenumkehrung. Der MOQF ist dann um

so groBer, je groBer der Betrag des Abtastwertes ist.

kein Bitfehler

ein Bitfehler
(LSB)

ein Bitfehler
(3. Bit)

ein Bitfehler
(MSB)

10-1g (o,)

47.81 dB

46.15 dB

29.68 dB

0.28 dB

Musterlésungen der Ubungsaufgaben (5. Termin)

U11.1;

void ofifal(g,h,d)

float g{1,h[],d[];
{ int N=100,1i,ianf,iend,nue;

for (nue=0;

nue<=N;

nue++)

h[nuel=g[N-nue];

for (nue=0;

nue<=2*N;
{ if (nue<=N)
{ ianf=0;

iend=nue;

}

else

nue++)

{ ianf=nue-N;

iend=N;

}

for (i=ianf;

i<=iend;

i++)

d[nue] += glil*h[nue-1i];

/* Impulsantwort h(t) */

/% Summationsgrenzen */

/% Ausgangssignal d(t) */
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Musterlosungen der Vorbereitungsfragen (6. Termin)

V13.1:
a) Eg=s5-T= (2V)2-2 1065 =2-10° V3 ;
2-107° V3 :
Ey/N, = 10‘6—\/2/HZ = 2 (entspricht ca. 3dB);
s = Q(/2-Eg/Ny = QQ2) = 2.27-1072 .
+o + o0
1 —Ll2/2 1 _[2
b) Q(x)=E' e du =E' e dt;
x x/\/z
e t=u//2
2 2 1 X
erfc(x) = T e du = Q) =—- erfc(T) :
7

=—rf ) = —-erf =—rf/_
= p ec(/0 2ec( 0 2ec()

) adz=—0=1v2:;> 0, =1V ; g0) =5y == p, = ( )—Q(2)

2T
d) Nein.
M
e) ZP, ‘Psi = p, p(n(Tp) > E +5y) + py p(n(Tp,) <E-s,)

l—

=p1'Q(E(—;S )"‘pz'(l—Q(EadS ))=P1'Q(S (;;E)"‘Pz'Q d

dpg 1 e 1 1 .
f b - _ — e (so+EY /(20 ) - 4+ —— e (s5-L£) /20 ) O
) G TPV o, P2 g o

oG EV/20)
Py e GHER/QD)

S

Die optimale Schwelle liegt tiefer als £= 0, da ”-1” seltener auftritt.

+E “E
h) Ppmin =01 Q(2 - )+ pz-Q(SOOd )= 031-Q(1.8) + 0.69 - Q(2.2) = 0.0207.

Gegenuber E=0 wird pg um ca. 9% kleiner.
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3
b) Ps = > pi-pg; =p(=1)p((Tp) > 0.5V) + p(+ 1) p(n(Tp) <-0.5V)
i=1
+ p(0) p(|n(Tp)| > 0.5V)

0.5V

ps = (p(- 1) + p(+ 1) + 2 p(0)) - O( 5) = 15:005) =093 % .

c) Das Symbol "0” liefert den groBten Anteil, da es haufiger auftritt als die beiden
anderen Symbole und zudem nach beiden Richtungen hin verfalscht werden kann.
Die kleinste Fehlerwahrscheinlichkeit ergibt sich, wenn die Entscheiderschwellen
jeweils genau bei den Schnittpunkten der beiden jeweiligen WDF-Kurven liegen.
Mit optimalen Schwellenwerten (bei +0.52) erhilt man 0.87%.

V13.3:

(1 -
a) Oy = /% =~ /% =107 . Mit ¢ = 107 folgt daraus :

B, = p(|h{V-psl < &) = 1—2-Q(0i) =1-2-Q(1) = 68.4%.

hB
. . -(1- -a2 .a2
b) Allgemein gilt: N > p( 82p) ~ pgz
a>
Mit ¢ = ¢ ,-p: N= 5 -
p'grel

) a= Q-l(l‘TPE) = Q7'(0.025) = 1.96 (siehe Anhang B)

1.962 400
p-012  p

d) Aus Punktb)undc): N > p=10":N = 4-10°.

1
= 10ns, Eg = Sg'TB = (2V)2'1_085 =4.108 V3 .
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b) g0 = 50 [QQ 2T fi- (- 3)) - QC 27 f - + )]
Mit £ =¢/T und fg'=fgT=0.4:
g4) =50 [QQ2- V27 fg - (' -0.5) - Q227 fg - (¢’ + 0.5)];
gt = 0) =55 [Q(-0.4-127) - Q(0.4-27))] = 2V-[Q(-D-Q(D)] ;
gt = 0) =2V -(0.841-0.159) = 1.365V ;
gt =+ 5ns) = g,(t' = 0.5) = 5,-[Q(0)- Q(-0.8-27))] = 0.955V ;

gt = £ 10ns) = g(t' = 1) = 5,- [Q(1)- Q(3))] = 0.351V .

) T +2V

s(¢)

\
-+
A T T e I I T
1 2 3 4 5 6
Hinweis: Das Summensignal ist durch Rechtecke markiert t / r——

Vi4.2:
a) Allgemein gilt mit Eq, =0, Tp,op=0:

o(Tp =0) = 2'[gd(0)— Z |gd(+ v-T)| - Z |gd(_V'T)|] .
v=1 v=1

Hiern=v=1 (T, = 0) = 2" [g,(0) - |g,(+ D] - Ig,(- D] -
g,0) = 1365V , gT) = g,(-T) = 0315V :

—— 6(Tp = 0) = 2-[1.365-2-0.315] = 1.47V.
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d)

f)

g)

Hinweis;

gultig fur n=2.

- (Tp)

-T =172 0 T/2

Firn = v = 1 unterscheidet sich das Auge nur geringfiigig. Beispielsweise sind dann
die obere und die untere Augenbegrenzungen keine horizontalen Linien mehr. +

+ + ©
N, N, [ 2
%2:70" |HE(f)|2df=70'I exp(-2n (2'fE)) df
Mit der Substitution ¢ = E; o2 = %ﬁ _ Nofe
2 1 2 a 2

V2

Ny =107, fg = 40-10° Hz: o7 = 0.0283V? == g, = 0.168V .
Z
6(Tp)/2 1.470V/2

u = ( (Tp)/ ) = (—/)2 = (437?% == 10-Ig(oy) = 12.82dB.

04 0.168V

pu = Q(oy) = Q4.37)= 5.4-107 .

obere Schranke (ungiinstigste Fehlerwahrscheinlichkeit):
pp < py = 54-10°.

untere Schranke (Nyquist-System):

8-108 V3
10 V2/Hz

2-E
NO

e = Q( B)=Q( )= Q(8.94) = 107 .

- Augenoffnung wird um Faktor 2 kleiner
- Storeffektivwert bleibt gleich

== 10-1g(oyy) wird um 6 dB kleiner, also 10 -1g(¢;) = 6.82 dB .

== py = Q(oy) = Q2.19)= 1.4-1072 .
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Musterlosungen der Versuchsdurchfithrung (6. Termin)

D13.1:

a)

b)

In V13.1 wurden folgende Parameter verwendet: s = 2V, ;5 = 1V. Im Programm
“fwk” sind dagegen alle Werte auf sy normiert. Daraus folgt: o = 0.5.

TR St S el R
3.74%
| 5 283% | |

Pe 227%  207% ¢

% — + — + =T = T =+

0% : : : : :
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 E/fsy —*

Der optimale Schwellenwert ergibt sich sowohl bei der Berechnung in V13.1 als auch
bei der Simulation zu Eqp = -0.1-5¢. Allgemein gilt: Bei nicht gleichwahrscheinlichen
Symbolen liegt der optimale Schwellenwert stets naher am Amplitudenwert mit der
niedrigeren Auftrittswahrscheinlichkeit.

D13.2:

a)

b)

d)

Die M = 4 moglichen Amplitudenwerte liegen bei +sgund +5¢/3, die M-1= 3 Ent-
scheiderschwellen in der Mitte zwischen zwei moglichen Amplitudenwerten (also bei
0 und £2/3-5p). Die Wahrscheinlichkeit, daB eine der beiden auBeren Stufen ver-
falscht wird, betragt p, = Q((s¢/3)/0’). Die beiden inneren Stufen konnen dagegen
nach beiden Richtungen verfalscht werden (Verfalschungswahrscheinlichkeit: 2-p,).
Durch Mittelung unter Beriicksichtigung der Auftrittswahrscheinlichkeiten (jeweils
0.25) folgt ps=1.5-p,. Dieser Wert ergibt sich auch mit Gl. (13.31).

2-M-1 M-1 M-1 0.001-M
pe = (M )'Q(SO/((; ))S 10-3 ':'>Q(SO/((; ))SZ-(M—l)

Sy v ey 0:001 M
o =M-1-0Q (2-(M—1))

M=2:2-0323 M=3:2=0157: M=4:2 = 0104
So So So

M = 3;0/s, = 0.2: Mit E/s, = + 0.52 Verbesserung von 0.93% auf 0.87%;
M = 3;0/s, = 0.5: Mit E/s, = + 0.68 Verbesserung von 23.8% auf 21.8%.

Die optimalen Entscheiderschwellen liegen dabei stets bei den Schnittpunkten der
einzelnen Dichtefunktionen.
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D13.3:

_ ~(1- _
a) miy=pg =103 0% = [IB"PB (N Py) _ [ = 1074

b) Bei 100 Versuchsreihen ergibt sich der Mittelwert zu 0.97- 1073, der Minimalwert zu
0.75-1073 und der Maximalwert zu 1.14-10-3. Die Streuung betrigt 0.9-10%.
€ !
) b =p(1hV-ppl < ege) = 1-2- QCE%) = 0.8
hB

= Q%) L 01 == 0% — 126 == ey, = 1.26- 107
O OhB

D.h.: Im Intervall von 0.874- 1073 ... 1.126 - 10-3 sind 80% aller MeBwerte zu erwarten.
d) &g = 1.2-107% Intervall von 0.00097 £ 0.00012: 0.85-107 ... 1.09-107 ;
€990, = 1.5+ 107% Intervall von 0.00097 + 0.00015 : 0.82-107 bis 1.12- 107 ;
€95, = 1.8+ 107% Intervall von 0.00097 + 0.00018 : 0.79 - 107 bis 1.15-107 .

2
&) N = 1.96 - 400
pB'O.l pB

Mit pp = 0.01: N = 40000

Mit diesen Werten fallen 95 von 100 Versuchsreihen in das Intervall zwischen 0.009
und 0.011. Damit gilt: p, = 0.95. Die Faustformel ist somit bestatigt.

D14.1:

a) DasQuellensignal g(¢) ist unipolar, das Sendesignal s(¢) bipolar. Wegen Hg(f) = 1 gilt
r(t) = s(t) +n(¢); hierbei stellt n(¢) weies Rauschen dar. Aufgrund des gauBformigen
Empfangsfilters ist das Detektionssignal d(r) bandbegrenzt: Dessen Nutzanteil dg(¢)
unterscheidet sich vom rechteckformigen Sendesignal s(f). Der Storanteil dn(¢) ist
gegeniiber dem Storsignal n(f) am Empfangereingang niederfrequenter und besitzt
zudem eine kleinere Leistung. Zum Sinkensignal v(f) kommt man durch Schwellen-
wertentscheidung. Im fehlerfreien Fall ist v(¢) bis auf eine schaltungsbedingte Laufzeit
identisch mit g(¢). Das Augendiagramm ohne Storungen ist wie in V14.2 dargestellt.

b) .
o(Tp) 0, PB Py 10 - 1g(oy)
berechnet 1.470 V 0.168 V —_— 54-10° | 12.82dB
hnet
a1y | 0735V | 0168V | —— | 14-102 | 680dB
simuliert 0.741V 0.168 V 3.5-1073 1.4-1072 6.86 dB

Ergebnis: gute Ubereinstimmung zwischen gerechneten und simulierten Werten.

¢) Damitdiesen Systemarametern g;(t =27)= 0 ist, unterscheiden sich die Simulations-
ergebnisse fir n = v = 2 gegeniiber n = v = 1 (fast) nicht.
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d) Die mittlere Fehlerwahrscheinlichkeit pg ist etwa um den Faktor 4 kleiner als die
ungunstiste Fehlerwahrscheinlichkeit py;.

e) 1/4 1/4
f/s fm; Tl/g Tl/g
¥ =t , —— — t d(T) —
-1V 0 vy T
Mogliche Werte Wabhrscheinlichkeiten
+ 1V 2 = 0.25
8
iwzoﬁgzv 4 _ 050
2 8
+ 6(Tp = 0)/2 = 0.367V % = 0.25
0.367 _
f)  Pioser = Q(m) = Q(2.18) = 1.4-107 (= py) ,
0.682 _ ~
Proesr = Q(m) = Q(4.06) = 2.4-10° , p, 000 = Q(5.95) = 1.4-107 .
1 1 P _
P = g P 20367 * 5 P roes2 * 4 Pxioo0 = TU = 3.5-107.

g) Mogliche Werte fur den Schwellenabstand mit Wahrscheinlichkeit 1/8:
0.267, 0.467, 0.900, 1.100.

Mogliche Werte fur den Schwellenabstand mit Wahrscheinlichkeit 1/4:

0.582, 0.782.

.. 1 0.267
Naherung: pB = g . Q(m) =

1

g-5.6-10-2 =7-1073 .

h) Gute Ubereinstimmung: Das Programm liefert 7.1- 1073,

D14.2:
a) o(Tp) 0y Py Py 10 - 1g(oy)
Hx(N=1 0.735 0.168 35-10°% | 14-102 | 6.86dB
Nomagoan, | 0735 70.424 0.5 05 | -45.65dB

Die Streuung des Storanteils ist wegen der erforderlichen Entzerrung (Anhebung der
hohen Frequenzen) sehr hoch. Trotz der relativ groBen Augenoffnung ist deshalb das
System unbrauchbar.
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Ny [H(OI* . a3 o
b) @p() = @) [Hy(DI? = S0 TS mit [Hy())? = &2/ - e 270,
| Hg ()|
T R e

ONN/T] |

T =+ = =+

5.42-10°

20 40 60 80
Mit fT= 0.65,fiT = 0.4 und a = 6.9 (Neper):

|Hy(f = 65MHz)| = 328 == |Hg(f = 65MH|2= 1.076- 10°
== &, (f = 65MHz)/T = %-0.1 -1.076-10° = 5.4- 103 .

¢) Der unter a) ermittelte ungiinstigste Storabstand ergab sich zu -45.65 dB. Erforder-
lich waren dagegen 11.35 dB. Das bedeutet: Man muf3 entweder die Sendeleistung um
57 dB erhohen oder die Storleistung um 57 dB (also um den Faktor 5-10°) absenken.
Anstelle von No/T= 0.1 ist dann nur noch No/T = 2-1077 zulassig.

d) Mit dieser Rauschleistungsdichte ergibt sich py= 1.1-10"*. Das gestellte Kriterium
wird somit naherungsweise erfillt.

e) o(Tp) Oy Py Py 10 - 1g(oyy)
fi-T =025 0.000 0.017 9.4-1072 0.5 -
fi-T =030 0.192 0.031 7.7-10° | 1.1-10° | 9.72dB
fi-T =035 0.478 0.057 1.8-10° 13-10° | 12.48 dB
fi-T =040 0.735 0.100 | 25-10° | 1.1-10* | 11.35dB
fi-T =045 0.962 0.170 57-10% | 23-107 | 9.05dB
fi-T =050 1.159 0281 | 62-10° | 2.0-10% | 628dB

f) Hinsichtlich der Impulsformer-Grenzfrequenz f; gibt es ein Optimum; bei den
gewahlten Parameterwerten liegt die optimale Grenzfrequenz bei fi-T= 0.35. Ist fi
zu groB, so ist dies zwar gunstig fur das Nutzsignal (d.h. groBe Augenoffnung), aber die
Storungen machen sich dann extrem ungunstig bemerkbar. Bei zu kleiner Grenz-
frequenz tiberwiegt dagegen der EinfluB der Impulsinterferenzen (d.h.: zu kleine
Augenoffnung). Fir fi-T< 0.27 ergibt sich stets ein geschlossenes Auge.
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Musterlésungen der Ubungsaufgaben (6. Termin)
U13.1:

#include <math.h>

float Q1l(x)

float x;

{ float erfc() ;
return(0.5%erfc(x/sqart(2.)));

}

#include <math.h>
float Qo(x)
float x;

{float pi=3.1415926345;

if (x <= 0.) return (1000000.);

return (exp(-0.5*%x*x)/(x*sqrt(2.*pi)));

}

float Qu(x)
float x;
{float Qo();
if (x <= 0.) return (1000000.);
return (Qo(x)*(1.-1./(x*x)));

}

#include <stdio.h>

main()

{ float x,Q1(),Q0o(),Qu();

int i;
printf("\n x \t QIL(x) \t Qo(x) \t Qu(x)\n\n");
for (i=0; i<=20 ; i++)
{ x=0.5%1;
printf ("%5.2f %12.4e %12.4e  %12.4e \n",x,Ql(x),Q0(x),Qu(x));

}
}
U13.2:
main()
{ float A,E,Eopt,pu,po,ps,psmin,p0,sigma,x1l,x2,x3,Q1();
int 1i;
printf("\nEinlesen des Amplitudenstufenwertes A = ");
scanf ("%f",&A);
printf("\nEinlesen der Streuung sigma = ");
scanf ("%f",&sigma);
printf("\nEinlesen der Wahrscheinlichkeit p(-1) = ");

scanf ("%f%f%f",&pu) ;
printf("\nEinlesen der Wahrscheinlichkeit p(+1)
scanf ("%f%f%f",&po);
pO=1.-pu-po;
psmin=1.;
Eopt=0. ;
for (E=0.; E<=A; E+=0.05 )
{ x1=(E-A)/sigma;
x2=E/sigma;
x3=(A-E)/sigma;
PS = pu*(1-Q1l(x1)) + 2*p0*Ql(x2) + Po*QL(x3);
if (ps < psmin)
{ psmin=ps;
Eopt=E;

}

oF
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printf("\nE = %4.2f \t pS = %10.4e" ,E,psS);
}
printf ("\n\nMinimale SFW pSmin = %10.4e bei Eopt = %4.2f\n",psmin,Eopt);

}

Mito = 0.1liegen die optimalen Entscheiderschwellen ziemlich genau bei Eq, = +£0.5.
Weicht man mit den Entscheiderschwellen von diesem Optimalwert ab, so ergibt sich
eine deutliche Degradation. Dagegen verschieben sich die optimalen Schwellenwerte auf
Eopt = £0.55 (0 = 0.2) bzw. Eqp = £0.7 (0 = 0.4), also nach auBen.

U14.1;

# include <math.h>

void basaug(n,gd,oef,fld)

long n;

double *oef;

float gd[289]1,f1d[73]1[32];

{ float a[51,d[73],doben=1.,dunten=-1.,hilf;
long augzal,i,j,jj.k,1l,1lmax,m,max,mitte=n;
double auge;
augzal=pow(2,2*n+1) ;
max=36;
for (m=0; m<=4; m++)

{ a[ml=-1.; }
for(i=0; i<=augzal-1; i++)
{
for(j=0; j<=72; Jj++)
{ d1j1=0.; }
for(1=-36; 1<=36; 1l++)
{ Imax=l+max;
for (k=0;k<=2%n;k++)

{ j=1l+(mitte-k)*max;
Ji=j+144;
hilf=gd[jjl*alk];
d{lmax]=d[1max]+hilf;

}

}
for(1=0; 1<=72; 1++)
{ f1d[1] [ij=d(1]; }
if(a[mitte] == 1.)
{ if(d[max] < doben)
{ doben=d[max]; }
}

else
{ if(d[max] > dunten)
{ dunten=d[max}; }

}
for (m=0; m<=4; m++)
{ if(a[m] == -1.) { aiml=1.; break; }
else { afml=-1.; }
}

}

auge=(doben-dunten) ;
if(auge <= 0.)

{ auge=0.; }
*oef=auge;
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Musterlosungen der Vorbereitungsfragen (7. Termin)

V15.1:
10-6v2
2 T 3V T 91076y 2
g,(1) 0a(7) = g() *g(- 1 o)
<« lus —» r — ~1us 1us
7T —»
G,(f) = Flg, )] Dy Flgg(r)]
T 3-1070v/Hz 9 10~12v2¢/H,
G () o5 = |G,(N?
Ny i prd
—\/—1 1\-/2MHZ 2 -1 1 2MHz
f— f—»
b) Aus (15.11) und (15.12) folgt mit M = 2:

d)

M+1
3.T-(M-1)
M+1 . 1

— E — o2 -2
s el = 0 = s T D).

@ (1) = L pp(0) = — qugs(r) = sg-tri(z/T) ; tri: Dreieckfunktion.

D (f) =
Py = ¢0) = 57 = 9V2.

Aus (15.11) und (15.12) folgt mit M = 4:

M+1 5 .
@(r) = m Pu(®) = €0gs(T) = 5'53"11@/ T);
M+1 5 .
0 = 37 gro O™ oo 0 = sy TS )
5
Py = ¢(0) = 5-502 = 5V?2.

Bei gleicher Symboldauer T haben das Binar- und das Quaternarsystem bis auf einen
konstanten Faktor, der die kleinere Leistung des Quaternarsystems berucksichtigt,
genau gleiche AKF-und LDS-Verlaufe. Die Bitrate des Quaternarsystems ist doppelt
so groB wie die des Binarsystems.

Vergleicht man dagegen die LDS von Binar- und Quaternarsystem bei konstanter
Bitrate, so ist die Symboldauer des Quaternarsystems (7= 2T,) doppelt so groB als
beim Binarsystem (T'= T;). Das LDS des Quaternarsystems ist dann gegeniiber Punkt
¢) nur halb so breit, aber doppelt so hoch.
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V15.2:

a) Wairen die einzelnen Amplitudenkoeffizienten a, des ternaren Codersignals c(¢)
statistisch voneinander unabhingig und gleichwahrscheinlich, so ergabe sich die

maximale Entropie Hy max

1d 3 bit. Da jedoch durch diese Art der Codierung keine

Information hinzugefiigt wird, ist die tatsichliche Entropie H, = 1 bit gleich der des
redundanzfreien Binarsignals. Aus diesen beiden Werten ergibt sich mit (15.18) die
relative Coderedundanz zu r, = 1 - 1/1d(3) =~ 37%.

b) v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ] 11| 12
q, | +1| -1 | +1 | +1 | -1 | +1| +1| -1 | -1 -1| -1 | +1
b, | -1 | +1| +1 | +1 | -1 -1} -1 +1} -1 |+1 | -1 | -1
c, | -1 0 [ +1] +1 0 -1 -1 0 0 0 0 -1
¢) v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ] 11| 12
q, | +1| -1 | +1 | +1 | -1 | +1| +1| -1 | -1 -1| -1 | +1
b, | +1 | +1| -1 | +1 | +1 | -1 | +1| +1 | +1|+1 | +1| -1
c, | +1| 0 -1 | +1 0 -1 +1| O 0 0 0 -1
d) p,=+1)=p,=-1)=025 p,=0)=05.
e) Der AKF-Wert ¢,(0) gibt den quadratischen Mittelwert an: ¢,(0) = 0.5.
f) Fird > list @,(4) = 0 (wegen N, = 1).
g @a(l) = E[CV'CV—i-l] = Mittelung uber [p(cvncv+1)'cv'cv+1]
1 1 1. " .
=-1 ‘5 1 5= 7 (siehe Tabelle auf der nachsten Seite).
h) qﬂa(ﬂ,)ﬂ
AP0 =172
// \\
// \?s(r)
/
w 7 \\ - — ] = T/T
-3 2 NG L / \ J/ - 2 3
\\\ / \[_~

Tpl1) = -1/4
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f c, - ¢ e p(cv'ﬂ Cpyp) =
p(c,) p(cv+1|cv)

0 0

0 +1 0

0 -1 0

+1 0 0

+1 +1 +1 1/4-0=0

+1 -1 -1 1/4-1/2=1/8 | ==
-1 0

-1 +1 -1 1/4-1/2 =1/8 | ==
-1 -1 +1 1/4-0 =0

V15.3:
a) T=T, = 2-T, = 20ns.

b) Der Grundimpuls andert sich gegentiiber V14.1 aufgrund der groeren Symboldauer:
840) = 30 [QQ 27 f (=) - Q2 2 fy - + )]
Mit £ =¢/T und fg’'=fg-T= 0.8:
g/t =s,-[QQ2 27 -f5' - (' -0.5) - Q227 -fz' - (¢' + 0.5))] . Daraus:
gt = 0) = 5 [O(~08-/21)-Q08-/2m)] = 2V-[0(-2)-Q())]:

gt = 0) = 2V - (0.97725 - 0.02275) = 1.909V .
gt = £ 10ns) = g (' = 0.5) = 5,- [Q(0)-Q(4)] = 0.995V .
gt =+ 20ns) = g (t' = 1) = 5, [QQ2)~ Q6))] = 0.045V .

Q) 6Ty = 0) = 2 [BE0 g (1) - lg, - TI] = 265 - 2:0.045) = 1093 V.

d) Da sowohl Ny als auch Hg(f) nicht verandert wird, bleibt o4 erhalten. Somit ist:

_ (o(TD)/Z (1 O93V/2)2
Oy 0.168V
10 -1g(oy;) = 10.24 dB (Verschlechterung gegentiber Binérsystem: 2.58 dB).

U (325 == py = Q(B.25)=58-10"
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V16.1:

a) G, = G,(0)- cosX

f}é)fﬁr fl <20 -

b) Fir ein Nyquist-System muf} G1. (16.15) erfillt sein. Esist offensichtlich, da3 nur dann
die periodische Fortsetzung von G;(f) im Abstand fy eine Konstante ergibt, wenn f
ein geradzahliges Vielfaches von 2-fiy = 1/T ist. Sinnvoll ist jedoch nur fg = fn.

¢ Mitf, =£ : G, = Gd(O)-cosz(g-f-T) fir [f-T| < 1.
2. Nyquistkriterium entsprechend (16.8):

3 = Gd(ﬁ\l_f) + Gd(ﬁ\l—i_f)
cos(@-(fy-H-T) cos(m-(fiy +H-1)

Obiges Spektrum eingesetzt:

s _ Gd(O)-cosz(n/Z-(fN -N-T) N Gd(O)-cosz(n/Z-(fN +1-T)
cos(@-(fy-H-1) cos(@-(fy +H-T)

= G,;(0) = const.

Weiter gilt:

cos’(x) _ [1+ cos(20)]/2 _ l[l N 1 |
cos(2x) cos(2x) 2 cos(2x)”

Daraus folgt:

_ 6,00 1 1
== d2 '[1+cos(ﬂ-(fN—f)-T) +1+cos(n-(fN+f)-T)

].

Mit cos(z- (fy £ /)-T) =cos(g +x-f-T)=sin(xx-f-T) ==xsin(x-f-T):

G,(0) 1 1
> =4 .12- + = G,(0) = t. .
2 [ sin(w-f-T) sin(m-f- T)] a(0) = cons q.e.d.
d) Nach (16.11) gilt mit 7 = 1:
cos(m-t/T) . ¢
1) =  _ . - —) .

Die Nulldurchgange bei Vielfachen von T (1. Nyquist-Kriterium) entstehen aufgrund
der si-Funktion, die zusitzlichen Nulldurchgiange bei = 1.5T, £2.5T, =3.5T usw. (2.
Nyquist—Kriterium) durch die cos-Funktion. Bei t = 7/2 ist kein Nulldurchgang.

e) Firt = T/2liefert obige Gleichung einen unbestimmten Wert. Regel nach I’'Hospital:

~ .t d/dt[cos(z-t/T)]
84(T/2) = g si(w-—) d/di[1-Q2-1/T)

t=T)2
—a/T -sin(z - t/T)] _ .2
2D/, gy O

oQ
=)

. {
=g . SI(T-—)-
80 ( T)

NGRS
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f)

G;(0)-cos? (/2 f-T) _ cos*(m/2-x)
G.(0)-si(zw-f-T)  si(wex)

Ho () = mit x =T, |x| <1.

x=fT | 00]01] 02] 03| 04(05| 06| 07| 08| 09| 1.0

Cosz(g-x) 1.000( 0.976| 0.905| 0.794| 0.655( 0.500] 0.345) 0.206| 0.095 0.024| 0.000

si(r-x) | 1.000]0.983| 0.935]0.858| 0.757| 0.636| 0.505) 0.368| 0.234 0.109| 0.000

Hg (f-T) |1.000]0.993] 0.968| 0.925| 0.865| 0.786| 0.683 0.560, 0.406 0.220| 0.000

V16.2:

a)

b)

d)

+0
s(t) = qs(t) = hg(t) = Z a, so-T-hy(t-v-T); g(t) =s5-T hyt) .

Yy =—w
7 .
Hs,opt(f) = HE,Opt(f) = JHY() = cos(z-f-T) fuir |f-T| =1.
Hy(f) s Hg(f)

T T ! > f‘ T
-1.0 -0.5 0.5 1.0

Da Hg(f) als Produkt einer Cosinusfunktion (Frequenzperiode 4/T) mit einer Recht-

eckfunktion (Breite 2T)) dargestellt werden kann, ergibt sich 4g(¢) durch Faltung zweier
Diracfunktionen (bei + 7/4, Gewicht jeweils 0.5) mit einer si-Funktion. Damit:

gs(l,‘)=SO-T-hS(1f)=SO~T~l 2 (t-l—%))] =

2.7 T 2

5 -?[51(T(t—z)) + si( 7
B sin2-w-t/T-%)  sin2-z-t/T+7F),
=Sl a ) T Az a gty

_ 2-50'[_005(2-714/77) +cos(2-ar-t/T)] _ 4.5y cos2-m-1/T) e.d
4 (4-1/T-1) (4-t/T + 1) x  1-16-@/T
Bei ganzzahligen Vielfachen von T liefert die Cosinusfunktion stets den Wert 1.

4-5p _ 1.273: g(T) = _—gsl(g) = —(0.085;

a

Daraus folgt: g(0) =

0 0
g(2T) = -% = ~0.020; g(3T) = -%3) = - 0.009 .

Die mittlere Sendeleistung wird durch die Impilsinterferenzen nicht beeinfluflt; die
Gleichungen (16.20) und (16.21) gelten somit unabhiangig vom Rolloff-Faktor 7. Da-
gegen wird der Maximalwert des Sendesignals signifikant von den Impilsinterferenzen
und dem Rolloff—Faktor bestimmt. Im Versuch D16.3 wird gezeigt, dal der Quotient
Max|s(¢)| /sy je nach Rolloff-Faktor Werte zwischen 1.4 und 2 annehmen kann.
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Musterlosungen der Versuchsdurchfithrung (7. Termin)

D15.1:
a) Duobinarcode:

v 11 2 3| 4 516 7 1 8 9 10 11| 12
q, +1| -1 | +1|+1| -1 | +1| +1{ -1 | -1 | -1 | -1| +1
c, -1 0| +1|+1] 0| -1| -1| O 00 0| -1
AMI-Code:
v 11 2 3| 4 516 7 1 8 9 10 11| 12
q, +1| -1 | +1|+1| -1 | +1| +1{ -1 | -1 | -1 | -1| +1
c, +1] 0| -1|+1| 0| -1 +1| O 00 0| -1
b) Codierung Ordnung | ¢,(0) e (£1) | @ (£2) | gleichsignalfrei
binar bipolar 0 1.00 0.00 0.00 nein
redundanzfrei
Duobinarcode 1 0.50 0.25 0.00 nein
AMI-Code 1 0.50 -0.25 0.00 ja

¢) redundanzfrei: @ (f) =1,
e 1
Duobinircode: @ (f) = 5 (1 + cosQn-f-T)) = cos’(z-f-T) ,

AMI-Code: @ () = % (1-cosQa-f-T)) = sin’(z-f-T) .

d) Lange "+ 1"-Folge und lange "-1"-Folge sind hier nicht moglich.
Lange "0”-Folge, falls Quellensymbolfolge -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, ...”
Alternierende Folge, falls Quellensymbolfolge "+ 1,+1,+1,+1,+1,+1, ...”
e) Lange "+ 17-Folge, falls Quellensymbolfolge "-1,+1,+1,+1,+1,+1, ...”
Lange "-1"-Folge, falls Quellensymbolfolge "+ 1,+1,+1,+1,+1,+1, ...”
Lange "0”-Folge, falls Quellensymbolfolge -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, ...”
Alternierende Folge ist hier nicht moglich.

f)  Mit (15.12) und dem Ergebnis von c) erhalt man:

sin?(z - f- T) '

- E(f) — cnd2 2
D (f) = D) - P (f) = cosHa-f-T)-55-T- (- TP
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Mit cos(x) - sin(x) = %sin(Zx) folgt weiter :

2 02 T 2 2 )
T 2m-f- 1
50 'Sll’l( f = 4. T-s1 (ZJT'f‘ .

d () =
) 4 (w-f-T)?
@s(7) ergibt sich aus ¢, () durch lineare Interpolation (dreieckformiger Verlauf).
@(7) s
A g 0) = 12
// \\
‘ ‘ ‘ , ‘ —> A=1/T
-3 -2 2 3
D15.2:
a) v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 | 12
q, | +1 | -1 | +1 | +1 | -1 | +1| +1| -1 -1 -1 ] -1 ] +1
b, | +1 ] -1 -1 +1 | -1 -1 +1} -1 |+1 | -1 | +1 | +1
c, | +1 0 -1 ] +1 0 -1 +1 0 0 0 0 | +1
b) Codierung ¢,0) P (£1) P £2) P (£3)
AMI-Code 0.50 -0.25 0.00 0.00
fl%’igﬁie 0.50 0.00 -0.25 0.00

c) D,(f)ist bis auf eine (Abszissen—)Stauchung um den Faktor 2 identisch wie beim AMI-
Code. Dagegen unterscheidet sich d(f) auch in der Form, da in beiden Fillen mit der
gleichen si—-Funktion multipliziert werden muB.

AMI-Code (Bipolarcode 1. Ordnung)

Bipolarcode 2. Ordnung

A

@ ()

@ (f)

A

1,,

@ (f)
/

—f—

1

2 fT

2 F T

d) Die alternierende Folge "+1, -1, +1, -1, +1, -1, ...” ist hier nicht moglich. Man
erkennt dies u.a. daran, dall ®y(f=1/(2T)) gleich Null ist.
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D15.3:
a) ungunstigste Symbolfolge(n) fiir das obere Auge
Pseudoternarcode —
obere Begrenzungslinie untere Begrenzungslinie
... +1 0 0
AMI-Code T ) bzw.
.00 +1
... +1 0 0
Duobinarcode ... 0 +1 0 ... bzw.
.00 +1
b) AMI-Code: doben = 80 — 2781 dunten = &1

0(Tp) = doben — dunten= 80 — 381 = 0.684 - 3-0.156 = 0.216 V.

Duobinarcode: dopen = 80 > unten = 813
0(Tp=0) =gy - g1 = 0.684V - 0.156V = 0.528 V.
Der AMI-Code ist ungunstig, da auch die alternierende Folge auftreten kann.
¢) Ez = (doben Tdunten)/2, E1 = -Ep;
AMI-Code: E; = (go - g1)/2 = 0264V, E| = -0.264V,
Duobinarcode:  E; = (g9 + g1)/2 = 0.420V, E1 = -0.420V.

d) o(Tp) 0q Py Pu 10 - 1g(oy))
fi-T =035 0.062 0.057 0.1 0.29 -5.30 dB
fi- T = 0.40 0.214 0.100 5.4-1072 0.14 0.61 dB
fi- T =045 0.352 0.170 7.4-1072 0.15 0.33 dB
geschlossenes Auge bei fi min- T = 0.33.

e) o(Tp) 04 Py Py 10 - 1g(oyy)
fi-T =025 0.117 0.017 1.9-10° | 2.0-10™% | 10.97dB
fi-T =030 0.286 0.031 3.1-107 | 25-10° | 13.19dB
fi-T =035 0.417 0.057 35-10° | 12-10% | 11.28dB

geschlossenes Auge bei fi min- T = 0.22.
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D15.4:

a)

b)

d)

f)

Das Codersignal c(¢) ist vierstufig und besitzt gegeniiber dem binaren Quellensignal
q(t) die doppelte Symboldauer. Der Schwellenwertentscheider hat hier M -1 = 3
Schwellenwerte. Somit ist die Augenoffnung prinzipiell um den Faktor 3 geringer.
Aufgrund der niedrigeren Symbolrate ist allerdings der EinfluB der Impulsinter-
ferenzen weniger stark ausgepragt. Bei der gegebenen Grenzfrequenz fi- T= 0.4 wird
das Auge aufgrund der Impulsinterferenzen nur von 0.667 auf 0.562 vermindert. Beim
vergleichbaren Binarsystem ergab sich eine Verkleinerung von 2 auf 0.735.

Nach (15.30) gilt:

1) = 2 (878 3 1Ty + v D= 3 lsa(Tp v D]

Das bedeutet, dafl die Summe aller Vor- und Nachlaufer betragsmaBig kleiner als der
um den Faktor 3 verminderte Hauptwert sein mufl. Mit den weiteren Einschran-

kungeng ; =giundg =g3 = ... =g =g 3= ... = 0 gilt |g1] < go/6.

o(Tp) 0y Py Py 10 - 1g(oy,)
fi-T =025 0.106 0.017 59-10° | 6.5-10* | 10.15dB
fi- T =030 0.313 0.031 28-10% | 29.107 | 13.97dB
fiT =035 0.455 0.057 3.8-10° | 3.1-10° | 12.05dB
fi-T =040 0.547 0.100 12-10% | 3.0-10° | 8.77dB

geschlossenes Auge bei fi min- T = 0.23.

Fir alle Systeme gibt es eine optimale Impulsformergrenzirequenz fi op¢. ISt f1 < opt»
so entstehen groBe Impulsinterferenzen und es resultiert daraus eine kleine vertikale
Augenéffnung. Dagegen fiihrt ein zu groBer Wert von f; zu einer starken Uberhdhung
des Entzerrerfrequenzgangs, so da3 die Detektionsstorleistung sehr grof3 wird. Dieser
grundsatzliche Zusammenhang gilt auch bei redundanten/mehrstufigen Codes.

Mit dem Quaternarcode kann gegeniiber dem Binarcode ein Storabstandsgewinn von
ca. 2dB erzielt werden. Der Grund hierfir ist die um den Faktor 2 niedrigere Symbol-
rate, die zu geringeren Impulsinterferenzen fithrt. Wahrend das binare Auge fur
f1-T< 0,27 geschlossen ist, ergibt sich beim Quaternarsystem trotz des prinzipiellen
Verlustes um den Faktor 3 erst fur f; - T < 0,23 ein geschlossenes Auge. Die optimale
Grenzfrequenz ist deshalb fir M= 4 (fi opi- T=0.28) deutlich kleiner als bei M= 2
(fropt” T=0.35). Damit ergibt sich auch ein kleinerer Storeffektivwert.

Bei kleinerer Kabeldampfung wird die optimale Grenzfrequenz sowohl beim Binar-
als auch beim Quaternarsystem groBer. Mit ax = 40 dB ist das Quaternarsystem
sogar um ca. 0.75 dB schlechter als das Binarsystem.
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g)

h)

Bei den gegebenen Voraussetzungen betragt der Storabstandsverlust gegentiber dem
redundanzfreien Binarcode ca. 12 dB. Wegen der ternaren Auswertung ohne gleich-
zeitige Reduzierung der Symbolrate muf} die Grenzfrequenz deutlich erhoht werden.
Besonders unguinstige Symbolfolgen werden trotz der relativ groBen Redundanz von
37 % durch diesen Code nicht ausgeschlossen. Bereits fur fi-7 < 0.33 ist das Auge
geschlossen. Die optimale Grenzfrequenz betragt (bei der Kabeldampfung 60 dB)
fropt ' T~ 0.4, und dementsprechend groB ist auch die Detektionsstorleistung.

Wenn die beiden Grundimpulswerte g; und g_; jeweils negativ waren.

Jeweils vier Binarsymbole werden zu drei Ternarsymbolen zusammengefal3t. Dadurch
verringert sich die Symbolrate gegenuber dem Binarsystem um den Faktor 0.75. Bei
einem Nyquist-System ergabe sich aufgrund der Ternarentscheidung die Augen-
offnung zu 1, wegen der Impulsinterferenzen verringert sich diese auf 0.456. Das
ungunstigste SignalstOrleistungsverhaltnis ist um 5 ... 7 dB schlechter als bei den
redundanzfreien Systemen, aber auch um ca. 6.5 dB besser als beim AMI-Code.

D16.1:

a)
b)

d)

f)

Allgemein gilt: g (f) = 2 -5y f - T-si(z - f5 - £). Im folgenden sei sp = 1.

Bei fg-T = 0.5 ist das Auge maximal geoffnet; die vertikale Augenoffnung betragt 2.
Eigentlich muBte bei rechteckformigem Spektrum die horizontale Augenoffnung
gleich 0 sein (d.h. das Auge zu einem unendlich schmalen Spalt entarten). Da hier
jedoch nurn = v = 3 Vor- und Nachlaufer berticksichtigt werden (und nicht unend-
lich viele), ergibt sich fiir die horizontale Augenoffnung ein deutlich groBerer Wert.

Fir fg-T < 0.5 ergibt sich theoretisch stets ein geschlossenes Auge. Bei fg-T = 0.4
wird dies auch am Programm deutlich, obwohl nur jeweils n = v = 3 Vor- und
Nachlaufer berucksichtigt werden.

Auch hier ergeben sich Impulsinterferenzen. Obwohl bei f-T = 0.6 der Hauptwert
groBer als 1 ist (namlich 1.2), ist die vertikale Augenoffnung nur 0.643 (im Gegensatz
zu 2 bei einem Nyquist-System mit f5- T = 0.5).

Bei fg-T = 1 ist die vertikale Augenoffnung maximal (hier gleich 4), da das erste
Nyquist-Kriterium erfullt ist. Trotzdem ist bei rechteckformigen Sendeimpuls eine
Nyquist-Entzerrung mitfg-T = 1 nicht sinnvoll. Betrachtet man einen Sendeimpuls
gs(t) o—= Gy(f) der Dauer T, so ist das Empfangsfilter Hg(f) = G4()/(Gs(f)- Hk(f))
nicht mehr realisierbar, da Gy(f=1/T) =0 ist, wahrend G,(f=1/T) = 0.5 gilt. Das Fil-
ter hatte somit bei f=1/T eine Polstelle, das Rauschen wiirde unendlich verstarkt.

Das zweite Kriterium ist nicht erfuillt. Dies erkennt man z.B. daran, daB die hori-
zontale Augenoffnung deutlich kleiner als T'ist. Zwar weist der Grundimpuls g 4(¢), wie
fur das zweite Nyquist-Kriterium erforderlich, Nulldurchgiange zu den Zeitpunkten
+1.57T, =£2.5T, =3.5T auf, aber auch bei 0.5T

Die Aussagen zum binaren Augendiagramm lassen sich direkt auf das Quaternar-
system ubertragen.
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D16.2:

a)

Beide Spektren (Trapez und Cosinus-Rolloff) erfiillen das erste Nyquist—Kriterium
unabhangig vom Rolloff-Faktor, solange f-T = 0.5ist. Die vertikale Augenoffnung
ist somit stets maximal gleich 2. Obwohl der Cosinus—Rolloff-Tiefpall asymptotisch
das bessere Abklingverhalten (mit %) aufweist als der Trapez-TiefpaB (mit £2), ist die
horizontale Augenoffnung bei ersterem ungiinstiger (0.810 gegeniiber 0.873). Der
Grund hierfur ist die groBere Flankensteilheit des Cosinus—Rolloff-Tiefpasses bei
gegebenem r = (.5.

b) Der Cosinus-Rolloff-Tiefpall mit » = 0.7 hat die gleiche Steilheit wie der Trapez—
TiefpaBl mit » = (.5, aber keine Ecken. Somit ist hier die horizontale Augenoffnung
etwas gunstiger (0.905 gegentiber 0.873).

¢) Das zweite Nyquist-Kriterium wird allein vom Cosinus-Rolloff-Tiefpall mit » = 1
erfiillt. Dies entspricht dem cos?-Verlauf. Der Trapez-TiefpaB mit » = 1 hat einen
dreieckformigen Frequenzgang. Die Zeitfunktion verlauft entsprechend Anhang C
proportional zur si>~-Funktion; das zweite Nyquist-Kriterium wird nicht erfiillt.

D16.3:

a) Die angezeigten Werte stimmen exakt mit den berechneten tberein:

4.5
gy = 8(0) = —0 = 1.273; g, = g(T) = - 0.085;
g = &,2T) = -0.020; gy = g/(3T) = -0.009.
b) Spmin = ot =0)/2 = g0—2- |g1| -2 |gz| -2 |g3| =
=g t2-g,+2-8+2-g =1045.
Das Programm “nyq” liefert genau diesen Wert. Aufgrund der Grundimpulswerte
(positiver Hauptwert, alle Vor- und Nachlaufer negativ) stammt die obere innere
Augenlinie von der langen Eins-Folge.

¢) Zum Zeitnullpunkt ist das Sendesignal maximal fiir eine Einzel-FEins (alle anderen
Symbole seien -1). Daraus folgt:

Smax — 80— 2°81—2°8-2-83=1501. Oder: s, = 28—y -

d) Dielange Eins-Folge fiihrt aufgrund von Hg(f=0) = 1zum tatsachlichen Sendesignal
s(f)=1 (normiert). Mit dem Ergebnis ¢) ergibt sich somit s;,in, = 1 und s = 1.546.

e) Unabhingig vom Rolloff-Faktor r ist das Auge des Detektionssignals maximal ge-

offnet. Bei Wurzel-Wurzel-Aufteilung des Nyquist-Frequenzgangs auf Sender und
Empfanger ist entsprechend (16.18) auch die Storleistung unabhangig vom Rolloff 7.
Die Bitfehlerwahrscheinlichkeit betragt also stets

2 E
pp= Q( ).
B N()

Systeme mit unterschiedlichem r differieren bzgl. der horizontalen Augenoffnung.
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f)

Das ”Augendiagramm” des Wurzel-Nyquist-Systems beschreibt u.a. die Impulsinter-
ferenzen des Sendesignals. Mit dem Rolloff-Faktor r = 0 (Kiipfmuller-Tiefpal}) gibt
es auch beim Sendesignal keine Impulsinterferenzen. Der Maximalwert von s(f) liegt
in der Mitte zwischen 2 Symbolen (also bei 7/2) und ist doppelt so groB als bei ¢ = 0.
Mit steigendem r nimmt das Verhaltnis von s, Zu Spin kontinuierlich ab; etwa
fur r = 0.5 springt t14/T, also der Zeitpunkt des Signalmaximums, von 0.5 auf 0. Die
erforderliche Bandbreite steigt ebenfalls mit wachsendem Rolloff-Faktor an

By min/fn 85(0)/s Min |s(t = 0)] (xi‘ilif/)%

1.503
=1 2.000 1273 1.044
! (0.0)

1.455
(0.0)

=075 1.750 1.205 0.955

1.448

r = 0.50 1.500 1.136 0.832 (0.0)

1.739

r =025 1.250 1.067 0.758 (0.5)

2.030

r=20 1.000 1.000 1.000 (0.5)

D16.4:

a)

b)

Das Detektionsnutzsignal dg(f) kann zu den Detektionszeitpunkten nur 2 verschie-
dene Werte annehmen. Der Grundimpuls hat — wie bereits in D16.2 dargestellt — den
fir = 1 typischen Verlauf (1. und 2. Nyquistkriterium erfullt). Aufgrund des groB3en
Storanteils dn(¢) sind diese Eigenschaften allerdings im Gesamtsignal nicht mehr zu
erkennen. Trotzdem gilt pg = py.

o(Tp) 0, PB Py 10 - 1g(oy)

GauB
-T =035 0478 0.057 | 1.8-10° | 13107 | 12.48dB
I - .

Nyquist

( 1) 2.000 0.571 4.0-1072 4.0-1072 4.87 dB
=

Bei einem Nyquistsystem mit 7 = 1 erfolgt die Kanalentzerrung in einem viel weiteren
Frequenzbereich als beim optimierten GauB-Impulsformer. Dadurch ist hier der
Storeffektivwert ca. um den Faktor 10 groBer. Dieser Effekt wirkt sich auf das
Gesamtverhalten starker aus als die um ca. den Faktor 4 groere Augenoffnung; der
Storabstandsverlust betragt etwa 7.6 dB.
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¢) Jekleiner der Rolloff-Faktor 7 ist, desto weniger weit erfolgt die Kanalentzerrung. Da
aber auch die Cosinus—Rolloff-Flanke die Storleistung vermindert, gibt es fir 7 ein
Optimum. Bei den gegebenen Randbedingungen liegt dieses etwa beir = (.25.

Nyquist o(Tp) Oy Py Pu 10 - 1g(oyy)
r=1 2.000 0.571 40-102 | 4.0-102 | 4.87dB
r=05 2.000 0.179 1.2-10% | 12-10® | 4.87dB
r =025 2.000 0.146 35-102 | 3.5-102| 16.73 dB
F=0 2.000 0.203 42-107 | 42-107 | 13.85dB

d) Der Storabstandsgewinn des Nyquist-Systems betragt etwa 4.25 dB. Die mittlere Bit-
fehlerwahrscheinlichkeit ist dabei um fast sechs Zehnerpotenzen geringer.

Musterlésungen der Ubungsaufgaben (7. Termin)
U15.1:

#include <math.h>
double codnue (nue,kenn, gnue)
long nue, kenn;
float qnue;
{ long KC,NC;
float bnue,cnue;
static float feld[2];
if (nue==1)
{ feld[0]=-1.;
feld[1]=-1.;
}
switch (kenn)
{ case 1: KC=1;

NC=1;
break;
case 2: KC=-1;
NC=1;
break;
case 3: KC=1;
NC=2;
}
if (qnue != (KC*feld[NC-11))
bnue=1.0;
else
bnue=-1.0;

cnue=0.5* (bnue-KC*¥feld[NC-11);
feld[1]=feld[O0];

feld[0]=bnue;

return(cnue) ;
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U16.1:

# include "math.h"

void nyqcrt (fG,r, spektrum, signal)
double fG,r;
float spektrum[],signalll;

{ void £ft();
float fA=0.03125,h1fi[{1024],pi=3.1415926,x,TA;
long N=1024;
int if1,if2,1i ,mitte;
mitte=N/2;
for (i=0;i<N;i++) spektrum[i]=O0.;
ifi=(int) (fG/fA*(1.-1));
if2=(int) (fG/fA*(1.+1));
for(i=0;i<=ifl;i++)

spektrum[mitte+il=spektrum[mitte-il=1.;

for(i=ifl;i<=if2;i++)

{ x=(float) (i-ifl)/(float) (if2-ifl);
X=Cc08 (pi/2*%x);
spektrum[mitte+il=spektrum[mitte-i]=x*x;

}

for (i=0;i<N;i++)

{ signal[il=spektrum{i];
h1fi[i]1=0.;

}

for (i=0;i<N/2;i++)

{ x=spektrum{il];
signal[il=spektrum[i+N/27;
signal [i+N/2]=x;
h1fi[i]1=0.;
hl1fi[i+N/2]1=0.;

}

TA=1./(N*fA);
fft((long)0O,N,signal, hlfi ,TA);
for (i=0;i<N/2;i++)

{ x=signallil;
signal[il=signal[i+N/27;
signal [i+N/2]=x;

}



Anhang A:  Einige Hinweise zu den C-Programmen

Die hier verwendeten Graphikprogramme sind in Fortran77 geschrieben. Damit Sie
C-Programmteile in die Hauptprogramme einbinden konnen, muBten Interfaces erstellt
werden, die die Parameteriibergabe von den Fortran- zu den C-Routinen (und umge-
kehrt) bewerkstelligen. Dies ist der Grund dafur, daB Sie bei der C-Programmierung
einige — nach unserer Auffassung nicht sehr gravierende — Restriktionen in Kauf nehmen
miissen. Diese sind nachfolgend am Beispiel der Ubungsaufgabe U1.2 zusammengestellt,
wobei die C-Funktion "long z2(M, p)” zu erstellen ist. Diese soll in das Hauptprogramm
“dis” eingebunden werden.

1. Verlassen Sie das Hauptmeni mit dem Menuipunkt "Z: Zur DOS-Ebene’; Sie befinden
sich danach in Threm Homeverzeichnis. (Dieses wird tibrigens in "LNTSIM.BAT”
durch die DOS-Variable "SIMTMP” bestimmt).

2. Schreiben Sie Ihren C-Code mit “edit” in die Datei ”z2.¢”. Zum Ubersetzen und
Binden konnen Sie die DOS-Prozedur "mkdis” verwenden.

3. Starten Sie das Hauptprogramm “dis”. Mit dem Menupunkt 7 konnen Sie nun Thre
C-Funktion “z2” testen. Das Eingabemenii ist dabei an die aktuelle Ubungsaufgabe
U1.2 angepaBt.

4. Beachten Sie unbedingt den bei der Aufgabenbeschreibung vorgegebenen Datei-
header, der fur vorliegendes Beispiel wie folgt lautet:

long z2(M,p)
long M; float p;

{7}
Das eigentliche Programm folgt dann zwischen den geschweiften Klammern.

5. Da das Programm “z2” die Funktion “long zI(M, p_mue)” von U1.1 verwenden soll,
mubB diese intern mit “long zI()” als Longvariable definiert werden.

6. Der Aufruf von “random()” liefert eine zwischen 0 und 1 gleichverteilte ZufallsgroBe.
Im aufrufenden Programm muB diese Funktion vorher mit "float random()” definiert
werden.

7. Benotigt Thr Programm eine mathematische Funktion, so mull die Mathematik-
Bibliothek hinzugebunden werden. Fugen Sie in diesem Fall als erste Zeile in Thr
Programm ein:

#include <math.h>

8. Funktionsaufrufe mit einem Parameter lauten: "double aaa (double x)”. Beispielsweise
steht hier "aaa” fur "cos” (Cosinus), “sin” (Sinus), "fan” (Tangens), “log” (natiirlicher
Logarithmus), "log10” (Logarithmus zur Basis 10), "exp” (Exponentialfunktion), "sqrt”
(Quadratwurzel). Die Potenz x? erzeugt man mit "double pow (double x, double y)”.

9. Eine komplexe GroBe z wird wie folgt definiert: “struct cmplx z”. Deren Realteil wird
mit “zx”, der Imaginarteil mit 7z.y” angesprochen. Voraussetzung ist die Bereit-
stellung der entsprechenden Bibliothek mit der Zeile

#include "complex.h"
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Anhang B:  Tabellen der Fehlerfunktionen
1 1 -2

X 20 - 1g(x) d(x) Q) 5 erfe(x) 2 Jmx ©

0.0 — © dB 0.500000 0.500000E+00 0.500000E+00 o

0.2 -13.979 dB 0.579260 0.420740E+00 0.388649E+00 0.135517E+01
0.4 -7.959 dB 0.655422 0.344578E+00 0.285804E+00 0.600963E+00
0.6 -4.437 dB 0.725747 0.274253E+00 0.198072E+00 0.328018E+00
0.8 -1.938 dB 0.788145 0.211855E+00 0.128950E+00 0.185933E+00
1.0 0.000 dB 0.841345 0.158655E+00 0.786496E-01 0.103777E+00
1.2 1.584 dB 0.884930 0.115070E+00 0.448430E-01 0.556967E-01
1.4 2.923 dB 0.919243 0.807567E-01 0.238577E-01 0.283824E-01
1.6 4.082 dB 0.945201 0.547993E-01 0.118259E-01 0.136295E-01
1.8 5.105 dB 0.964070 0.359303E-01 0.545475E-02 0.613774E-02
2.0 6.021 dB 0.977250 0.227504E-01 0.233887E-02 0.258337E-02
2.2 6.848 dB 0.986097 0.139035E-01 0.931423E-03 0.101388E-02
2.4 7.604 dB 0.991802 0.819755E-02 0.344257E-03 0.370380E-03
2.6 8.299 dB 0.995339 0.466119E-02 0.118017E-03 0.125774E-03
2.8 8.943 dB 0.997445 0.255513E-02 0.375066E-04 0.396614E-04
3.0 9.542 dB 0.998650 0.134990E-02 0.110453E-04 0.116044E-04
3.2 10.103 dB 0.999313 0.687138E-03 0.301288E-05 0.314825E-05
3.4 10.630 dB 0.999663 0.336929E-03 0.760996E-06 0.791538E-06
3.6 11.126 dB 0.999841 0.159109E-03 0.177931E-06 0.184347E-06
3.8 11.596 dB 0.999928 0.723480E-04 0.385020E-07 0.397557E-07
4.0 12.041 dB 0.999968 0.316713E-04 0.770863E-08 0.793640E-08
4.2 12.465 dB 0.999987 0.133457E-04 0.142774E-08 0.146619E-08
4.4 12.869 dB 0.999995 0.541254E-05 0.244585E-09 0.250611E-09
4.6 13.255 dB 0.999998 0.211246E-05 0.387480E-10 0.396247E-10
4.8 13.625 dB 0.999999 0.793328E-06 0.567606E-11 0.579440E-11
5.0 13.979 dB 1.000000 0.286652E-06 0.768730E-12 0.783543E-12
5.2 14.320 dB 1.000000 0.996443E-07 0.962455E-13 0.979642E-13
5.4 14.648 dB 1.000000 0.333204E-07 0.111384E-13 0.113233E-13
5.6 14.964 dB 1.000000 0.107176E-07 0.119142E-14 0.120985E-14
5.8 15.269 dB 1.000000 0.331574E-08 0.117780E-15 0.119481E-15
6.0 15.563 dB 1.000000 0.986589E-09 0.107599E-16 0.109054E-16
6.2 15.848 dB 1.000000 0.282316E-09 0.908340E-18 0.919860E-18
6.4 16.124 dB 1.000000 0.776883E-10 0.708539E-19 0.716989E-19
6.6 16.391 dB 1.000000 0.205579E-10 0.510666E-20 0.516397E-20
6.8 16.650 dB 1.000000 0.523095E-11 0.340042E-21 0.343644E-21
7.0 16.902 dB 1.000000 0.127981E-11 0.209191E-22 0.211284E-22
7.2 17.147 dB 1.000000 0.301063E-12 0.118891E-23 0.120015E-23
7.4 17.385 dB 1.000000 0.680922E-13 0.624192E-25 0.629792E-25
7.6 17.616 dB 1.000000 0.148065E-13 0.302727TE-26 0.305304E-26
7.8 17.842 dB 1.000000 0.309536E-14 0.135621E-27 0.136717E-27
8.0 18.062 dB 1.000000 0.622097E-15 0.561215E-29 0.565533E-29
8.2 18.276 dB 1.000000 0.120194E-15 0.214511E-30 0.216084E-30
8.4 18.486 dB 1.000000 0.223240E-16 0.757313E-32 0.762593E-32
8.6 18.690 dB 1.000000 0.398579E-17 0.246937E-33 0.248584E-33
8.8 18.890 dB 1.000000 0.684079E-18 0.743680E-35 0.748421E-35
9.0 19.085 dB 1.000000 0.112859E-18 0.206852E-36 0.208113E-36
9.2 19.276 dB 1.000000 0.178976E-19 0.531368E-38 0.534471E-38
9.4 19.463 dB 1.000000 0.272817E-20 0.126064E-39 0.126766E-39
9.6 19.645 dB 1.000000 0.399722E-21 0.276196E-41 0.277737E-41
9.8 19.825 dB 1.000000 0.562928E-22 0.560519E-43 0.560519E-43
10.0 20.000 dB 1.000000 0.761985E-23 0.140130E-44 0.140130E-44




Anhang 3

Die vorherige Tabelle gilt fiir Aquidistante x-Werte, die nachfolgende fiir Aquidistante dB-Werte.

1 |
X 20 - Ig(x) d(x) Qx) > erfc(x) > \/Exe

1.000 .00 dB | 0.841345 | 0.158655E+00 | 0.786496E-01 | 0.103777E+00
1.029 .25 dB | 0.848307 | 0.151693E+00 | 0.727642E-01 | 0.950314E-01
1.059 .50 dB | 0.855258 | 0.144742E+00 | 0.670652E-01 | 0.867179E-01
1.090 .75 dB | 0.862184 | 0.137816E+00 | 0.615667E-01 | 0.788379E-01
1.122 | 1.00 dB | 0.869073 | 0.130927E+00 | 0.562820E-01 | 0.713922E-01
1.155 | 1.25 dB | 0.875910 | 0.124090E+00 | 0.512231E-01 | 0.643805E-01
1.189 | 1.50 dB | 0.882682 | 0.117318E+00 | 0.464013E-01 | 0.578013E-01
1.223 | 1.75 dB | 0.889374 | 0.110626E+00 | 0.418262E-01 | 0.516521E-01
1.259 | 2.00 dB | 0.895971 | 0.104029E+00 | 0.375061E-01 | 0.459288E-01
1.296 | 2.25 dB | 0.902458 | 0.975417E-01 | 0.334476E-01 | 0.406256E-01
1.334 | 2.50 dB | 0.908820 | 0.911804E-01 | 0.296553E-01 | 0.357354E-01
1.372 | 2.75 dB | 0.915040 | 0.849600E-01 | 0.261321E-01 | 0.312490E-01
1.413 | 3.00 dB | 0.921104 | 0.788959E-01 | 0.228786E-01 | 0.271559E-01
1.454 | 3.25 dB | 0.926997 | 0.730031E-01 | 0.198936E-01 | 0.234433E-01
1.496 | 3.50 dB | 0.932704 | 0.672961E-01 | 0.171734E-01 | 0.200970E-01
1.540 | 3.75 dB | 0.938211 | 0.617891E-01 | 0.147111E-01 | 0.171010E-01
1.585 | 4.00 dB | 0.943505 | 0.564953E-01 | 0.125009E-01 | 0.144377E-01
1.631 | 4.25 dB | 0.948573 | 0.514269E-01 | 0.105323E-01 | 0.120881E-01
1.679 | 4.50 dB | 0.953405 | 0.465951E-01 | 0.879383E-02 | 0.100320E-01
1.728 | 4.75 dB | 0.957990 | 0.420097E-01 | 0.727250E-02 | 0.824821E-02
1.778 | 5.00 dB | 0.962321 | 0.376790E-01 | 0.595387E-02 | 0.671483E-02
1.830 | 5.25 dB | 0.966390 | 0.336096E-01 | 0.482252E-02 | 0.540952E-02
1.884 | 5.50 dB | 0.970194 | 0.298063E-01 | 0.386224E-02 | 0.430983E-02
1.939 | 5.75 dB | 0.973728 | 0.262719E-01 | 0.305640E-02 | 0.339355E-02
1.995 | 6.00 dB | 0.976993 | 0.230074E-01 | 0.238829E-02 | 0.263899E-02
2.054 | 6.25 dB | 0.979989 | 0.200113E-01 | 0.184142E-02 | 0.202531E-02
2.113 | 6.50 dB | 0.982720 | 0.172803E-01 | 0.139980E-02 | 0.153275E-02
2.175 | 6.75 dB | 0.985192 | 0.148075E-01 | 0.104828E-02 | 0.114294E-02
2.239 | 7.00 dB | 0.987413 | 0.125871E-01 | 0.772675E-03 | 0.839009E-03
2.304 | 7.25 dB | 0.989391 | 0.106087E-01 | 0.560054E-03 | 0.605749E-03
2.371 | 7.50 dB | 0.991139 | 0.886107E-02 | 0.398796E-03 | 0.429712E-03
2.441 | 7.75 dB | 0.992669 | 0.733107E-02 | 0.278682E-03 | 0.299204E-03
2.512 | 8.00 dB | 0.993996 | 0.600439E-02 | 0.190908E-03 | 0.204260E-03
2.585 | 8.25 dB | 0.995134 | 0.486564E-02 | 0.128054E-03 | 0.136557E-03
2.661 | 8.50 dB | 0.996101 | 0.389863E-02 | 0.839995E-04 | 0.892946E-04
2.738 | 8.75 dB | 0.996913 | 0.308676E-02 | 0.538158E-04 | 0.570355E-04
2.818 | 9.00 dB | 0.997587 | 0.241331E-02 | 0.336273E-04 | 0.355362E-04
2.901 | 9.25 dB | 0.998138 | 0.186176E-02 | 0.204635E-04 | 0.215656E-04
2.985 | 9.50 dB | 0.998584 | 0.141612E-02 | 0.121089E-04 | 0.127275E-04
3.073 | 9.75 dB | 0.998939 | 0.106116E-02 | 0.695578E-05 | 0.729274E-05
3.162 | 10.00 dB | 0.999217 | 0.782701E-03 | 0.387211E-05 | 0.404995E-05
3.255 | 10.25 dB | 0.999432 | 0.567725E-03 | 0.208500E-05 | 0.217578E-05
3.350 | 10.50 dB | 0.999595 | 0.404562E-03 | 0.108385E-05 | 0.112858E-05
3.447 | 10.75 dB | 0.999717 | 0.282936E-03 | 0.542794E-06 | 0.564021E-06
3.548 | 11.00 dB | 0.999806 | 0.193986E-03 | 0.261307E-06 | 0.270989E-06




4 (. Soder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

Anhang C:

Tabelle zur Fouriertransformation

Ubertragungsfunktion

Impulsantwort

Kiipfmiiller-Tiefpall

H({) =1 fiur [f| < f,, ansonsten 0

Af = 2'fG = 2'f1

h(t) = Af-si(aT- Af - 1)
sin(x)
X

mit si(x) =

Trapez-Tiefpall
1 fir |f] < fi

h(t) = Af-si(aw - Af-t)-si(aw -7+ Af - 1)

H() = si(n-fil)

L=l .. 2L
H(f) = ]202_]01 fur f, < |f] =/, mit Af=f1+f2’r=ff2+f}
ansonsten 0 s
Dreieck-Tiefpall
h(t :A-Sizﬂ'A't
H) = 1_ﬂ fur |f| < f,, ansonsten 0 “ oot A
f| o sin(x)
A =2fy = f, T
Spalt-TiefpaB 1
h) = A fir [r] = —
O =4 fir ] = 7%

ansonsten 0

Af = 2'fG = f1
si2—TiefpaB
H(f) = siz(n-fil)

Af = 2'fG = f1

h@e) = Af-[1-Af- 1]

1
fur |f| = —

Af

Gaub}-Tiefpal

H() = expl-- (1]

Af = 2'fG

h(t) = Af- expl- - (Af - 1)]

Tiefpall n—-ter Ordnung

_ 1
HO =y

f1: 3 dB-Grenzfrequenz

1. Ordnung (n=1):
h(t) = 2m-f,- exp[-2m-f -]
fir 4 > 0, sonst 0
2. Ordnung (n=2): ="
h(t) = 4m* - f> -1~ exp[-27-f, 1]
fir t = 0, sonst0
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