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Vorwort

Das Praktikum Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik wird vom Lehrstuhl
fÁr Nachrichtentechnik der Technischen UniversitÂt MÁnchen seit dem Sommersemester
1997 als Wahlpflichtlehrveranstaltung fÁr Studierende der Fachrichtung Elektrotechnik
und Informationstechnik (Studienplan B) angeboten. Es bildet zusammen mit der im
Wintersemester durchgefÁhrten Veranstaltung Simulation digitaler Ábertragungssysteme
eine gewisse Einheit: Der in beiden Praktika dargebotene Lehrstoff ergÂnzt sich, ohne
daÄ es zu gravierenden Àberschneidungen kommt. Deshalb kann jede dieser beiden
Lehrveranstaltungen auch unabhÂngig voneinander besucht werden.

VorlÂufer beider Praktika war Simulation von Nachrichtensystemen, das erstmals im
Wintersemester 1987/88 stattgefunden hat. Dieses entstand ebenso wie das dazugehÅrige
Lehr-Softwarepaket LNTsim auf Anregung von Herrn Akad. Dir. Gottfried Binkert,
dem ich an dieser Stelle fÁr die Idee ebenso danken mÅchte wie fÁr die groÄartige Unter�
stÁtzung bei der Beschaffung der benÅtigten Rechnerausstattung in den Anfangsjahren.

In der nun vorliegenden Version 4.0 beinhaltet LNTsim insgesamt 24 interaktive
Graphikprogramme, von denen Sie 16 in diesem Praktikum kennenlernen werden. Vier
weitere werden - zusammen mit einigen WINDOWS-Programmen - fÁr das Praktikum
Simulation digitaler Ábertragungssysteme herangezogen. Daneben sind neuerdings auch
die vier Lehrprogramme zur Systemtheorie in das Programmpaket LNTsim integriert.

Alle diese Programme wurden im Rahmen von Diplomarbeiten konzipiert und fÁr
unterschiedliche Rechnerplattformen implementiert. Ich mÅchte an mich dieser Stelle
bei all meinen Diplomand(inn)en fÁr die besonders intensive und freundschaftliche
Zusammenarbeit recht herzlich bedanken. In der ersten Phase (etwa von 1984 bis 1988)
wurden Programme fÁr Mehrbenutzer-Rechner (RSX und UNIX) entwickelt. Die ersten
grundlegenden Arbeiten stammen von Herrn GÂnter FrÄschl, dessen Konzipierung der
Systemtheorie-Versuche auch in der jetzigen Version noch weitgehend zu erkennen ist.
Herr Rainer Gebhart hat wÂhrend seiner Diplomarbeit die Praktikumsversuche zu den
Statistischen Methoden der Nachrichtentechnik gestaltet (siehe Kapitel 1, 3, 4 und 5). Das
Thema von Herrn Bernhard Knull waren die Anwendungen der Korrelationsfunktionen, die
Sie in dieser Anleitung in den Kapiteln 9 und 10 finden. Herr Christian Riedl hat sich in
seiner Diplomarbeit ausfÁhrlich mit der Digitalen BasisbandÂbertragung auseinanderge�
setzt und damit die Grundlagen der Kapitel 13 und 14 geschaffen. Die Programme zu den
Digitalen Modulationsverfahren gehen auf die Diplomarbeit von Herrn Manfred Kugler
zurÁck. Herr Gerhard SchÄps hatte zum AbschluÄ der ersten Phase die Aufgabe, die
entstandenen Programme und Anleitungen sowohl inhaltlich als auch didaktisch zu Áber�
arbeiten, sie zu koordinieren und die Àbungsaufgaben zu konzipieren.

Durch die Anschaffung von Personal Computern im Jahre 1991 konnten auch fÁr das
Praktikum Simulation von Nachrichtensystemen wesentliche Verbesserungen erzielt
werden. Dazu war allerdings auch noch sehr viel Arbeit notwendig. Herr Martin Igmandy
hat dabei die wesentlichen Grundlagen fÁr die Umsetzung der zahlreichen Graphikrouti�
nen geschaffen und die DOS-Programme zu den Kapiteln 1, 3, 4, 5 und 13 portiert. Herr
Stefan Rasspe hatte die Aufgabe, das neu hinzugekommene Kapitel 2 zu erstellen und die
Programme zu Kapitel 9 und 10 anzupassen. 
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Die neu aufgenommenen Kapitel 7 und 8 zur Diskreten Fouriertransformation sind das
Ergebnis der Diplomarbeit von Herrn Oliver Siegel. Ebenso wurde das Kapitel 11 neu
gestaltet, und zwar von Frau Dorothea Pabst, die auch fÁr den KorrelationsempfÁnger
verantwortlich ist. Das Programm Codierte und mehrstufige Âbertragung, das Sie im
Kapitel 15 kennenlernen werden, geht auf Herrn Helmut Frohnwieser zurÁck, ebenso wie
der Teil Viterbi-EmpfÂnger des Programms Korrelations- und Viterbi-EmpfÁnger. Die
Routinen zur Graphikeingabe und zur MenÁsteuerung wurden von Herrn Erik Hogl und
Herrn Hans-Peter Christoph geschaffen, die auch die Lehrprogramme Digitale Basisband�
Äbertragung (Kapitel 14), Nyquistsysteme (Kapitel 16), Digitale Modulationsverfahren so�
wie Digitale Phasenmodulation auf die Erfordernisse der neuen Rechner anpaÄten. Herr
Theodoros Papavassiliu hat die neuen Programme zur Systemtheorie erstellt.

Im Rahmen einer Zulassungsarbeit fÁr das Lehramt an beruflichen Schulen wurde
schlieÄlich 1996/97 von Herrn Peter Werthan noch die Pulscodemodulation realisiert
(Kapitel 12). Dieses Programm vervollstÂndigt das Software-Paket LNTsim.

Mein Dank gilt weiter meinem langjÂhrigen Kollegen Dr.-Ing. Klaus Eichin sowie
meinen ehemaligen Kolleg(inn)en Frau Dipl.-Ing. Daphne Popescu (in den Jahren 90/91
Gastwissenschaftlerin von der Hochschule fÁr Elektronik und Telekommunikation in
Bukarest, jetzt Siemens AG, MÁnchen), Herrn Prof. Dr.-Ing. Frowin Derr (jetzt Fach�
hochschule Ulm), Herrn Dr-Ing. Michael Fleischmann (jetzt VIAG Interkom, MÁnchen),
Herrn Prof. Dr-Ing. JÄrgen Franz (jetzt Fachhochschule DÁsseldorf) sowie Herrn Dr.-Ing.
Norbert Hanik (jetzt Telekom, Berlin), die diese Diplomarbeiten teilweise mitbetreut
haben und viele interessante Anregungen gaben. 

Nicht ganz ohne Stolz mÀchte ich noch erwÂhnen, daÄ das Software-Paket LNTsim
und die dahinter stehende Idee im Oktober 1992 mit dem Deutsch-Åsterreichischen
Hochschul-Software-Preis ausgezeichnet wurde und dadurch Áber unsere Hochschule
hinaus bekannt wurde. Wir freuen uns, daÄ inzwischen "unser" Praktikum an mehreren
UniversitÂten und Fachhochschulen in Deutschland und Åsterreich eingesetzt wird.

Ich hoffe, daÄ Sie als Teilnehmer im Verlauf dieses Praktikums Ihr Wissen aus dem
Gebiet der Nachrichtentechnik etwas auffrischen kÀnnen und vielleicht sogar das eine
oder andere Neue erfahren. Bitte haben Sie Nachsicht, wenn nicht alles Ihren Vorstellun�
gen entspricht. FÁr Ihre (negative oder positive) Kritik sind wir Ihnen sehr dankbar.

Wir wÁnschen Ihnen viel Erfolg und SpaÄ im Praktikum!

MÁnchen, im MÂrz 1999                                                                 GÁnter SÀder

Hinweis: Bei eventuellen Fragen wenden Sie sich bitte an:
Priv.-Doz. Dr.-Ing. habil. GÂnter SÁder

Lehrstuhl fÂr Nachrichtentechnik, Technische UniversitÄt MÂnchen, D-80290 MÂnchen

Tel: (089) 289-23486, Fax: (089) 289-23490, Email: guenter.soeder@ei.tum.de
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Die Anleitung zu diesem Praktikum wird in zwei Teilen ausgegeben. Teil A beinhaltet die

Versuche der ersten drei Termine, der Teil B die letzten vier.

Inhaltsverzeichnis - Teil A
0 Vorbemerkungen 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

1 Diskrete ZufallsgrÁÂen 7. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

2 Pseudonoise-Generatoren 23. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

3 Markovketten 33. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

4 Kontinuierliche ZufallsgrÁÂen 47. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

5 Zweidimensionale  ZufallsgrÁÂen 81. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

6 Lineare zeitinvariante Systeme 99. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

7 Diskrete Fouriertransformation 119. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

8 Spektralanalyse 145. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

M1 MusterlÁsungen zum 1. Termin 165. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

M2 MusterlÁsungen zum 2. Termin 177. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

M3 MusterlÁsungen zum 3. Termin 187. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

A Anhang A1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Inhaltsverzeichnis - Teil B
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Anhang C: Tabelle der Fouriertransformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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9 Stochastische Prozesse
Inhalt: Zur Beschreibung der inneren statistischen Bindungen von Zufallsprozessen

werden hÁufig die Autokorrelationsfunktion (AKF) sowie das Leistungsdichtespektrum

(LDS) herangezogen. DemgegenÂber werden die linearen statistischen AbhÁngigkeiten

zwischen unterschiedlichen, aber voneinander abhÁngigen Prozessen durch die Kreuz�

korrelationsfunktion (KKF) und das Kreuzleistungsdichtespektrum (KLDS) beschrieben.

Im folgenden werden diese GrÄÀen anhand einiger typischer Beispiele erklÁrt und insbe�

sondere die Probleme bei der numerischen Bestimmung von AKF und LDS diskutiert.

9.1 StationaritÁt und ErgodizitÁt

Bevor auf die Eigenschaften von Zufallssignalen nÁher eingegangen werden kann,

muÀ noch ein wichtiger Begriff der stochastischen Signaltheorie erlÁutert werden,

nÁmlich der ÁÂÄÀÅÅÃÇÉÊËÈÍÎbzw.Î ÃÏÊÌÑÀÃÏÓÃÌÑÈÎÔÉÊËÈÍ. Dieser stellt ein mathematisches

Modell fÂr eine Schar zufÁlliger Signale dar, die sich zwar im allgemeinen voneinander

unterscheiden, trotzdem aber gewisse gemeinsame Eigenschaften aufweisen.       

Zur Beschreibung eines Zufallsprozesses {ÖÒ(Ï)}Õgehen wir von der Vorstellung aus,

daÀ jede stochastische Signalquelle - zumindest gedanklich - beliebig oft realisiert wer�

den kann. Wenn wir z.B. das Ausgangssignal eines binÁren Zufallsgenerators betrachten,

so nehmen wir an, daÀ beliebig viele, in ihren physikalischen und dadurch auch statisti�

schen Eigenschaften vÄllig gleiche Zufallsgeneratoren vorhanden sind, von denen jeder

ein Zufallssignal ÖÒ(Ï) abgibt, das fÂr alle Zeiten von -Š bis +Š existiert (vgl. Bild 9.1).

Jeder  Zufallsgenerator gibt jedoch trotz gleicher physikalischer Realisierung ein anderes

Zeitsignal ÖÒ(Ï) ab, das als das ÓÚÏÈÎÛÂÃÏÈÉÃÓÜÙÀÅÎder Signalquelle bezeichnet wird.

Der ZufallsprozeÀ unterscheidet sich also von den sonst in der Statistik Âblichen

Zufallsexperimenten dadurch, daÀ das ErgebnisÎkein Ereignis ist, sondern ein Funktions�

verlaufÎ(Zeitsignal)Ÿ Dieses Signal beinhaltet mindestens eine stochastische Komponente

- z.B. Amplitude, Frequenz oder Phase - und kann von einem Beobachter nicht exakt

vorausgesagt werden. Betrachtet man den ZufallsprozeÀ {ÖÒ(Ï)} zu einem festen Zeit�

punkt, so gelangt man wieder zu dem einfacheren Modell von Kapitel 1, nach dem das

Versuchsergebnis ein Ereignis ist, das einer ZufallsgrÄÀe zugeordnet werden kann.

Diese Aussagen sollen nun anhand von Bild 9.1 verdeutlicht werden. Der vorliegende

ProzeÀ {ÖÒ(Ï)} besteht aus einem Ensemble von rechteckfÄrmigen Musterfunktionen, die

wie folgt beschrieben werden kÄnnen:       

ÖÒ(Ï) = Ž
��

�� �
(À�)Ò � Ü( Ï -! � ")Å . (9.1)

Der deterministische #ÉÂÙ$Ó%ÇÂÅÃ Ü(Ï) besitzt im Bereich von -"/2 bis +"/2 den Wert

2V und ist auÀerhalb 0V. Die Statistik dieses Zufallsprozesses ist auf die dimensionslosen

Amplitudenkoeffizienten (À&)Ò’({0 , 1} zurÂckzufÂhren, die innerhalb der Ó-ten Muster�

funktion mit der Laufvariablen !  indiziert sind.
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Scharmittelung Zeitmittelung
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0V
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xÂ(t)

t=tÂ

tÂT

tÂT

tÂT

tÂT

x2(t)

x3(t)

x4(t)

3 4 5 6 7 8 9

3 4 5 6 7 8 9

3 4 5 6 7 8 9

3 4 5 6 7 8 9
t=t2

Bild 9.1: Mustersignale xÂ(t), ... , x4(t) eines Zufallsprozesses {xÄ(t)} mit den Eigen�

schaften "binÁr", "gleichwahrscheinlich" und "statistisch unabhÁngig".

Definiert man den Momentanwert aller Musterfunktionen xÄ(t) zu einem festen Zeit�

punkt t= tÂ als ZufallsgrÂÄe xÂ =xÄ(tÂ), so lassen sich deren statistische Eigenschaften

entsprechend Kapitel 1 beschreiben. Die Berechnung der statistischen KenngrÂÄen muÄ

dabei durch Scharmittelung Àber alle mÂglichen Musterfunktionen erfolgen (Mittelung

Àber die Laufvariable i). Beispielsweise kann man die Auftrittswahrscheinlichlichkeiten

der diskreten ZufallsgrÂÄe xÂÄÀÅ{0V , 2V} durch deren relative HÁufigkeiten annÁhern.

Zu einem anderen Zeitpunkt t= t2Äkann der ZufallsprozeÄ andere Eigenschaften (z.B.

andere Auftrittswahrscheinlichkeiten und andere Mittelwerte) besitzen. Einen solchen

ProzeÄ bezeichnet man dann als nichtstationÁr. Dagegen stimmen bei einem stationÁren

ProzeÂ die statistischen KenngrÂÄen zu jedem beliebigen Zeitpunkt Àberein.

Eine sehr wichtige Unterklasse der stationÁren Zufallsprozesse sind die sogenannten

ergodischen Prozesse, bei denen jede Musterfunktion xÄ(t) reprÁsentativ fÀr den gesamten

ZufallsprozeÄ ist. Alle statistischen BeschreibungsgrÂÄen eines ergodischen Prozesses

lassen sich aus einer einzigen Musterfunktion durch Zeitmittelung gewinnen (Mittelung

Àber die Laufvariable Ã). Das bedeutet, daÄ bei einem ergodischen ProzeÄ die Zeit�

mittelwerte einer jeden Musterfunktion mit den entsprechenden Scharmittelwerten zu

beliebigen Zeitpunkten Àbereinstimmen.     

Die ErgodizitÁt lÁÄt sich aus einer endlichen Anzahl von Musterfunktionen und end�

lichen Signalausschnitten nicht nachweisen. Trotzdem wird in den meisten Anwendungen

hypothetisch, aber trotzdem durchaus berechtigt, von ErgodizitÁt ausgegangen. Anhand

der Ergebnisse muÄ anschlieÄend die PlausibilitÁt dieser Hypothese ÀberprÀft werden.
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9.2 Autokorrelationsfunktion

Zur quantitativen Erfassung der inneren statistischen Bindungen betrachten wir nun

den in Bild 9.2 dargestellten ProzeÁ {xÀ(t)}. Im Gegensatz zum ZufallsprozeÁ von Bild

9.1 kÂnnen hier die einzelnen Musterfunktionen xÀ(t) zu allen beliebigen Zeiten alle

beliebigen Werte annehmen. Das bedeutet, daÁ der ZufallsprozeÁ {xÀ(t)} von Bild 9.2

sowohl wert- als auch zeitkontinuierlich ist. 

Á Á

x x

t

t

t

t tÂ Ä

ÀÀÀ

ZeitmittelungScharmittelung

xÅ(t)

xÃ(t)

xÇ(t)

mÅ mÅ

fx(x)|ÅÉÅÊ fx(x)|ÅÉÅË

Bild 9.2: Mustersignale xÅ(t), xÃ(t), ... eines wertkontinuierlichen Zufallsprozesses.

Ein solcher ProzeÁ wird z.B. bei der Untersuchung des thermischen Rauschens zu�

grunde gelegt. Dabei wird von der Vorstellung ausgegangen, daÁ beliebig viele, in ihren

physikalischen und statistischen Eigenschaften vÂllig gleiche WiderstÄnde vorhanden

sind, von denen jeder ein anderes Zufallssignal xÀ(t) abgibt.

Ist der ZufallsprozeÁ {xÀ(t)} nichtstationÄr, so mÀssen alle statistischen KenngrÂÁen

- z.B. die in Abschnitt 4.2 definierten Momente - als Scharmittelwerte bestimmt werden.

Im allgemeinen sind diese zeitabhÄngig, d.h. es ist mk(tÅ) È mk(tÃ). Da die WDF fx(x) Àber

die charakteristische Funktion

C
x
(Í) = Î

Ï

kÉÌ

m
k

k!
� Í kÅ Å Å Å Å Å Å Å f

x
(x) (9.2)

durch die Summe aller Momente festliegt (vgl. z.B. [24]), ist somit auch fx(x) zeitabhÄngig.

Sollen nun nicht nur die Amplitudenverteilungen zu den verschiedenen Zeitpunkten

tÅ, tÃ, ... ermittelt werden, sondern auch die statistischen Bindungen zwischen diesen, so

muÁ auf die zweidimensionale Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion Àbergegangen
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werden. Betrachtet man die beiden Zeitpunkte t1 und t2, so ergibt sich diese entsprechend
(5.1) mit x=x(t1) und y=x(t2).

Es ist offensichtlich, daÁ bereits die Ermittlung dieser GrÂÁe sehr aufwendig ist.
BerÄcksichtigt man weiterhin, daÁ zur exakten Erfassung aller statistischen Bindungen
eines Zufallsprozesses eigentlich die n-dimensionale Verbundwahrscheinlichkeitsdichte
herangezogen werden muÁ, wobei mÂglichst der Grenzwert  n!Ã durchzufÄhren ist, so
erkennt man die Schwierigkeiten fÄr die LÂsung praktischer Probleme.

Aus diesen GrÄnden geht man zur Beschreibung der statistischen Bindungen eines
Zufallsprozesses auf die Autokorrelationsfunktion (AKF) Äber, die wie folgt definiert ist:

ÂÄ(t1, t2) = EÀÀ x(t
1
) �x(t

2
)À ÅÀ . (9.3)

Ein Vergleich mit Kapitel 5 zeigt, daÁ der AKF-Wert ÂÄ(t1, t2) das gemeinsame Moment
m11 zwischen den beiden ZufallsgrÂÁen x(t1) und x(t2) angibt; dieses Åndert sich mit t1 und
t2. Um den Zusammenhang mit der Kreuzkorrelationsfunktion ÂÄÃ(t1, t2) zwischen zwei

unterschiedlichen statistischen GrÂÁen x und y (vgl. Abschnitt 9.4) deutlich zu machen,
wird in mancher Literatur fÄr die AKF hÅufig auch die Nomenklatur ÂÄÄ(t1, t2) gewÅhlt.

WÅhrend fÄr exakte Aussagen hinsichtlich der statistischen Bindungen eines Prozesses
eigentlich die n-dimensionale Verbunddichte (mit n!Ã) benÂtigt wird, werden durch
den Ãbergang auf die Autokorrelationsfunktion folgende Vereinfachungen getroffen:

Ç Anstelle von unendlich vielen Zeitpunkten werden hier nur zwei betrachtet.

Ç Anstelle aller gemeinsamen Momente mÉÊ zu diesen beiden Zeitpunkten t1 und t2 mit
k, lËÈ 1, 2, 3, ...Í wird hier nur das Moment m11 erfaÁt, das die lineare AbhÅngigkeit
des Prozesses wiedergibt.

Deshalb sollte bei der Bewertung von Zufallsprozessen mittels AKF stets berÄcksichtigt
werden, daÁ diese nur beschrÅnkte Aussagen Äber die statistischen Bindungen erlaubt.

Die obige AKF-Definition (9.3) gilt allgemein, also auch fÄr nichtstationÅre Prozesse.

Ein Beispiel eines nichtstationÅren Vorgangs ist das Auftreten von ImpulsstÂrungen im
Fernsprechnetz, verursacht durch WÅhlimpulse in benachbarten Leitungen. Bei Digital�
signalÄbertragung fÄhren solche nichtstationÅren StÂrprozesse meist zu BÄndelfehlern.

Ein stationÅrer ZufallsprozeÁ zeichnet sich demgegenÄber dadurch aus, daÁ seine
statistischen Eigenschaften invariant gegenÄber Zeitverschiebungen sind. FÄr die Auto�
korrelationsfunktion bedeutet dies, daÁ sie nicht mehr eine Funktion der beiden unab�
hÅngigen Variablen t1 und t2 ist, sondern nur von der Zeitdifferenz Î = t2 - t1 abhÅngt:

ÂÄ(t1, t2)À À À À À À À ÂÄ(Î) = EÀÀ x(t) �x(t + Î)À ÅÀ . (9.4)

Die Scharmittelung kann dabei zu jeder beliebigen Zeit t erfolgen.

Weiterhin wird hier ErgodizitÅt vorausgesetzt. Diese besagt unter anderem, daÁ jede
Musterfunktion reprÅsentativ fÄr den gesamten ProzeÁ ist. ErgodizitÅt lÅÁt sich allerdings
aus einer endlichen Anzahl von Musterfunktionen und endlichen Signalausschnitten
nicht nachweisen. Da diese EinschrÅnkung bei praktischen Anwendungen stets gegeben
sind, ist die Eigenschaft "ergodisch" nie nachweisbar, trotzdem hÅufig zutreffend.     
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Unter der Annahme eines ergodischen Prozesses kÁnnen alle Momente auch durch

Zeitmittelung Âber eine einzige, ausgewÄhlte Musterfunktion x(t) ermittelt werden und

stimmen mit den entsprechenden Scharmittelwerten Âberein:    

m
k

= xk(t)À =À E[À x kÀ ]À . (9.5)

Damit und aus (9.4) folgt fÂr die AKF eines ergodischen Prozesses, dessen Mustersignale

jeweils von -Á bis +Á reichen (TÂ bezeichnet die MeÅdauer):

ÄÀ(Å) = x(t) �x(t + Å) = lim
TÃÇÉ

1

TÂ � Ê
ËTÃÈÍ

ÎTÃÈÍ
x(t) �x(t + Å) d tÀ . (9.6)

Die zeitliche Mittelung Âber das unendlich ausgedehnte Zeitintervall ist hier durch die

Âberstreichende Linie gekennzeichnet. 

Bei periodischen Signalen kann auf den GrenzÂbergang verzichtet werden, so daÅ in

diesem Sonderfall mit der Periodendauer TÏ der Mustersignale die AKF auch in folgen�

der Weise geschrieben werden kann:

Ä
x
(Å) =

1

TÏ � Ê
TÌÈÍ

ÎTÌÈÍ
x(t) �x(t + Å) d t =

1

TÏ �Ê
TÌ

Ï
x(t) �x(t + Å) d tÀ . (9.7)

Nachfolgend sind die wichtigsten Eigenschaften der AKF zusammengestellt:

Ñ Ist der betrachtete ZufallsprozeÅ reell, so gilt dies auch fÂr seine AKF.

Ñ Die AKF besitzt die Einheit einer Leistung. HÄufig bezieht man diese auf den

Einheitswiderstand 1Ó, so daÅ Äx(Å) z.B. die Einheit "VÍ"Ôoder "AÍ" hat.

Ñ Die AKF ist immer eine gerade Funktion, d.h. es gilt stets Äx(-Å) = Äx(Å). Dagegen

gehen alle Phasenbeziehungen des Zufallsprozesses in der AKF verloren.

Ñ Die AKF an der Stelle Å =0 gibt den quadratischen Mittelwert mÍ und damit die

gesamte Signalleistung (Gleich- und Wechselanteil) an:

Ä
x
(0) = mÍ = xÍ(t)À . (9.8)

Ñ Der Maximalwert der AKF tritt an der Stelle Å=0 auf, d.h. es ist stets ÖÄx(Å) ÖÒÄx(0).

Bei nichtperiodischen Prozessen ist fÂr Å Õ 0 der Betrag ÖÄx(Å) Ö  der AKF stets kleiner

als die Leistung Äx(0).

Ñ Bei einem periodischen ProzeÅ weist die AKF die gleiche Periodendauer TÏ wie die

einzelnen Mustersignale xi(t) auf:

Ä
x
(ŠTÏ ) = Ä

x
(Š2 � TÏ) =À Ã.Ã.Ã.ÃÀ = Ä

x
(0)À . (9.9)

Ñ Der Gleichanteil eines nichtperiodischen Signals kann aus dem Grenzwert der AKF

fÂr Å ÚÁÛberechnet werden. Hierbei gilt:

limÜÇÉ Ä
x
(Å) = mÍÙ = [x(t) ]ÍÀ . (9.10)

Dagegen schwankt bei Signalen mit periodischen Anteilen der Grenzwert der AKF fÂr

Å ÚÁŸum diesen Endwert m Ž� .Ÿ 
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Bild 9.3(a) zeigt je ein Mustersignal zweier verschiedener Prozesse {xi(t)} und {yi(t)},

wobei ersterer hÁhere Frequenzanteile beinhaltet. In Bild 9.3(b) sind die dazugehÁrigen

Autokorrelationsfunktionen Çx(É) und Çy(É) dargestellt. Die Leistungsdichtespektren

Fx(f) und Fy(f) der beiden Prozesse (vgl. Abschnitt 9.3) sind in Bild 9.3(c) angegeben.

Die beiden Mustersignale lassen bereits vermuten, daÂ beide Prozesse mittelwertfrei

sind und den gleichen Effektivwert aufweisen. Die Amplitudenverteilung ist in beiden

FÄllen gauÂfÁrmig. Anhand der Autokorrelationsfunktionen Çx(É) und Çy(É) werden die

Aussagen hinsichtlich der Momente bestÄtigen. Die Mittelwerte mx =my =0 ergeben

sich jeweils aus dem Grenzwert fÀr É ÂÄ. Bei einem mittelwertfreien Signal x(t) gilt fÀr

die Varianz: s À
x = Çx(0); daraus kann man die Effektivwerte s x =s y =0.1 V berechnen.

Aus Bild 9.3(b) ist weiter zu erkennen, daÂ die AKF-Werte um so langsamer abfallen,

je stÄrker die inneren statistischen Bindungen sind. WÄhrend das Mustersignal x(t) mit

der relativ schmalen AKF sich zeitlich sehr schnell Ändert, reichen bei dem niederfre�

quenteren Signal y(t) die statistischen Bindungen deutlich weiter. Das bedeutet, daÂ der

Signalwert y(t+É) aus y(t) besser vorausgesagt werden kann als x(t+É) aus x(t).

Als quantitatives MaÂ fÀr die StÄrke der statistischen Bindungen wird hÄufig die

Korrelationsdauer TÅ herangezogen, die sich aus der Autokorrelationsfunktion Àber das

flÄchengleiche Rechteck ermitteln lÄÂt. Nach den GesetzmÄÂigkeiten der Systemtheorie

ist die Korrelationsdauer TÅ gleich dem Quotienten aus Fx(0) und Çx(0). Bei den beiden

hier betrachteten Prozessen ist TÅ=0.33Ãs bzw. TÅ=1Ãs. 
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Ç
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Bild 9.3: Mustersignal (a), AKF (b) und LDS (c) eines hÁherfrequenten Prozesses

{xi(t)} und eines niederfrequenten Prozesses {yi(t)}.       
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9.3 Leistungsdichtespektrum

Die AKF ÁÊ(t) gemÁÂ (9.6) liefert Aussagen Äber die statistischen Eigenschaften des

stationÁren und ergodischen Zufallssignals Á(Â) im Zeitbereich. Die Áquivalente Beschrei�

bungsgrÀÂe im Frequenzbereich ist das ÄÀÅÃÂÇÉÊÃËÅÈÍÂÀÃÎÀÏÂÌÇÑ (ÄÓÔ), hÁufig auch als

die ÃÎÀÏÂÌÖÒÀÕÄÀÅÃÂÇÉÊÃËÅÈÍÂÀŠbezeichnet. AKF und LDS hÁngen nach dem Theorem von

Wiener-Chintchine Äber die Fouriertransformation zusammen: FÊ(Ú) ÁÊ(t). Da

ÁÊ(t) stets reell und gerade ist, gilt dies auch fÄr das LDS FÊ(Ú). Besitzt der ZufallsprozeÂ

keinen Gleichanteil und keine periodischen Komponenten, so erhÁlt man:

FÊ(Ú) = Û
ÜÙ

ŸÙ
ÁÊ(t) � eŸŽ����f�Å dtÅ . (9.11)

Periodische Anteile mit der PeriodendauerÕ !"  einschlieÂlich des GrenzfallsÕ !" #$
(Gleichanteil) fÄhren dagegen zu Diracfunktionen im Leistungsdichtespektrum.%

Die (mittlere) Signalleistung &Ê = Á�(Â)Å ergibt sich aus dem Integral Äber das LDS:

&Ê = Ñ�Ê = Û
ÜÙ

ŸÙ
FÊ (Ú) d ÚÅ Å Å Å ’= ÁÊ (0) (Å . (9.12)

Das aus der klassischen Systemtheorie bekannte ReziprozitÁtsgesetz von Zeitdauer und

Bandbreite (vgl. Abschnitt 6.3) gilt natÄrlich auch fÄr statistische GrÀÂen. Wie aus Bild

9.3 deutlich wird, entspricht einer schmalen AKF ein breites LDS und umgekehrt.

Bild 9.4 zeigt eine mÀgliche Anordnung zur meÂtechnischen Bestimmung des einseiti�

gen, nur fÄr positive Frequenzen definierten Leistungsdichtespektrums FÊ) (Ú)=2*FÊ(Ú).
Das Zufallssignal Á(Â) wird auf ein (mÀglichst) rechteckfÀrmiges Schmalbandfilter mit

der Mittenfrequenz Ú und Bandbreite +Ú gegeben. Das Ausgangssignal Áf (Â) wird an�

schlieÂend quadriert und der Mittelwert Äber eine lÁngere MeÂdauer !, gebildet. Damit

erhÁlt man die Signalleistung Áf�(Â) im Frequenzbereich von Ú-+Ú/2 bis Ú++Ú/2. Das

(einseitige) LDS ergibt sich daraus nach Division durch die Filterbandbreite +Ú zu

F-
Ê(Ú) . 1

DÚ �!, � Û
T/

"
Á�
f
(Â) d ÂÅ . (9.13)

Bei endlichen Werten von +Ú undÕ!, stellt (9.13) nur eine NÁherung dar, die jedoch um

so genauer ist, je grÀÂer !, und je kleiner +Ú gewÁhlt werden. Anhand dieser MeÂvor�

schrift wird deutlich, daÂ jedes LDS fÄr alle Frequenzwerte Ú nicht-negativ und reell ist.

Aus (9.11) folgt weiterhin, daÂ eine Zeitfunktion, deren Fouriertransformierte negative

Anteile besitzt, keine AKF sein kann. Beispielsweise gibt es keine rechteckfÀrmige AKF.
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Bild 9.4: Zur Messung des Leistungsdichtespektrums FÊ) (Ú) eines Zufallssignals Á(Â).
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9.4 Kreuzkorrelationsfunktion und  -LDS

Betrachten wir nun noch eine weitere wichtige KenngrÁÂe der statistischen Signal�
theorie, nÄmlich die Kreuzkorrelationsfunktion (KKF). Diese ist ein MaÂ fÀr die lineare
statistische AbhÄngigkeit der Augenblickswerte zweier Zufallssignale (bzw. -prozesse)
und dient somit der Beschreibung der statistischen Verwandtschaft zwischen diesen.

Setzt man ErgodizitÄt voraus, so gilt fÀr die beiden Kreuzkorrelationsfunktionen
zweier stochastischer Prozesse mit den Musterfunktionen x(t) und y(t):

ËÂÄ(È) = x(t) �y(t + È) = limÀÅÃÇ
1

TÉ � Ê
ËÀÅÈÍ

ÎÀÅÈÍ
x(t) �y(t + È) d tÅ , (9.14)

ËÄÂ(È) = y(t) �x(t + È) = limÀÅÃÇ
1

TÉ � Ê
ËÀÅÈÍ

ÎÀÅÈÍ
y(t) �x(t + È) d tÅ . (9.15)

Sind zwei Signale x(t) und y(t) miteinander unkorreliert, so ist ËÂÄ(È)=ËÄÂ(È)=0.

Ein Vergleich obiger Definitionen mit (9.6) macht die Ãhnlichkeit zwischen AKF und
KKF deutlich. In der Literatur wird deshalb hÄufig fÀr die AKF des Prozesses {xÏ(t)}Ìan�
stelle von ËÂ(È) auch die Nomenklatur ËÂÂ(È)  gewÄhlt.

Im Gegensatz zur AKF ist die KKF nicht symmetrisch zu È=0, und dem Wert ËÂÄ(0)
kommt im allgemeinen keine besondere, physikalisch interpretierbare Bedeutung wie
bei der AKF (Leistung) zu. Es gilt hier lediglich die Symmetriebeziehung ËÂÄ(È)=ËÄÂ(-È).

Tritt der Maximalwert der KKF an der Stelle tÑ auf, so bedeutet dies, daÂ die stÄrksten
linearen AbhÄngigkeiten ("Ãhnlichkeiten") zwischen den Signalen x(t) und y(t+tÑ) be�
stehen, d.h. daÂ durch eine Verschiebung von y(t) um die Zeitdauer tÑ die Korrelation
zwischen beiden Signalen maximal wird. Diese Eigenschaft wird in der Praxis oft zu
Synchronisationszwecken genutzt.   

FÀr manche Anwendungen ist es vorteilhaft, die Korrelation zwischen zwei Zufalls�
signalen x(t) und y(t) im Frequenzbereich zu beschreiben. Dazu bildet man die beiden
Fouriertransformierten ÍÂÄ(f) ËÂÄ(È) und ÍÄÂ(f) ËÄÂ(È) der Kreuzkorrelations�
funktionen, die man als die Kreuzleistungsdichtespektren (abgekÀrzt KLDS) bezeichnet.
Im Gegensatz zu den (Auto-)Leistungsdichtespektren ÍÂ(f) und ÍÄ(f) kÁnnen ÍÂÄ(f) und
ÍÄÂ(f) komplex sein, da ËÂÄ(È) und ËÄÂ(È) im allgemeinen ungerade Funktionen sind. 

Bei reellen Zufallsprozessen (und damit auch reellen Kreuzkorrelationsfunktionen)
gelten die folgenden ZusammenhÄnge:

ÍÂÄ(- f) = ÍÄÂ(f)Å , (9.16)

  ÍÂÄ(- f) = ÍÂÄ* (f)Å . (9.17)

Die Kreuzleistungsdichtespektren werden im Kapitel 11 im Zusammenhang mit dem
Wiener-Filter noch eingehend behandelt, ebenso in den Versuchen "I&E" sowie "B&C"
des Praktikums Simulation digitaler Ábertragungssysteme.
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9.5 Numerische Ermittlung von AKF und LDS

FÁr eine Rechnersimulation sind nur zeitdiskrete Signale CÎÁ V geeignet. Jedes zeit�

kontinuierliche Signal Î(Ï) wird aber durch die Folge seiner Abtastwerte ÎÁ = Î(Â ÄÌÀ)

vollstÂndig beschrieben, wenn Î(Ï) frequenzmÂÄig auf ÅBÃ begrenzt ist und der Abstand

ÌÀ zweier Abtastwerte das Abtasttheorem erfÁllt (vgl. auch Abschnitt 12.3):

ÌÀ Ç 1

2 � BÃ
À . (9.18)

FÁr das Folgende wird vorausgesetzt, daÄ diese Bedingung stets erfÁllt ist. 

Da die Signalwerte nur zu den diskreten Zeitpunkten vorliegen, kann man auch die

AKF nur zu ganzzahligen Vielfachen von ÌÀ bestimmen. AuÄerhalb der Âquidistanten

Zeitpunkte É ÄÌÀ wird die AKF zu Null gesetzt, was mathematisch der Multiplikation mit

einem Diracpuls entspricht. Die zeitdiskrete (abgetastete) ReprÂsentation der kontinu�

ierlichen AKF ÊÃ(Ë) lautet somit:

AÈÊÃ(Ë)Í = ÊÃ(Ë) � Î
ÏÌ

ÑÓÔÌ
ÌÀ� Ö(Ë -É � ÌÀ ) = Î

ÏÌ

ÑÓÔÌ
ÌÀ� ÊÃ(É � ÌÀ ) � Ö(Ë -É � ÌÀ ) , (9.19)

wobei die zeitdiskreten AKF-Werte z.B. durch Zeitmittelung berechnet werden kÅnnen:

ÊÃ(É �ÌÀ ) = Î (Â � ÌÀ ) � Î ((Â +É) � ÌÀ ) = ÎÒ � ÎÒÏÑÀ . (9.20)

Die Fouriertransformierte zuÑAÕÊÃ(Ë)Š ergibt ein mit 1/ÌÀ periodisches Leistungsdichte�

spektrumÑPÕÚÃ(Ó)Š. Da sowohl ÊÃ(Ë) als auch AÕÊÃ(Ë)Š symmetrische Funktionen sind,

gilt dabei folgende Beziehung:

PÈÚÃ(Ó)Í = ÌÀ � ÊÃ(0) + 2ÌÀ � Î
Ì

ÑÓÛ
ÊÃ(É � ÌÀ ) � cos(2Ü � É � Ó � ÌÀ )À . (9.21)

Das LDS ÚÃ(Ó) des zeitkontinuierlichen Prozesses erhÂlt man aus PÕÚÃ(Ó)Š durch Band�

begrenzung auf den Frequenzbereich B Ó BÇ1/(2ÄÌÀ). Im Zeitbereich bedeutet diese

Operation eine Interpolation der AKF-Abtastwerte ÊÃ(É ÄÌÀ) mit der si-Funktion.

Bild 9.5 soll diesen Zusammenhang verdeutlichen, auf den in Kapitel 10 ausfÁhrlich

eingegangen wird. Die Impulsgewichte der Diracfunktionen von AÕÊÃ(Ë)Š sind propor�

tional zu ÊÃ(Ë). Die Fouriertransformation von AÕÊÃ(Ë)ŠÙ fÁhrt zum periodischen LDS

PÕÚÃ(Ó)Š. Durch Bandbegrenzung auf B Ó BÇ1/(2ÄÌÀ) ergibt sich das gesuchte LDS ÚÃ(Ó).

(b)
ŸŽ�� Ž��

(a)
0

À�Ó Ì

ÊÃ(Ë) ÚÃ(Ó)

Ë

Bandbegrenzung

AÕ      ÙŠ PÕ      ÙŠ

�!

ÊÃ(Ë) ÚÃ(Ó)

Ÿ"�Ž

Bild 9.5: Zusammenhang zwischen diskreter AKF (a) und periodischem LDS (b).
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9.6 Vorbereitungsfragen

V9.1: Der Diracpuls pÂ (Ô) ist eine Folge von Áquidistanten Diracimpulsen Ä(Ô):

pÀ(Ô) = ÖÅ � Ã
ÇÉ

ÊËÈÉ
Ä(Ô - Í � ÖÅ)Â . (9.22)

Die Impulsgewichte sind alle gleich; sie sind hier willkÄrlich gleich dem Abstand ÖÅ der

einzelnen Diracimpulse gewÁhlt. Somit ist pÂ (Ô) dimensionslos. Ein solcher Diracpuls

eignet sich zur Beschreibung der idealen, Áquidistanten Abtastung in besonderer Weise

(vgl. Kapitel 7). Hier sollen zunÁchst seine spezifischen Eigenschaften erarbeitet werden.

a) Zeigen Sie die GÄltigkeit der Beziehung

pÀ(Ô) = ÖÅ � Ã
ÇÉ

ÊËÈÉ
Ä(Ô - Í � ÖÅ) = Ã

ÇÉ

ÎËÈÉ
e ÏÌÑÓÌÎÌÔÖÒÕ

. (9.23)

ŠÚ ÛÜÙ Ÿ Ã
Ž�

����
!� " #$%&’%�%()*Õ mit !� Ÿ +

,Õ "- /
*Õ)&

�*Õ)&
ŠÚ ÛÜÙ " eÈÏÌÑÓÌÎÌÔÖÒÕ 0Ü- 3

Komplexe Fourierreihendarstellung des Diracpulses:

Im Bereich 4 ,Õ
5 7 Ü 7 ,Õ

5 ŠÚ ÛÜÙ Ÿ 8 " ÂÛÜÙ

Ü 9 ; < ÂÛÜÙ Ÿ ;- = Ü Ÿ ; < #�$%&%’%�%()*Õ Ÿ +

gilt:

ŠÚ ÛÜÙ Ÿ 8
,Õ " Ã

Ž�
����

#$%&’%�%()*Õ!� Ÿ 8
,Õ "- /

*Õ)&

�*Õ)&
ÂÛÜÙ 0Ü- Ÿ 8

,Õ

(unabhÁngig von Ò)

nach Def. = 1

b) Ermitteln Sie das Spektrum PÀ (Õ) pÀ (Ô)  mit Hilfe des Verschiebungssatzes:

e ÏÌÑÓÌ>?ÌÔ Ä(Õ - Õ@)Â . (9.24)

Interpretieren Sie das Ergebnis.

AÚ ÛBÙ Ÿ 8
,Õ " Ã

Ž�
����

ÂÛB 4 C " BÕÙ

#$%&’%�%()*Õ ÂÛB 4 C
,ÕÙ

Abtastfrequenz: BÕ Ÿ +
,Õ

Mit B? Ÿ C
,Õ - <
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V9.2: Gegeben sei ein Signal x(t) mit Mittelwert mŠ und Streuung Á Š, dessen Abtast�

werte in Áqidistanten ZeitabstÁnden TÂ = 1ms statistisch voneinander unabhÁngig sind.

a) Berechnen Sie zunÁchst die diskreten AKF-Werte ÄŠ(À ÅTÂ). Unterscheiden Sie hier�

bei zwischen À= 0 und À Ã 0.

b) Welche Zahlenwerte ergeben sich, wenn x(t) zwischen -1V und +3V gleichverteilt

ist? Skizzieren Sie die zeitdiskrete AKF A{ÄŠ(Ç)} in nachfolgendes Diagramm.

Hinweis:  Die Momente einer zwischen -1 und +3 gleichverteilten ZufallsgrÂÄe soll�

ten bereits in V4.1 ermittelt werden.

A{       }

1 2 3 4-1-2-3-4 0

1

2

3

ÄŠ(Ç)

À =
Ç

TÂ

in VÉ

c) Wie unterscheidet sich die diskrete AKF der statistisch unabhÁngigen Abtastwerte

eines gauÄverteilten Zufallssignals (mit einer Gleichleistung von 1 VÉ und einer

Wechselleistung von 1.333 VÉ) vom Ergebnis der Teilaufgabe b)? BegrÀndung.
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d) Berechnen Sie die Fouriertransformierte der zeitdiskreten AKF A{ÚÂ(Û)}. BerÁck�

sichtigen Sie dabei, daÂ die Fouriertransformierte eines Diracpulses im Zeitbereich

einen Diracpuls im Frequenzbereich ergibt (vgl. Vorbereitungsfrage V9.1):

pÄ (t) = À
ÅÃ

ÇÉÊÃ
TË � Ü(t - Ù � TË) PÄ (f) = À

ÅÃ

ÈÉÊÃ
Ü(f -

l

TË
)Ä . (9.25)

e) Berechnen und skizzieren Sie fÁr obige Zahlenwerte das periodisch fortgesetzte

Leistungsdichtespektrum P{ŸÂ(f)}.

 

P{       }

10.5-1 0

ÍÎ
in VÏ/Hz

ŸÂ(f)

Ë
Ìf T

-0.5

ÊÑ

f) Wie kann das  Leistungsdichtespektrum ŸÂ(f)  des kontinuierlichen Zufallssignals  x(t) 

aus dem Ergebnis von e) gewonnen werden? Skizzieren Sie ŸÂ(f) in obiges Diagramm. 

g) Geben Sie ŸÂ(f) formelmÀÂig an. 



2199  Stochastische Prozesse

V9.3: Gegeben sei das Leistungsdichtespektrum eines rechteckfÁrmigen BinÂrsignals 

mit gleichwahrscheinlichen Amplitudenwerten 0V und 2V und der Symboldauer T=1ms: 

ÁÂ(f) = 1VÄ
� À(f) + 10ÅÃ VÄ

Hz
� siÄÇ

É � f

1MHz
ÊÄ . (9.26)

Jedes der in Bild 9.1 dargestellten Mustersignale weist ein solches LDS auf.

a) Skizzieren Sie ÁÂ(f) in das nachfolgende Diagramm.

2 -1 0

ËÈ VÄ/Hz

ÁÂ(f)

ÅÃ

1-2

f

MHz

b) Berechnen Sie die zu diesem stationÂren ergodischen ZufallsprozeÀ gehÁrige AKF

ÍÂ(Î) und skizzieren Sie diese in nachfolgendes Diagramm. Hinweis: Die LÁsung ist

z.B. mit Hilfe der Fouriertabelle im Anhang C mÁglich.

1 2 3 4-1-2-3-4 0

ÍÂ(Î)

Î
Ïs

3VÄ

c) Wie groÀ sind die Gleichleistung, die Wechselleistung und die Gesamtleistung dieses

Zufallssignals, jeweils bezogen auf den Widerstand 1W?
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d) Wie Ándert sich die AKF Áx(t), wenn die Wahrscheinlichkeit fÂr das Auftreten des

Amplitudenwertes 2V allgemein gleich Ž ist? Skizzieren Sie in das Diagramm von b)

zusÁtzlich den AKF-Verlauf fÂr Ž = 0.25.

FÂr die Teilaufgaben e) bis g) sei das rechteckfÄrmige Digitalsignal nun periodisch mit

folgendem Verlauf:

10 2 3 4

2V

5 6

�(�)

�Â�7

e) Berechnen Sie die AKF Áx(t) dieses Signals und skizzieren Sie diese. H�"we�#:$Unter

Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften genÂgt es, die AKF-Werte fÂr t = 0 und

t = � zu berechnen.

1 2 3 4-1-2-3-4 0

Áx(t)

t

ms

3VÄ
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f) Berechnen Sie das zu e) gehÁrige LDS Fx(%) und skizzieren Sie dieses.

2 -1 0

Fx(%)

1-2

%

MHz

g) Interpretieren Sie die unterschiedlichen Funktionen fÂr AKF und LDS, die sich fÂr

das stochastische bzw. fÂr das periodische Rechtecksignal ergeben. Wie hÄngen diese

Funktionen zusammen?

h) Wie unterscheidet sich das nachfolgend skizzierte periodische Rechtecksignal von

dem in den Punkten e) bis g) betrachteten Signal? Welche AKF und LDS ergibt sich?

ÁÂ Ä À Å

2V

Ã Ç

&(’)

’É(Ê
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9.7 VersuchsdurchfÁhrung

Alle nachfolgenden Aufgaben sollen mit dem Programm "stp" durchgefÁhrt werden.

D)*+, Nach Anwahl des MenÁpunktes "0" erscheinen nacheinander vier verschiedene

Mustersignale von unterschiedlichen stochastischen Prozessen mit zugehÂriger AKF und

LDS. Beurteilen Sie diese Prozesse hinsichtlich ihrer statistischen Bindungen. Welcher

ProzeÄ hat die stÀrksten, welcher die schwÀchsten statistischen Bindungen zwischen den

einzelnen Abtastwerten? Bei welchem ProzeÄ sind die Abtastwerte statistisch voneinan�

der unabhÀngig? MÂgliche Klassifizierungen sind dabei:

- keine statistischen Bindungen, - geringe statistische Bindungen,

- mittelstarke statistische Bindungen, - starke statistische Bindungen.

Machen Sie auch Aussagen Áber die Form der AKF (schnell oder langsam abklingend)

und die Form des LDS (breit oder schmal).

Mustersignal

1

2

3

4

Form der AKFstatistische Bindungen Form des LDS

D)*/, WÀhlen Sie nun MenÁpunkt 3 mit Mittelwert 0, Streuung 1 und L = 10.

Hinweis: Bei der LDS-Berechnung wird im Programm von Gl. (9.21) ausgegangen, doch

sind die berÁcksichtigten AKF-Werte auf ÂÄ(0) bis ÂÄ(LÀTÅ) begrenzt.

a) Untersuchen Sie am Beispiel von "mittleren statistischen Bindungen" den EinfluÄ der

Anzahl N von Zufallszahlen auf die Genauigkeit der AKF- und LDS-Berechnung.

WÀhlen Sie N = 1000, N = 5000, N = 10000 bzw. N = 50000 und notieren Sie den

mittleren quadratischen Fehler (MQF) bei der LDS-Berechnung. Versuchen Sie

insbesondere zu begrÁnden, warum die Abweichung in der AKF "wellenfÂrmig"

verlÀuft, wenn N zu klein gewÀhlt wird.

MQF

NÅ=Å1000 NÅ=Å5000 NÅ=Å10000 NÅ=Å50000

(bzgl. LDS)
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b) Interpretieren Sie die erreichbare Genauigkeit der LDS-Ermittlung gemÁÂ Gl. (9.21)

anhand des mittleren quadratischen Fehlers (MQF).

c) Im folgenden gelte N = 50000. Untersuchen Sie nun den EinfluÂ des Parameters L

auf die LDS-Berechnung. 

MQF

LÄ=Ä5 LÄ=Ä10 LÄ=Ä20 LÄ=Ä40

(bzgl. LDS)

D9.3: Betrachten Sie nun mit dem Programm "stp" eine gauÂverteilte Zufallsfolge ohne

statistische Bindungen zwischen den einzelnen Abtastwerten (MenÀpunkt 1, Mittelwert 0,

Streuung 2V). WÁhlen Sie fÀr alle nachfolgenden Teilaufgaben N = 50000.

a) BegrÀnden Sie, warum das LDS 0Á(f) des zeitkontinuierlichen (hier jedoch zeitdiskret

simulierten) Prozesses z.B. den in nachfolgender Skizze (a) dargestellten Verlauf

haben kÅnnte. Welche Abtastzeit TÂ ist dieser Skizze zugrundegelegt?

Ä

À Å ÃÇÉÊË ÈÍÎÏÌ

Ñ ÃÇÇÓÏÌ ÃÇÇÓÏÌÇ Ç ÃÇÔÖÑ ÃÇÔÖÑ ÀÇÔÖ
f(a) (b)

ÒÈÍ

5

0Á(f) 6Á(5)

b) In Skizze (b) ist die dazugehÅrige Autokorrelationsfunktion 6Á(5) des zeitkontinuier�

lichen Prozesses dargestellt. Die Abtastwerte des zeitdiskreten Prozesses sind durch

Punkte markiert. Interpretieren Sie diesen Funktionsverlauf und geben Sie diesen in

analytischer Form an. 
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c) Welcher Zusammenhang (im statistischen Sinne) besteht zwischen den Signalwerten

1.  x(t) und x(t+5ns),

2.  x(t) und x(t+1ns),

3.  x(t) und x(t+7ns)?

d) Im Programm "stp" sind die AKF-Abtastwerte vereinfachend durch GeradenstÁcke
verbunden (siehe Skizze b)? Welcher Form des LDS entspricht diese Darstellung?
Skizzieren Sie F7(f) in das nachfolgende Diagramm (a).

ÂÄ ÀÅÅÃÇÉ ÀÅÅÃÇÉÅ Å ÊÅËÈÄ ÊÅËÈÄ ÀÅËÈ
f(a) (b)

ÍÎÏ

t

F7(f) Á7(t)

e) Wie Ândert sich die AKF durch einen Gleichanteil von 1V?

f) Wie macht sich diese Änderung im Leistungsdichtespektrum bemerkbar?
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9.8 Ábungsaufgaben
In den Ábungsaufgaben zu diesem Kapitel sollen Sie zwei verschiedene Methoden zur

Berechnung der (diskreten) AKF-Werte eines stochastischen Prozesses kennenlernen,
die beide auf Gl. (9.20) beruhen. Verwenden Sie zum Ábersetzen und Einbinden Ihrer
Unterprogramme in das Hauptprogramm "stp" jeweils die Prozedur "mkstp" fÂr die C-
bzw. "mkstp -f" fÂr die Fortran-Version.

8;<=> FÂr das erste Verfahren ist in Bild 9.6 ein Berechnungsschema angegeben. Das

AKF-Feld ÁÂ(Ä ) mit Ä À= 0, ... , k  wird zunÄchst mit Nullen vorbelegt. Bei jedem Schleifen�

durchlauf (indiziert mit der Laufvariablen Å) werden die in den Feldelementen ÁÂ(0) bis 

ÁÂ(k)Àabgespeicherten Werte jeweils um den Beitrag  xÃ ÇxÃÉÊ  erhÀht. Werden am Ende der

Berechnung noch die in ÁÂ(Ä )Àgespeicherten Werte durch die Anzahl N der Summanden

dividiert, so enthÄlt dieses FeldÀdie gesuchten diskreten AKF-Werte.

Ä =0: NÇÁÂ(0)= xËÇxË + xÈÇxÈ + ..... + xÃ ÇxÃ + ..... + xÍ ÇxÍÎ,
Ä =1: NÇÁÂ(1)= xËÇxÈ + xÈÇxÏ + ..... + xÃ ÇxÃÉË+ ..... + xÍ ÇxÍÉË ,

ÌÌÌ
ÌÌÌ

ÌÌÌ
ÌÌÌ

ÌÌÌ
ÌÌÌ

ÀÄ : NÇÁÂ(Ä )= xËÇxËÉÊ + xÈÇxÈÉÊ + ..... +xÃ ÇxÃÉÊ + ..... +xÍ ÇxÍÉÊ ,
ÌÌÌ

ÌÌÌ
ÌÌÌ

ÌÌÌ
ÌÌÌ

ÌÌÌ

Ä =k: NÇÁÂ(k)= xËÇxËÉÑ + xÈÇxÈÉÑ + ..... +xÃ ÇxÃÉÑ + ..... + xÍ ÇxÍÓÑ .

Bild 9.6: Schema 1 zur Berechnung der AKF-Werte ÁÂ(Ä ÇTÔ).

a) Schreiben Sie ein UnterprogrammÖ"void stpak1(N, akf)", das aus N Abtastwerten der

Zufallsfolge die diskreten AKF-Werte ÁÂ(0) bis ÁÂ(40) nach dem hier angegebenen

Prinzip berechnet (d.h. es sei k = 40). Benutzen Sie den nachfolgenden Dateiheader: 

ÒÕ ŠÚÛÜÙŸŽ����!"#��$% &’’Õ Ÿ()*Ú(ŽÛ+,ÙŸŽ����!"#��$%
-Ú+.Ù"/ Û+Ž,.,*Ù"
$-Ú�ŽÙ��$013/ *,�-Ù��$!4Õ64%

Die Ábergabe der errechneten Werte an das Hauptprogramm "stp" erfolgt Âber das

Feld "akf". Die einzelnen Abtastwerte xÃ  werden mit der (intern als "float" zu ver�

einbarenden) Funktion "stpzgr( )" aufgerufen und mÂssen vor Ablauf obiger Berech�

nungen in ein internes Feld eingetragen werden.

Wie groÅ muÅ dessen FeldgrÀÅe L fÂr ein gegebenes N und k mindestens sein?

Dimensionieren Sie L in Ihrem Programm fÂr die Maximalwerte N = 5000 und

k = 40. Wie groÅ ist der Speicherbedarf des internen Feldes in kByte an einem 32 Bit-

Rechner? (1Byte = 8 Bit). 
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b) Testen Sie Ihr Unterprogramm "stpak1(N, akf)" mit Hilfe des Hauptprogramms "stp"

fÁr den MenÁpunkt 5 (m1 = 0.5, ? = 1) und den MenÁpunkt 6 (m1 = 0, ? = 1) durch

Vergleich mit dem MenÁpunkt 1 bzw. 3. WÂhlen Sie hierfÁr N = 5000 und notieren

Sie jeweils die benÄtigte Rechenzeit.

mittlere statistische Bindungen:

MenÁpunkt @Â(0)

1 ("stp")

@Â(1) @Â(2) @Â(3)

5 ("Àbung 9.1")

Rechenzeit
(N=5000)

7 ("Àbung 9.2")

MenÁpunkt @Â(0) @Â(1) @Â(2) @Â(3)

3 ("stp")

6 ("Àbung 9.1")

Rechenzeit
(N=5000)

8 ("Àbung 9.2")

keine statistischen Bindungen:Ä

Ä
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Á9.2: Ein Nachteil der Berechnungsmethode nach Á9.1 ist, daÂ ein Feld mit sehr vielen

Elementen verwendet werden muÂ (z.B. ergibt sich fÄr N = 10 000 und k = 10 eine erfor�

derliche FeldgrÀÂe von 10 010 Floatwerten). Da fÄr eine einigermaÂen genaue Ermittlung

der AKF eigentlich noch sehr viel mehr Abtastwerte herangezogen werden mÄÂten, ist

diese Methode in der Praxis unbrauchbar.

Wie jedoch aus dem Berechnungsschema von Bild 9.6 zu erkennen ist, werden bei
jedem Schleifendurchlauf nur einige (genauer gesagt: k+1) AbtastwerteAbenÀtigt, z.B.
beim Á-ten Durchlauf nur die Abtastwerte xÂ CCC xÂÄÀ. Der groÂe Speicherbedarf kann
daher vermieden werden, wenn man ein Hilfsfeld H[0: k] vereinbart, das zunÅchst (d.h.
fÄr Á=1) mit den Abtastwerten xÅ bis xÀÃÅ vorbelegt ist. Beim zweiten Durchlauf (Á= 2)
wird der Abtastwert xÅ nicht mehr benÀtigt. In die frei werdende Speicherzelle H[0] wird
stattdessen der neue Wert xÀÃÇ eingetragen.

Bild 9.7 erklÅrt diesen Algorithmus fÄr das Beispiel k=10. Bei jedem Schleifen�
durchlauf ÁA liegen in den Speicherzellen H[0] ...  H[10] die aktuell benÀtigten Werte
xÂ CCC xÂÄÅÉ vor, wobei der jeweils neu hinzugekommene Wert xÂÄÅÉ hervorgehoben ist.

Beim Schleifendurchlauf Á  gilt mit i= Ê(ÁGIJmod(k+1)Ë folgende Zuordnung:  

xÈÃÍ = HÎ(i + Ï)Ã modÃ (k + 1)ÌÃ . (9.27)

Beispielsweise wird zum Zeitpunkt Á =84 die neue ZufallsgrÀÂe x ÑÓ in H[5] abgelegt.
Dies folgt aus obigen Gleichungen mit  i=83 mod 11= 6 und Ï= 10. Die Variable i= 6
gibt hierbei an, daÂ der Abtastwert xÔÓ in der Speicherzelle H[6] abgelegt ist.
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�
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�
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�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

ÖÚ ÖÛ ÖÜ ÖÙ ÖŸ ÒŽ
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x x x x x x x xÖÕ ÖŠ ÒÖxÖÚ ÖÛ ÖÜ ÖÙ ÖŸ ÒŽ

ÒÒxx x x x x x x xÖÕ ÖŠ ÒÖxÖÚ ÖÛ ÖÜ ÖÙ ÖŸ ÒŽ
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�
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�
�
�
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i

1 0

2 1

10 9

11 10

12 0

13 1

x ŸŽ ŸÖ ŸÒ ŸÕ ŸŠ ÙŠ ÙÚ ÙÛ ÙÜ ÙÙÙŸ x x x x x x x x xx84 6

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

Á H[0] H[1] H[2] H[3] H[4] H[5] H[6] H[7] H[8] H[9] H[10]

x ÒÕ

Bild 9.7: Zur Verdeutlichung der AKF-Berechnung nach Á9.2.
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a) FÁllen Sie die Belegung der Feldelemente fÁr n = 48 aus und geben Sie an, wie sich

daraus die Werte Áx(0), Áx(1), Áx(2), Áx(9) und Áx(10) berechnen lassen. Wie groÂ ist K?

K

48 .......

Â
Â
Â

Â
Â
Â

Â
Â
Â

Â
Â
Â

Â
Â
Â

Â
Â
Â

n

Â
Â
Â

Â
Â
Â

Â
ÂÂ

Â
ÂÂ

Â
Â
Â

Â
Â
Â

L[0] L[1] L[2] L[3] L[4] L[5] L[6] L[7] L[8] L[9] L[10]

Áx(0)= . . . . . . . . . . . Áx(9)= . . . . . . . . . . . 

Áx(1)= . . . . . . . . . . . Áx(10)= . . . . . . . . . . . 

Áx(2)= . . . . . . . . . . . 

b) Schreiben Sie ein Programm MNOQRU2VXY RUZ\M, welches nach dem hier angegebenen

Prinzip die diskreten AKF-Werte Áx(0) ...  Áx(40) aus X Abtastwerten berechnet (d.h.

es gelte wiederum U = 40). Die einzelnen Abtastwerte werden wie in MNOQRU1M^mit der

Funktion MZ_‘RO N̂OQbchV\M âufgerufen. Die Äbergabe der ermittelten Werte erfolgt auch

hier Áber das Feld MRUZMj Benutzen Sie den nachfolgenden Dateiheader:

ÄÀ ÅÃÇÉÊËÈÍÎÏÌÑÓÔÎÏÖÒ ÕŠŠÀ ËÚÛÜÃÚÈÇÙŸÊËÈÍÎÏÌÑÓÔÎÏÖÒ

ŽÃÙ�ÊÓ� ÇÙÈŸ�ŸÜÊÓ

ÖŽÃÎÈÊÎÏÖ��!� ÜŸÎŽÊÎÏÖÑ"À#"Ò

c) Testen Sie Ihr Unterprogramm MNOQRU2VXY^RUZ\M^mit Hilfe des Hauptprogramms MNOQM

fÁr den MenÁpunkt 7 (q$ = 0.5, s = 1) und den MenÁpunkt 8 (q$ = 0, s =1) durch

Vergleich mit dem MenÁpunkt 1 bzw. 3. WÀhlen Sie jeweils X = 5000. Benutzen Sie

zur Auswertung die Tabelle zu Ä9.1. Diskutieren Sie insbesondere die fÁr MNOQRU1M

und MNOQRU2M gemessenen Rechenzeiten.
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10 Filterung stochastischer Signale
Inhalt: Es werden die aus der klassischen Systemtheorie fÁr deterministische Signale

bekannten Gesetze auf die Beschreibung stochastischer Signale erweitert. Dies bildet die

Grundlage fÁr die Erzeugung von Zufallssignalen mit statistischen Bindungen, wofÁr

zweckmÂÄigerweise nichtrekursive bzw. rekursive Digitalfilter eingesetzt werden. Ins�

besondere wird auf die Bestimmung der Filterkoeffizienten fÁr eine vorgegebene AKF

nÂher eingegangen, sowie die Auswirkungen der Filterung hinsichtlich WDF diskutiert.

10.1 Stochastische Systemtheorie

Nach den Gesetzen der klassischen Systemtheorie ergibt sich das Ausgangssignal Á(Â)

eines linearen zeitinvarianten Systems mit dem Frequenzgang Ä(À) als das Faltungs�

produktÅÁ(Â)=Ã(Â)ÇÉ(Â) des Eingangssignals Ã(Â) mit der Impulsantwort É(Â) Ä(À). 

Bei deterministischen Signalen geht man zur Berechnung des Ausgangssignals meist

den Umweg Áber die Amplitudenspektren Ê(À) Ã(Â) und Ë(À) Á(Â), wobei fÁr das

Ausgangsspektrum Ë(À)=Ê(À)ÈÄ(À) gilt. Bild 10.1 (oben) verdeutlicht diesen Rechenweg.

Bei stochastischen Signalen existieren die Amplitudenspektren Ê(À) und Ë(À) nicht, da

die Zufallssignale Ã(Â) und Á(Â) nicht fÁr alle Zeiten von -Í bis +Í vorhersagbar sind.

Zur Beschreibung der statistischen Eigenschaften eines Signals Ã(Â) benutzt man hier

vielmehr die Autokorrelationsfunktion ÎÏ(Ì) sowie das Leistungsdichtespektrum ÑÏ(À).

Das LeistungsdichtespektrumÅÑÓ(À) am Systemausgang berechnet sich unter BerÁck�

sichtigung der Beziehung |Ë(À)|Ô=|Ê(À)|ÔÖ|Ä(À)|ÔÒÒin folgender Weise:

ÑÓ(À) = ÑÏ(À) �|Ä(À)|Ô = ÑÏ(À) �Ä(À) � ÄÕ(À)À , (10.1)

wobei Ä*(À) den zu Ä(À) konjugiert komplexen Frequenzgang angibt. Das Betragsquadrat

|Ä(À)|Ô wird hÂufig auch als ŠÚÛÜÂÙŸŽÜ��Ú�Â��ŽÙŸŽÜÀÙŸ ÂÛ!ŸÅbezeichnet.

Da das Leistungsdichtespektrum ebenso wie die AKFÅÎÓ(Ì) keine Aussagen Áber die

Phasenbeziehungen ermÅglicht, wirdÅÑÓ(À) demzufolge nur durch den Betrag von Ä(À)

beeinfluÄt, nicht durch dessen Phasengang. 

deterministische
Signale

Signale
stochastische

Ê(À) Ë(À)

Ã(Â) Á(Â)

ÎÏ(Ì) ÎÓ(Ì)

ÑÏ(À) ÑÓ(À)

Ä(À) É(Â)

� Ä(À)

� |Ä(À)|Ô

Bild 10.1: Beschreibung eines linearen zeitinvarianten Systems (Š"#$%ÁÜÂÚ&) bei

deterministischem bzw. stochastischem Ein- und Ausgangssignal.
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Mit Hilfe der FourierrÁcktransformation folgt aus (10.1) fÁr die AKF am Ausgang

Á
Á
(t) = Á

x
(t)* h(t) * h(-t)Â , (10.2)

wobei die Fourierkorrespondenz HÂ(f) h(-t) berÁcksichtigt ist.

Die Leistungen der (als gleichsignalfrei angenommenen) Signale x(t) und y(t) lassen
sich sowohl aus den entsprechenden Autokorrelationsfunktionen als auch aus den dazu�
gehÄrigen Leistungsdichtespektren berechnen:

P
x
= s Ä

x
= x(t)Ä = Á

x
(0) = ÀÅÃ

ÇÃ F
x
(f)Â d fÂ , (10.3)

P
Á
= s Ä

Á
= y(t)Ä = Á

Á
(0) = ÀÅÃ

ÇÃ F
Á
(f)Â d f = ÀÅÃ

ÇÃ F
x
(f) � |H(f)|ÄÂ d fÂ . (10.4)

Durch Umstellung von (10.1) wird deutlich, daÀ der Betrag |H(f)| einer Filterfunktion
durch Messung des Leistungsdichtespektrums FÁ(f) am Ausgang bestimmt werden kann,
wenn das LDS Fx(f) der stochastischen EingangsgrÄÀe x(t) bekannt ist:

|H(f)| =
F

Á
(f)

F
x
(f)É Â . (10.5)

Åber den Phasengang von H(f) liefert das Leistungsdichtespektrum FÁ(f) keine Aussage.
Hier muÀ vielmehr auf das in Abschnitt 9.4 definierte Kreuzleistungsdichtespektrum
FxÁ(f) ÁxÁ(t) zwischen Ein- und Ausgangssignal Ábergegangen werden, wobei der
folgende Zusammenhang gilt:

F
xÁ

(f) = F
x
(f) �H(f)Â . (10.6)

Diese Beziehung lÃÀt sich aus der Definitionsgleichung (9.14) der KKF unter BerÁcksich�
tigung von y(t)=x(t)Âh(t) einfach nachweisen, woraus nach einigen Umformungen folgt:

Á
xÁ

(t) = x(t) � y(t + t) = Á
x
(t)* h(t)Â . (10.7)

Die Gleichungen (10.6) und (10.7) machen deutlich, daÀ der Filterfrequenzgang H(f)
durch eine Messung mit stochastischer Anregung in Betrag und Phase vollstÃndig ermit�
telt werden kann, wenn neben den statistischen KenngrÄÀen des Eingangssignals (AKF
oder LDS) auch die KKF ÁxÁ(t) bzw. deren Fouriertransformierte FxÁ(f) bestimmt wird.

An den SignalverlÃufen in Bild 9.3 erkennt man, daÀ durch die (TiefpaÀ-)Filterung
eines Zufallssignals die statistischen Bindungen zunehmen und somit die hochfrequenten
Schwankungen geglÃttet werden. Ein gauÀverteiltes Rauschsignal ist dabei auch nach der
Filterung noch gauÀverteilt. Der EinfluÀ des Filters macht sich hier lediglich in einer
Çnderung von Mittelwert und Streuung bemerkbar. Bei jeder anderen Verteilung Ãndern
sich - auÀer der AKF und dem LDS - durch die Filterung nicht nur die Parameter der
WDF, sondern auch deren Form. Beispielsweise wird die WDF eines gleichverteilten
Eingangssignals immer gauÀÃhnlicher, je schmaler die Filterbandbreite ist. 
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10.2 Digitale Filter

Die Ergebnisse von Abschnitt 10.1 kÁnnen fÂr die softwaremÄÀige Erzeugung eines

Zufallssignals y(t) mit statistischen Bindungen genutzt werden. Da in diesem Fall y(t) nur

durch seine Abtastwerte  yn =y(Á ÂTÄ) dargestellt werden kann, ist es zweckmÄÀig, auch

den Frequenzgang H(f) durch ein digitales Filter zu realisieren. 

À

bÅ

xÃÇ É

aÅ

bÅÊË bË

aÅÊË aË aÈ

TÄ TÄ TÄ yÃÇ É

Bild 10.2: Digitales Filter M-ter Ordnung (Laufzeitfilter).

Das allgemeine Blockschaltbild eines Digitalfilters ist in Bild 10.2 angegeben. Dieses

System gibt die VerknÂpfung zwischen der Eingangsfolge Çxn É und der Ausgangsfolge

Çyn É an; es wird im Zeitbereich durch die folgende Differenzengleichung gekennzeichnet:

yÃ = Í
Å

ÎÏÈ
aÎ � xÃÊÎ + Í

Å

ÌÏË
bÌ � yÃÊÌÅ . (10.8)

Die erste Summe beschreibt die AbhÄngigkeit des aktuellen Ausgangswertes yn  vom

aktuellen Eingangswert xn  sowie den M vorangegangenen Eingangswerten xn ÑÓ .... xn ÑÔ.

Dagegen kennzeichnet die zweite Summe die Beeinflussung von yn  durch die vorherigen

Ausgangswerte yn ÑÓ .... yn ÑÔ. Sie gibt somit den rekursiven Anteil des Filters an.

FÂr das Folgende wird vorausgesetzt, daÀ die Abtastwerte  xn am Filtereingang mittel�

wertfrei (mÖ =0), gauÀverteilt (mit Streuung ÒÖ) und statistisch voneinander unabhÄngig

seien (WeiÁes Rauschen). Die Ausgangswerte yn  sind somit ebenfalls mittelwertfrei und

gauÀverteilt, haben jedoch im allgemeinen eine andere Streuung (ÒÕ Š ÒÖ).

ZunÄchst wird die Generierung der Folge Çyn É mittels eines nichtrekursiven Filters

M-ter Ordnung betrachtet. Dieses zeichnet sich dadurch aus, daÀ alle RÂckfÂhrungs�

koeffizienten  bk  gleich 0 sind. Somit entfÄllt der untere Teil in Bild 10.2 bzw. die zweite

Summe in (10.8). Frequenzgang und Impulsantwort des nichtrekursiven Filters lauten:

H(f) = Í
Å

ÎÏÈ
aÎ � eÊÚÛÜÙÛÎÛŸÛŽ� Å , (10.9)

h(t) = Í
Å

ÎÏÈ
aÎ � �(t - � � TÄ )Å . (10.10)
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Durch Einsetzen von (10.8) in (9.20) erhÁlt man die diskrete AKF am Filterausgang:

Áy(l �TA ) = ÂÂ � ÂÂÄÀ = Å
M

ÃÇÉ
Å
M

ÊÇÉ
ÄÃ � ÄÊ � ÀÂËÃ � ÀÂÄÀËÊÂ . (10.11)

Die Äberstreichung kennzeichnet hierbei die Mittelung bezÀglich der Variablen n ÈÍDa
die Koeffizienten ÄÎ bzw. Ä Ï  unabhÁngig von der Mittelungsvariablen nÍsind, muÅ die
Mittelung in (10.11) nur Àber die beiden À-Terme erfolgen. Da zudem die Eingangswerte
ÀÌ  als statistisch unabhÁngig voneinander und mittelwertfrei angenommen werden, liefert
der Mittelwert ÅÀÌËÎ È ÀÌÄÑ ËÏ  fÀr i ÓmÔl Ístets den Wert 0. FÀr i ÖmÔl  ist dagegen dieser
Mittelwert gleich der Varianz s Ò

x  der EingangsgrÃÅe.

BerÀcksichtigt man diese Tatsache, so kann die Doppelsumme in (10.11) durch eine
einfache Summe ersetzt werden, und man erhÁlt

Áy(l �TÕ ) = s Ò
x � Å

MËÀ

ÃÇÉ
ÄÃ � ÄÃÄÀÂ Â Â Â Â fÀrÂ l = 0, 1, Â Ç.Ç.Ç.ÇÂ , M. (10.12)

Aufgrund der Symmetrie der AKF gilt fÀr negative l-WerteŠ Áy(Úl ÈTÕ) = Áy(l ÈTÕ).

ÛÜÙŸŽÙÜ��   FÀr ein nichtrekursives Filter 2. Ordnung (Koeffizienten ÄÉ, Ä�, ÄÒ) erhÁlt man

Áy(0) = s Ò
x � (Ä Ò

É + Ä Ò
� + Ä Ò

Ò )Â ,

Áy(- TÕ ) = Áy(TÕ ) = s Ò
x � (ÄÉ � Ä� + Ä� � ÄÒ)Â ,

Áy(- 2TÕ ) = Áy(2TÕ ) = s Ò
x � (ÄÉ � ÄÒ)Â .

(10.13)

Setzt man die Zahlenwerte ÄÉ=1/2, Ä�=1/4, ÄÒ=1/8 ein, welche die Impulsantwort von
Bild 10.3(a) charakterisieren, und wird die Streuung des Eingangssignals zu s x=1
gewÁhlt, so ergibt sich die in Bild 10.3(b) skizzierte AKF. Dieses Bild macht deutlich, daÅ
die AKF Á y(l ÈTÕ) am Ausgang eines nichtrekursiven Filters M-ter Ordnung auf den
Bereich |l|� M beschrÁnkt ist, wenn die AbtastwerteÅÀÌ  des Eingangssignals mittel�
wertfrei sind und keine statistischen Bindungen aufweisen.

! " # $

!%&

!%#&

’$ ’# ’" ! " # $

!%$#(

)

!%"#&
!%"&*

!%!*#&

(a) (b)

) )

Ã(m � TÕ) Áy(l � TÕ)

m = Ç+TÕ l = t+TÕ

!%!*#&
!%"&*

Bild 10.3: Impulsantwort eines nichtrekursiven Filters 2. Ordnung (a) und diskrete
AKF am Filterausgang (b) bei statistisch unabhÁngigen EingangsgrÃÅen.

Die Streuungen s xÍund s yÍsind im allgemeinen unterschiedlich. Bei den hier zugrunde
gelegten Zahlenwerten ergibt sich s y= 0.328, Ès xÈÍDurch die Normierungsbedingung
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10.3   Koeffizientenbestimmung fÁr eine gewÁnschte AKF

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, daÁ zur Erzeugung einer zeitdiskreten, gauÁver�

teilten ZufallsgrÂÁe mit statistischen Bindungen ein digitales Filter herangezogen werden

kann. Nun soll die Frage geklÄrt werden, wie die Filterkoeffizienten zu wÄhlen sind, wenn

die Art der statistischen Bindungen durch die Autokorrelationsfunktion vorgegeben ist.

Zur Bestimmung des Koeffizienten  aË eines nichtrekursiven Filters geht man von der

diskreten AKF ÂÄ(À ÅTÃ) aus. Ist diese auf den Bereich -MÅTÃ ...  MÅTÃÇbegrenzt (d.h.

fÀr À >M besitzt die AKF keine oder nur vernachlÄssigbar kleine Anteile), so ist mit M

die Ordnung des Filters bestimmt, und es folgt aus (10.13) mit mÉ=0, ÊÉ=1 fÀr ÀËM:

ÂÄ(0) = È
Í

ÎÏÌ
a Ñ
ÎÅ ,

ÂÄ(TÃ ) = È
ÍÓÔ

ÎÏÌ
aÎ � aÎÖÔÅ ,

ÂÄ((M - 1)TÃ )) = aÌ � aÍÓÔ + aÔ � aÍÅ ,

ÂÄ(MTÃ ) = aÌ � aÍÅ .

.

.

.

(10.18)

Man erhÄlt auf diese Weise fÀr die  M+1 Koeffizienten  M+1 unabhÄngige Gleichungen.

Durch sukzessives Eliminieren der Koeffizienten aÔ ... aÍ bleibt fÀr aÌ eine nichtlineare

Gleichung hÂherer Ordnung Àbrig. FÀr diese gibt es mindestens vier reelle LÂsungen, da

Ò alle Koeffizienten gleichzeitig ihr Vorzeichen Ändern kÂnnen, ohne daÁ das obige

Gleichungssystem verÄndert wird, und

Ò alle Koeffizienten aË gleichzeitig durch aÕŠË  ersetzt werden kÂnnen, was lediglich

einer Spiegelung und Verschiebung der Impulsantwort entspricht.

Das in V10.2 zu bearbeitende Beispiel soll die Schwierigkeiten verdeutlichen, die bei der

AuflÂsung des Gleichungssystems (10.18) in der Praxis auftreten, besonders fÀr groÁe M.

Zur LÂsung dieses Problems gibt es eine Reihe numerischer Verfahren (vgl. z.B. [2]).

Bei einem rekursiven Filter erster Ordnung entsprechend Bild 10.4 ergibt sich stets

eine exponentiell abfallende AKF, die durch die beiden Parameter Korrelationsdauer und

Varianz beschreibbar ist (vgl. (10.17) und D10.4). Die beiden Filterkoeffizienten aÌ und

bÔ lassen sich daraus in einfacher Weise ermitteln. 

Dagegen ist es bei einem rekursiven Filter hÂherer Ordnung oft zweckmÄÁig, die

Koeffizientenbestimmung im Spektalbereich durchzufÀhren. Dies bedeutet eine Varia�

tion des Frequenzgangs, so lange, bis |H(f)|Ñ formgleich mit dem gewÀnschten LDS ist.

FÀr den Frequenzgang des digitalen Filters gemÄÁ Bild 10.2 gilt dabei:

H(f) =

È
Í

ÎÏÌ
aÎ � e ÓÚÑÛÎÜÙŸ

1 - È
Í

ŽÏÔ
bŽ � eÓÚÑÛŽÜÙŸ

Å . (10.19)
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10.4 FiltereinfluÁ auf nichtgauÁverteilte Prozesse     

Der grundlegende Zusammenhang zwischen der AKF am Eingang und Ausgang eines
linearen Filters gilt unabhÁngig von der Amplitudenverteilung. Das gleiche gilt fÂr die
Leistungsdichtespektren. Das bedeutet, daÄ die fundamentalen Gleichungen (10.1) und
(10.2) auch bei einem nichtgauÄverteilten ZufallsprozeÄ angewandt werden kÀnnen.

Die Schwierigkeit bei der Erzeugung einer nichtgauÄverteilten ZufallsgrÀÄe mit
statistischen Bindungen besteht nun darin, daÄ durch die - zur spektralen Formung er�
forderliche - Filterung des Eingangssignals x(t) auch die Amplitudenverteilung prÁgnant
beeinfluÄt wird. WÁhrend bei GauÄschen ZufallsgrÀÄen das digitale Filter nur die beiden
WDF-Parameter (Mittelwert, Streuung) verÁndert, ist bei jeder anderen Amplitudenver�
teilung auch der prinzipielle WDF-Verlauf am Ein- und Ausgang unterschiedlich.

Diese Eigenschaft soll am Beispiel eines nichtrekursiven Filters erster Ordnung
verdeutlicht werden, dessen zeitdiskretes Ausgangssignal entsprechend (10.8) durch
yÈ=aÁÂxÈ+aÄÂxÈÀÄ gegeben ist. Die Eingangswerte xÈ  und xÈ ÅÃÇ werden als statistisch
unabhÁngig vorausgesetzt. Somit berechnet sich die WDF fÉ(y) als das Faltungsprodukt
zweier, entsprechend den Faktoren aÁ und aÄ gestauchter bzw. gedehnter Dichtefunk�
tionen fÊ(x). Sind z.B. die Eingangswerte xÈ  gleichverteilt, so ergibt sich fÂr fÉ(y) ein drei�
eckfÀrmiger (falls aÄ=aÁ) bzw. trapezfÀrmiger Verlauf (falls aÄ Ë aÁ).

Bei einer sehr groÄen Anzahl M von Filterkoeffizienten wird nach dem zentralen
Grenzwertsatz die Ausgangs-WDF nahezu gauÄfÀrmig. Im Grenzfall MÈ Í ergibt sich
unabhÁngig von der Eingangs-WDF fÎ(w) stets eine GauÄverteilung.

Zur Erzeugung einer nichtgauÄverteilten Zufallsfolge ÏyÈ Ì mit statistischen Bindun�
gen kann ebenfalls ein nichtrekursives Filter herangezogen werden, dessen Koeffizienten
aÍ allein aus den gewÂnschten AKF-Werten ÑÊ(Ó ÂTÔ) berechenbar sind. Im Unterschied
zu Abschnitt 10.2 muÄ nun zusÁtzlich die WDF fÊ(x) der Eingangswerte ermittelt werden,
die zusammen mit den M+1 Filterkoeffizienten die gewÂnschte Ausgangs-WDF ergibt.

In einem Aufsatz von D. Cygan, J. Franz und G. SÀder (erschienen 1986 in der Zeit�
schrift AEÅ40, S. 377-384) sind zwei Methoden zur LÀsung dieses im allgemeinen
schwierigen Problems angegeben. Bei der ersten Methode wird der Zusammenhang

CÉ (Ö) =Ã Ã Ã Ã CÊ (aÒ � Ö)Õ
ÍŠ Ú

Û
(10.20)

zwischen den charakteristischen Funktionen (Definition in Abschnitt 4.2) am Ein- und
Ausgang eines nichtrekursiven Filters ausgenutzt, woraus CÊ(Ö) fÊ(x) abhÁngig von
CÉ(Ö) fÉ(y) sowie den Filterkoeffizienten aÁÇ ...ÇaÛ numerisch ermittelt werden kann.

Die  zweite Methode nutzt die Tatsache, daÄ jede WDF durch eine unendliche Summe
gewichteter Hermite-Polynome approximiert werden kann. Die Gewichtungsfaktoren
werden dabei von den Momenten mÜ bestimmt. In obiger Arbeit wird der im allgemeinen
komplizierte Zusammenhang zwischen den Momenten am Ein- und Ausgang analytisch
angegeben. Dies ermÀglicht die Berechnung der Eingangsmomente mÙÊŸ

Ü  aus mÙÉŸ
Ü  und

den M+1 Filterkoeffizienten aÍ, wodurch fÊ(x) ebenfalls angebbar ist.
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10.5 Vorbereitungsfragen

V10.1: Am Eingang eines Filters mit dem Frequenzgang H(f) liegt ein gauÁverteiltes

mittelwertfreies Rauschsignal Î(Ï) mit folgender Autokorrelationsfunktion an:

ÂÄ(À) = ÅÃ
Ä � eÇÉÊËÈÍÎÏ

ÌÑÓ (10.21)

Das TiefpaÁfilter sei gauÁfÂrmig mit der GleichsignalverstÄrkung HÔ und der system�

theoretischen Bandbreite Öf , so daÁ fÀr den Frequenzgang geschrieben werden kann:

H(f) = HÔ � eÇÉÊÒÈÕÒÏÌÅ . (10.22)

a) Wie mÀssen der Effektivwert ÅÄ und die Korrelationsdauer ÌÄ gewÄhlt werden, damit

obige AKF den in Bild 9.3 (links) dargestellten ProzeÁ beschreibt? Wie berechnet

man diese KenngrÂÁen allgemein?

b) Wie lautet das LDS ŠÄ(f) des Eingangssignals? Wie groÁ ist die Breite des flÄchen�

gleichen Rechtecks Àber das LDS?

c) Berechnen Sie das Leistungsdichtespektrum ŠÚ(f) am Filterausgang.
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d) Wie lautet die AKF Áy(t) des Ausgangssignals?

e) Welche Korrelationsdauer Ñy des Ausgangssignals Ó(Ô) wurde fÁr das Beispiel von Bild

9.3 zugrundegelegt? Wie groÂ ist damit die Filterbandbreite ÁÖ ?

f) Wie groÂ ist der Effektivwert s y des Ausgangssignals allgemein? Welche Gleichsi�

gnalverstÄrkung ÒÂ liegt fÁr das Beispiel von Bild 9.3 zugrunde? BerÁcksichtigen Sie

hierbei, daÂ s y Õ s x gilt.

g) Interpretieren Sie die Diagramme von Bild 9.3.

h) Welche Amplitudenverteilung hat das Ausgangssignal Ó(Ô)? Welche Werte ergeben

sich fÁr die Kurtosis Kx bzw. Ky am Eingang und Ausgang (vgl. Vorbereitung V4.4)?
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V10.2: Mit Hilfe eines digitalen Filters soll eine zeitdiskrete, GauÁsche und statistisch

abhÂngige ZufallsgrÄÁe yŠ  erzeugt werden, fÀr deren (normierte) AKF-Werte gilt:

ÂÄ(0)=1.58;   ÂÄ(ÀTÅ)=-0.49;   ÂÄ(À2ÃTÅ)=-0.30;   ÂÄ(Ç ÃTÅ)=0  fÀr |Ç|É 3.

Die zeitdiskreten Eingangswerte xŠ  seien normalverteilt (mÊ= 0, ËÊ= 1). 

a) Welchen Filtertyp (rekursiv oder nichtrekursiv) wÀrden Sie zur Erzeugung der stati�

stischen AbhÂngigkeiten auswÂhlen? BegrÀndung.

b) Wie groÁ muÁ die Ordnung M des Laufzeitfilters mindestens sein? (BegrÀndung)

c) Geben Sie das Gleichungssystem (10.18) fÀr vorliegenden Fall an. Reduzieren Sie die

drei unabhÂngigen Variablen aÈ, aÍ und aÎ durch die beiden GrÄÁen u= aÍ
ÎÏund

w = (aÈ+aÎ)
Î und ermitteln Sie die reellen LÄsungen fÀr u und w.

d) Bestimmen Sie die Filterkoeffizienten aÈ, aÍ und aÎ. Geben Sie hierbei alle mÄglichen

LÄsungen an.
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e) Geben Sie zu den LÁsungen von d) die dazugehÁrigen Impulsantworten h(t) an. Inter�

pretation.

f) Durch welche einfache Modifikation kÁnnen Sie eine ZufallsgrÁÂe mit nachfolgend

angegebener AKF erzeugen? Geben Sie eine mÁgliche Generierungsvorschrift an. 

ÁÚ(0)=2.58;  ÁÚ(ÁTÂ)=0.51;  ÁÚ(Á2ÄTÂ)=0.70;  ÁÚ(l ÄTÂ)=1.00 fÄr |l|À 3. 

g) Ist  x(t) gauÂverteilt, so ist auch das Ausgangssignal y(t) gauÂverteilt. Bei jeder anderen

Eingangs-WDF fÛ(x) wird durch das lineare Filter auch die Form der WDF beeinfluÂt.

Beschreiben Sie verbal, wie man die WDF fÚ(y) der AusgangsgrÁÂe yÅ  gemÀÂ Punkt f)

ermitteln kann, wenn die EingangsgrÁÂe zwischen -1 und +1 gleichverteilt ist.

h) Geben Sie eine obere und eine untere Schranke fÄr die Kurtosis der AusgangsgrÁÂe yÅ

an. BerÄcksichtigen Sie hierzu das Ergebnis der Vorbereitungsfrage V4.4.
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10.6 VersuchsdurchfÁhrung

Benutzen Sie zur LÁsung der nachfolgenden Aufgaben das Programm "fil". WÂhlen Sie
die Anzahl der Zufallszahlen zur Berechnung der AKF stets zu N = 50 000.

DÜÙŸÜ: Betrachten Sie zunÂchst ein nichtrekursives Filter erster Ordnung (MenÄpunkt 3,
M = 1) mit den beiden Koeffizienten aÂ = 0.7 und aÄ = 0.3. Die KenngrÁÀen des Ein�
gangssignals seien mÀ= 0 und ÅÀ= 1. 

a) Berechnen Sie die diskreten AKF-Werte, den Mittelwert mÃ und die Streuung ÅÃ.

ÅberprÄfen Sie anschlieÀend Ihre Ergebnisse mit dem Programm "fil".

ÇÃ(0)

berechnet

mÃ ÅÃ

simuliert

ÇÃ(2TÉ)ÇÃ(TÉ)

b) Welche Form besitzt das LDS ÊÃ(f) am Filterausgang?  Skizze. ÅberprÄfen Sie anhand
dieses Leistungsdichtespektrums auch die GÄltigkeit von Gl. (9.21).

ËÈÍÎ ÈÍÎ

ÊÃ(f)

Bandbegrenzung

f � TÉ

Bandbegrenzung

1
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c) Ist  x(t) gauÁverteilt, so ist auch das Ausgangssignal  y(t) gauÁverteilt. Bei jeder anderen
Eingangs-WDF fx(x)  wird durch das lineare Filter auch die Form der WDF beeinfluÁt.
Skizzieren Sie die WDF fy(y) der AusgangsgrÂÁe, wenn die EingangsgrÂÁe x zwischen
-1 und +1 gleichverteilt ist.

Ž� �

fy(y)

y

d) Geben Sie drei weitere KoeffizientensÄtze an, mit denen genau gleiche statistische
Eigenschaften (AKF, LDS) erzielt werden. ÀberprÅfen Sie diese mit dem Programm. 

1.   aÁ =               aÂ =             

2.   aÁ =               aÂ =             

3.   aÁ =               aÂ =

             

e) Wie Ändern sich die AKF-Werte, der Mittelwert my und die Streuung Ä y gegenÅber
Punkt a), wenn bei gleicher Streuung (Ä x= 1) nun mx= 0.5 gewÄhlt wird?

Ày(0) my Äy

mx = 0, Äx = 1

mx = 0.5, Äx = 1

Ày(2TÅ)Ày(TÅ)

Welche Auswirkung hat dieser Mittelwert auf das LDS?
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f) Wie mÁssen die Koeffizienten gewÂhlt werden,  damit AKF und LDS qualitativ die
gleiche Form besitzen wie bisher, zusÂtzlich jedoch die Bedingung s y = s x erfÁllt
werden soll? Welcher grundsÂtzliche Zusammenhang besteht zwischen den Mittel�
werten �x und �y? ÄberprÁfen Sie Ihre Ergebnisse mit �x= 0.5 und s x= 1.

Hinweis: Es gilt stets s Â
y = s

Â
x � Ä

M

ÀÅÃ
�

Â
ÀÀ .

ÇÉÊËÈÍ ÄberprÁfen Sie Ihre Ergebnisse der Vorbereitungsfrage V10.2 mit dem MenÁ�
punkt 3. Geben Sie hierzu den entsprechenden Filtertyp, die Ordnung � und einen der in
V10.2(d) berechneten KoeffizientensÂtze ein und wÂhlen Sie �x= 0 und s x= 1. 

� =               , �Ã =              , �Î =              , �Â =              .

a) ÄberprÁfen Sie die AKF-Werte, den Mittelwert �y und die Streuung s y!

Áy(0)

  berechnet 
   (V10.2)

�y sy

simuliert 
 (D10.2)

Áy("Ï) Áy(2"Ï)
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b) Zeigen Sie, daÁ die drei weiteren in V10.2 berechneten KoeffizientensÂtze (im stati�

stischen Sinne) gleiche Ergebnisse liefern. Sind die Signale y(t) identisch, wenn Sie

stets ein gleiches Eingangssignal x(t) voraussetzen?

  

c) Welche Form besitzt das LDS F#(f) am Filterausgang?  Qualitative Skizze. Geben Sie

F#(f) unter BerÄcksichtigung von Gl. (9.21) auch formelmÂÁig an.

ÁÂÄÀ ÂÄÀ

F#(f)

Bandbegrenzung

f � TÅ

Bandbegrenzung

1
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d) Wie entsteht dieses LDS Fy($)? am Filterausgang? Berechnen Sie zur Beantwortung

dieser Frage die LeistungsÁbertragungsfunktion |%($)|Â des Filters. Verwenden Sie

zur AbkÁrzung b = 2p � $ �&Ä . Welcher Wert ergibt sich fÁr $ = 0?

e) Wie Ândern sich die statistischen KenngrÄÀen des Ausgangssignals, wenn am Eingang

ein mittelwertbehaftetes Signal (’x= 0.5, s x= 1) angelegt wird? Interpretieren Sie

das Ergebnis(

Áy(2&Ä)Áy(&Ä)Áy(0) ’y sy

’x = 0, sx = 1

’x = 0.5, sx = 1
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D10.3: Mit dem MenÁpunkt 2 kÂnnen nichtrekursive Laufzeitfilter mit dreieck-,
exponential-, gauÄ- bzw. rechteckfÂrmiger Impulsantwort simuliert werden. 

a) Àberlegen Sie sich, durch welche der hier angegebenen (diskreten) Impulsantworten
h() ÁTÂ) das Leistungsdichtespektrum am Filterausgang

1. siÄ-fÂrmig, 

2. siÀ-fÂrmig,

3. proportional zu 1/(f Ä + fÅÄ) bzw.

4. gauÄfÂrmig

wird, jeweils unter der Voraussetzung, daÄ die Eingangswerte xÃ  statistisch vonein�
ander unabhÅngig sind und die weiteren Parameter mÇ= 0 und * Ç= 1 betragen.

Impulsantwort

AKF

LDS É 1

f +fÉ É
Ê

si  -fÂrmig Ësi  -fÂrmig prop. gauÄfÂrmig

gauÄfÂrmig

gauÄfÂrmigrechteckfÂrmig dreieckfÂrmig exponentiell

dreieckfÂrmig
gauÄÅhnlich beidseitig

exponentiellÈ Í È( )

BegrÁnden Sie Ihre Ergebnisse und ÁberprÁfen Sie diese mit dem Programm "fil" fÁr
ein nichtrekursives Filter (MenÁpunkt 2, M = 5).

b) WÅhlen Sie nun stets eine rechteckfÂrmige Impulsantwort. Bei welcher (normierten)
Frequenz tritt - bei verschiedenen Werten von M - die erste Nullstelle im LDS auf?

1) M = 1: erste Nullstelle bei  fÁTÂ=

2) M = 3: erste Nullstelle bei  fÁTÂ=

3) M = 9: erste Nullstelle bei  fÁTÂ=

c) BegrÁnden Sie anhand der Ergebnisse aus b), daÄ fÁr groÄe Werte von M folgende

allgemeine Beziehung gilt:

FÎ(f) = * Ä
Ç � (M + 1) � TÂ � siÄÏp � f � (M + 1) � TÂÌÃ . (10.23)
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D10.4: Mit dem MenÁpunkt 4 wird im Programm "fil" ein rekursives Filter erster
Ordnung (vgl. Bild 10.4) mit den Koeffizienten a, und b/ ausgewÂhlt. Mit mÂ= 0 und
ÄÂ= 1 ergibt sich somit gemÂÄ (10.17) fÁr die AKF des Ausgangssignals (wobei b/ À 1
vorausgesetzt ist):

ÅÃ(Ç �T3 ) =
a4
, � bÉ

/

1 - b4
/

À . (10.24)

a) Wie mÁssen die Koeffizienten a, und b/ gesetzt werden, damit sich der folgende
AKF-Verlauf (mit den wÂhlbaren Parametern ÄÃ und Ê,) ergibt:

ÅÃ(Ç �T3 ) = Ä4Ã � e5|É6ËÈ|ÍÎÏÀ ? (10.25)

b) Welche AKF-Werte erhÂlt man mit a, = 0.8 und b/ = 0.6?  

ÅÃ(0)

per Simulation
(MenÁpunkt 4)

ÅÃ(T3) ÅÃ(2T3) ÅÃ(3T3) ÅÃ(4T3)

theoretisch
nach Gl. (10.24)

Berechnen Sie mit dem Ergebnis aus a) die Varianz Ä 4
Ã  und die Korrelationsdauer Ê,. 

c) Wie mÁssen die Koeffizienten aÌ eines nichtrekursiven Filters 8. Ordnung gewÂhlt
werden, damit sich (etwa) die gleichen statistischen Eigenschaften ergeben wie fÁr das
rekursive Filter erster Ordnung gemÂÄ Punkt b)? Hinweis: Gleiche Impulsantworten!

a, a/ a4 a7 a8 a9 a; a< a>

ÅberprÁfen Sie mit dem Programm "fil" (MenÁpunkt 3, M = 8), ob sich mit diesen
Koeffizienten des nichtrekursiven Filters tatsÂchlich auch die gleichen AKF-Werte
wie unter Punkt b) ergeben.
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10.7 Ábungsaufgaben
Á10.1: In vorangegangenen Ábungen wurde bereits die Erzeugung von statistisch unab�
hÂngigen, diskreten und kontinuierlichen ZufallsgrÄÀen (vgl. Kapitel 1 bzw. 4) sowie von
diskreten ZufallsgrÄÀen mit statistischen Bindungen (Kapitel 3) behandelt. Nun sollen
kontinuierliche ZufallsgrÄÀen mit statistischen Bindungen erzeugt werden.

a) Schreiben Sie die Funktion ?@BlCbEGIuJL NL OPL QBgOCPL CR?, die statistisch abhÂngige
ZufallsgrÄÀen mittels eines nichtrekursiven Laufzeitfilters N-ter Ordnung erzeugt.
Die  N+1 Filterkoeffizienten  CÁ werden mit dem Float-Feld ?C?UÅbergeben. FÅr die
zur Berechnung von VÂ  benÄtigten aktuellen Abtastwerte  PÄ bis  PÀ der EingangsgrÄÀe
mÅssen Sie ein zusÂtzliches, internes Feld ?QWCWBXUdYublJUP[ 41]? vereinbaren. Hierbei
ist berÅcksichtigt, daÀ der Maximalwert von N fÅr das Hauptprogramm 40UbetrÂgt. 

Beim ersten Funktionsaufruf ("IuJ = 1") der Funktion mÅssen die Feldelemente

von ?P?Åmit statistisch unabhÂngigen gauÀverteilten ZufallsgrÄÀen vorbelegt werden,

wofÅr die Funktion ?dYublJUgCuQQGOPL QBgOCPR?Ubenutzt werden kann. Zu allen weite�

ren Zeitpunkten ("IuJ > 1") wird nur das aktuelle Feldelement ?PG0R?Åneu belegt,

wÂhrend alle weiteren Feldelemente um eine Laufzeit verschoben werden mÅssen.

Beachten Sie hierbei die Reihenfolge der Verschiebung.

ÃÇ ÉÊËÈÍÎÏÌÑÍÓÈÔÖÒËÎÕŠÕÚÛÕÜÑÙÚÓÛÕÓŸ Ž��Ç ÌËÒ��ÑÊÒÏÌÑÍÓÔÔÖÒËÎÕŠÕÚÛÕÜÑÙÚÓÛÕÓŸ

ÍÊÒÙÏÒËÎÕŠ� ÑÒ�ÎÙÎ!ÏÒËÎÕŠÏ

ÉÊËÈÍÎÏÚÛÕÜÑÙÚÓÛ� !ÎÓÍÏÚÛÕÜÑÙÚÓÛÕÓÖ"Ç#"Ÿ

ÌÍÊÓ�ÏÓ$Å%�

b) Testen Sie Ihre Funktion ?@BlCbE?Umit dem Programm ?@Bl?U(MenÅpunkt 5) fÅr eine
rechteckfÄrmige (N=10, O& =0, ’& =1) sowie fÅr eine gauÀfÄrmige Impulsantwort
(N=10, O&=1, ’&=1) durch Vergleich mit den theoretischen Werten. Zum Áber-
setzen und Binden kann die Prozedur ?OZ@Bl?UUbzw. ?OZ@BlU[@?Ubenutzt werden\
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Á10.2: Schreiben Sie eine Funktion "filrek(nue, mx, sigmax, a0, b1)", mit der abhÁn�
gige ZufallsgrÂÄen y]  nach dem Prinzip eines rekursiven Laufzeitfilters erster Ordnung
erzeugt werden. Das rekursive Filter ist durch die beiden Koeffizienten aÂ und bÄ

vollstÁndig beschrieben. Ansonsten gelten die gleichen Vorraussetzungen wie fÀr die
Åbungsaufgabe Å10.1. Die erforderlichen Dateiheader lauten:

ÀÅ ÃÇÉÊËÈÍÎÏËÌÈÑÓÔÉÈÖÒÕÖŠÏÚÒÛÕÖÛÜÖÊÙŸ

ËÇÔÚÍÔÉÈŽ

ÃÇÉÊËÈÍÒÕÖŠÏÚÒÛÕÖÛÜÖÊÙŽ

���ÅÌÈÛËÍÎÏËÌÈÑÓÔÉÈÖÒÕÖŠÏÚÒÛÕÖÛÜÖÊÙŸ

ÏÔ�ÈÚÈÌÍÔÉÈÍ

ÌÈÛËÍÒÕÖŠÏÚÒÛÕÖÛÜÖÊÙ

Testen Sie die Funktion "filrek" (MenÀpunkt 6) mit den Koeffizienten aÂ = 0.8 und
bÄ = 0.6 durch Vergleich mit den theoretischen Werten.
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11 Optimale Filter
Inhalt:  In diesem Kapitel werden mit dem Matched-Filter (Korrelationsfilter) und dem
Wiener-Kolmogoroff-Filter zwei Systemfunktionen vorgestellt, die jeweils fÁr spezifische
Anwendungen optimal sind. Das Matched-Filter dient zum Nachweis der Signalexistenz,
d.h. es kann mit grÂÄtmÂglicher Sicherheit entscheiden, ob ein durch additives Rauschen
gestÂrtes impulsfÂrmiges Nutzsignal vorhanden ist oder nicht. Dagegen besitzt das sog.
Wiener-Kolmogoroff-Filter den bestmÂglichen Frequenzgang, um die Signalform eines
Analogsignals bei Vorhandensein von RauschstÂrungen zu rekonstruieren.

11.1 Matched-Filter (Korrelationsfilter)

In jedem Nachrichtensystem treten additive StÂrungen Á(Â) auf, die die Àbertragung
und Verarbeitung des informationstragenden Nutzsignals beeintrÅchtigen. Da es sich
hierbei meist um nichtdeterministische StÂrsignale (z.B. weiÄes Rauschen) handelt, wird
sich die StÂrung nicht vollstÅndig eliminieren lassen. Es besteht jedoch die MÂglichkeit,
das verrauschte Signal durch ein Optimalfilter so zu formen, daÄ sich der stÂrende Ein�
fluÄ des Rauschens bei der RÁckgewinnung der Information nur minimal bemerkbar
macht. Der Frequenzgang des optimalen Filters hÅngt dabei sowohl von der spezifischen
Anwendung als auch von den Eigenschaften des Nutz- und StÂrsignals ab.

Als erstes Beispiel fÁr ein solches Optimalfilter betrachten wir die Anordnung von
Bild 11.1 mit dem sogenannten ÄÀÂÅÃÇÉÊËÈÍÂÇÎ. Der Nutzanteil Ï(Â) des Eingangssignals
Î(Â) sei impulsfÂrmig und dementsprechend energiebegrenzt, d.h. das Integral Áber Ï(Â)Ì

von -Ñ bis +Ñ liefert einen endlichen Wert; dieser sei ÓÔ.

Sender

StÂrung

Filter Detektor
ÖÒÕ(Š)

ÚÛ

Ï(Â) Î(Â) É(Â)

Á(Â)

É(ÚÛ)

Bild 11.1: Zur Herleitung des Matched-Filters.

Dem EmpfÅnger - bestehend aus linearem Filter mit dem Frequenzgang Ö(Š) und
Amplitudendetektor - ist die Form des Nutzimpulses Ï(Â) bekannt, nicht jedoch der
SendezeitpunktÜÂÙ. Die Aufgabe besteht nun darin, den Filterfrequenzgang Ö(Š)=ÖÒÕ(Š)
so zu bestimmen, daÄ der Impuls Ï(Â) trotz der unvermeidbaren RauschstÂrungen Á(Â)
vom nachgeschalteten Detektor mÂglichst sicher erkannt werden kann. Der Index "MF"
(von Matched-Filter) soll hierbei deutlich machen, daÄ die Àbertragungsfunktion an die
Eigenschaften von Nutzsignal Ï(Â) und StÂrung Á(Â) angepaÄt ist.

FÁr das Folgende ist stets der Sendezeitpunkt ÂÙ=0 vorausgesetzt, was keine grund�
sÅtzliche EinschrÅnkung fÁr die hier beschriebene Filteroptimierung darstellt. ÚÛŸbezieht
sich somit immer auf den Zeitnullpunkt.
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Das Detektionssignal d(t) am Ausgang des linearen Filters ergibt sich fÁr das durch

stationÂres Rauschen gestÄrte Eingangssignal r(t)=g(t)+n(t) zu

d(t) = r(t) * h(t) = g(t) * h(t) + n(t) * h(t)À .

dS(t) dN(t)

(11.1)

Das oben mit "mÄglichst sicher erkannt" sehr vage formulierte Optimierungskriterium

wird in der Literatur meist wie folgt angegeben (Detektions-SignalstÁrleistungsverhÂltnis):

ÁÂ (TD) =
d2
S
(TD)

Â
2Â

=
!

MaximumÀ . (11.2)

Hierbei ist dS(TD) das Nutzsignal am Detektoreingang zu einem vorgebbaren Detek�

tionszeitpunkt TD und Â 2Â =E[d ÄÀ(t)] die Varianz (Leistung) des gefilterten Rauschsignals.

Bei weiÅem Eingangsrauschen n(t) mit der frequenzunabhÂngigen Rauschleistungsdichte

N0 (einseitig betrachtet) betrÂgt die Varianz des StÄranteils vor dem Detektor allgemein:

Â 2Â =
N0

2
� Å
+Ã

-Ã
|H(f)|2À d fÀ . (11.3)

FÁr die momentane Nutzleistung zum Betrachtungszeitpunkt gilt mit G(f) g(t):

d2
S
(TD) =À À Å

+Ã

-Ã
G(f) � H(f) � ej2ÇÉÊËÀ d fÀ À À

2

À . (11.4)

Durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung (siehe z.B. [4])

À À Å
È

Í
A(x) � B(x)À dxÀ À À

2

Î Å
È

Í
|A(x)|2À dxÀ �À Å

È

Í
|B(x)|2À dxÀ (11.5)

kann gezeigt werden, daÅ fÁr jeden mÄglichen Filterfrequenzgang H(f) das momentane

Detektions-SignalstÄrleistungsverhÂltnis folgendermaÅen begrenzt ist:

ÁÂ (TD) Î 1

N0Ï2
� Å
+Ã

-Ã
|G(f)|2À d fÀ . (11.6)

Berechnet man ÁÂ(TD) aus (11.2) unter Verwendung von (11.3) und (11.4), und setzt

dabei fÁr den Filterfrequenzgang

HMF(f) = K � G*(f) � e-j2ÇÉÊËÀ , (11.7)

so gilt in (11.6) das Gleichheitszeichen. Damit ist implizit gezeigt, daÅ das durch (11.7)

definierte Matched-Filter fÁr das gestellte Problem optimal ist.

Der Frequenzgang des Matched-Filters lÂÅt sich folgendermaÅen interpretieren:

Ì HMF(f) ist durch den Term G*(f) an das Spektrum des gesuchten Impulses angepaÅt.

Ì Die Konstante K mit der Einheit Hz/V ist aus DimensionsgrÁnden notwendig.

Ì Der Detektionszeitpunkt TD ergibt sich aus der KausalitÂtsbedingung hMF(t<0)=0.

Es ist anzumerken, daÅ (11.7) nur bei weiÅem Rauschen optimal ist (vgl. Abschnitt 11.2).
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Die FourierrÁcktransformation von (11.7) fÁhrt zur Impulsantwort

h
MF

(t) = K � g(T
D

- t)Â , (11.8)

woraus mit (11.1) der Nutzanteil am Filterausgang berechnet werden kann:

dS(t) = g(t) * ÄK � g(TD - t)À = K � ÁÂÄ(t - TD)Â . (11.9)

Hierbei ist ÁÂÄ(t) = g(t) * g(- t) die Energie-AKF des Eingangsimpulses.  GegenÁber der

Definition gemÄÀ (9.6), die nur fÁr zeitlich unbegrenzte Signale gilt, wird hier auf die

Division durch die MeÀdauer TM und den GrenzÁbergang TMÀÅ verzichtet.

(a) t (b) t (c) tTÃ TÃ TÃ

g(t) hMF(t) dS(t)

ÇÉ
ÇÉÊ2

1ÊË

T

Bild 11.2: Exponentiell abfallender Eingangsimpuls (a) sowie Impulsantwort (b)

und Ausgangssignal (c) des Matched-Filters (K=1/(g0ÈT), TD=3ÈT).

Bild 11.2 verdeutlicht den Zusammenhang zwischen den Nutzsignalen am Ein- und

Ausgang des Matched-Filters sowie der Impulsantwort hMF(t). Zum Zeitpunkt  t=TD ist

das Nutzsignal maximal und bis auf die dimensionsbehaftete VerstÄrkung K identisch mit

der Energie EÄ des Eingangsimpulses (in Klammern: gÁltig fÁr den Exponentialimpuls):

dS(TD) = ÁÂÄ(0) � K = EÄ � KÂ Â Â Í= 0.5 � g2
0
Â � TÎ(g0 � T) = g0Î2ÏÂ . (11.10)

Man erkennt, daÀ das Matched-Filter das gleiche Nutzsignal wie ein an den Impuls g(t)

angepaÀter Korrelator liefert. Deshalb wird dieses Filter auch als Korrelationsfilter

bezeichnet. Liegt am EmpfÄngereingang weiÀes Rauschen der Rauschleistungsdichte N0

an, so gilt mit (11.3) und (11.7) fÁr die StÅrleistung am Ausgang des Matched-Filters:

Ì 2Ñ =
N0

2
� K2

� Ó
+Ô

-Ô
|G(f)|2Â d f =

N0

2
� K2

� EÄÂ . (11.11)

Daraus folgt fÁr das maximale SignalstÁrleistungsverhÂltnis am Detektor:

ÖÑ,max (TD) =
2 � (K � EÄ)2
N0 � K2

� EÄ =
2 � EÄ
N0

Â Â Â Ò=
g2
0 � T

N0

ÕÂ . (11.12)

Dieser Wert ist unabhÄngig von der Konstanten K und vom Detektionszeitpunkt TD,

natÁrlich nur unter der Voraussetzung, daÀ fÁr die Dimensionierung des Matched-Filters

und des Detektors der gleiche Wert von TD zugrunde gelegt wurde.

 Mit keinem anderen Filter lÄÀt sich ein grÅÀeres S/N-VerhÄltnis erzielen als mit dem

Matched-Filter. Zwar gibt es Filter, die zu einem grÅÀeren Nutzanteil dS(TD) fÁhren und

solche mit kleineren StÅrungen im Ausgangssignal. Mit keinem Filter ist jedoch zum

vorgegebenen Zeitpunkt TD ein besseres VerhÄltnis von momentaner Nutzleistung zu

(gemittelter) StÅrleistung mÅglich. Dies soll das folgende Beispiel verdeutlichen.
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Beispiel: Am Eingang eines Filters (GauÁtiefpaÁ) mit dem Frequenzgang

HGTP(f) = eÅÂ�ÃÄÀÅÃÇ�ÉÇ Ê � eÅj2ÂÉËÈÂ (BandbreiteÂ ÍfGTP = 1ÎÍtGTP) (11.13)

liegt ein von weiÁem Rauschen der (einseitigen) Rauschleistungsdichte N0 Äberlagerter

GauÁimpuls der Amplitude g0 und der Àquivalenten Dauer ÏtÌ = T an:

g(t) = g0 � eÅÂ�ÃÀÑËÇ ÊÂ . (11.14)

Das Nutzsignal dS(t) am Ausgang (vgl. (11.1) und Bild 11.1) ist ebenfalls gauÁfÅrmig,

wobei die Àquivalente Impulsdauer, definiert als flÀchengleiches Rechteck Äber dS(t),

Í tÓ = T 2+Í t 2
GTP

Ô (11.15)

betrÀgt. Der Maximalwert des Ausgangsimpulses tritt zum Zeitpunkt TD auf, wobei gilt:

dS(TD ) = g0 �
T

T 2+Í t 2
GTP

Ô Â . (11.16)

Je breitbandiger das Filter (d.h. je grÅÁer die Àquivalente Bandbreite 1/ÏtGTP) ist, um

so grÅÁer ist die Nutzsignalamplitude zum Detektionszeitpunkt TD. Gleichzeitig wÀchst

mit der Filterbandbreite 1/ÏtGTP jedoch auch die Varianz des StÅranteils im Filteraus�

gangssignal an, die folgenden Wert ergibt:

=
N0

2 � 2Ö
�Í tGTP

Â .Ò 2Ó =
N0

2
� Õ
+Š

ÅŠ
|HGTP(f)|2Â d f (11.17)

Bildet man entsprechend (11.2) das momentane Detektions-SignalstÅrleistungsverhÀlt�

nis, so erhÀlt man mit der Energie EÌ=g ÚÛ ÜT/ 2Ö  des GauÁschen Eingangsimpulses g(t):

ÙÓ (TD) =
2 � EÌ
N0

Â �Â
2 �Í tGTPÎT

1 + (ÍtGTPÎT) 2
Â . (11.18)

Dieses VerhÀltnis ist in Bild 11.3 - geeignet normiert - in AbhÀngigkeit des Quotienten

ÏtGTP/T dargestellt. Es ist zu erkennen, daÁ ÙÓ(TD) fÄr ÏtGTP/T=1 maximal ist. FÄr

ÏtGTP<T steigt die StÅrleistung stark an (vgl. (11.17)), fÄr zu groÁe Werte von ÏtGTP
ergibt sich entsprechend (11.16) gegenÄber dem Optimum ein zu kleiner Nutzabtastwert.

Ÿ Ž Ú �

Ž

ÍtGTPÎT

ÙÓ(TD)

2EÌÎN0

Bild 11.3: Normiertes Detektions-SignalstÅrleistungsverhÀltnis am Ausgang eines

GauÁtiefpasses in AbhÀngigkeit des Quotienten ÏtGTP/T É
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Ein Vergleich der Gleichungen (11.13) und (11.14) mit (11.7) macht deutlich, daÁ das

betrachtete Filter fÂr DtÊËÈ=T  genau dem an den Eingangsimpuls g(t) angepaÁten

Matched-Filter entspricht:

HÍÎ(f) = eÏÁÌÑÂÌÄÓ
À
� eÏÔÖÁÂÄÅÄ , (11.19)

hÍÎ(t) =
1

T
� eÏÁÑÃÏÄÅÓ

ÀÇÄ À
Ä . (11.20)

FÂr den Sonderfall DtÊËÈ=T  - und nur fÂr diesen - stimmen somit die Ergebnisse von

(11.10) und (11.16), (11.11) und (11.17) sowie (11.12) und (11.18) Âberein. Die Vermin�

derung von ÉÊ(TÒ) bei Nichtanpassung (DtÊËÈ ËT) kann Bild 11.3 entnommen werden.

Wie aus (11.19) hervorgeht, bewertet das angepaÁte Filter diejenigen Spektralanteile

besonders gut, die im Nutzsignal vorwiegend enthalten sind. Dagegen werden solche

Frequenzen, die hauptsÀchlich mit StÅrungen belegt sind, stark unterdrÂckt.

In Bild 11.4 sind das Ein- und Ausgangssignal des Matched-Filters fÂr dieses Beispiel

dargestellt. Durch die Festlegung K=1/(gÕ.T) ist die Amplitude des Ausgangsimpulses

zum Detektionszeitpunkt TÒ um den Faktor 2È   kleiner als die des Eingangsimpulses. Es

ist aber auch deutlich zu erkennen, daÁ die StÅrungen im Ausgangssignal im Gegensatz

zum weiÁen Eingangsrauschen niederfrequent sind, und daÁ die StÅrleistung durch das

Matched-Filter merklich vermindert wird.

Da der GauÁimpuls bis ins Unendliche reicht, ist eine kausale Impulsantwort (d.h.

hÍÎ(t)=0 fÂr t<0) theoretisch nur fÂr den Grenzfall TÒÍÎ mÅglich. WÀhlt man

jedoch - wie fÂr Bild 11.4(b) vorausgesetzt - den Detektionszeitpunkt TÒ  hinreichend

groÁ, so erscheint die Impulsantwort innerhalb der Zeichengenauigkeit als kausal.

Ï

Ï

Ï

t

(a)

(b) ÌT

r(t)

d(t)

NutzanteilÄ g(t)

NutzanteilÄ dŠ(t)

Bild 11.4: Eingangssignal (a) und Ausgangssignal (b) des Matched-Filters gemÀÁ

(11.19) bei einem gauÁfÅrmigen Impuls und weiÁem Rauschen.
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11.2 Matched-Filter bei farbigen StÁrungen

Bei der Herleitung des Matched-Filters fÁr beliebige StÂrungen berÁcksichtigt man,

daÄ jedes farbige Rauschsignal n(t) - zumindest gedanklich - aus einer weiÄen Rausch�

quelle mit der Rauschleistungsdichte NÚ und einem Formfilter HN(f) hervorgeht, so daÄ

fÁr sein Leistungsdichtespektrum auch geschrieben werden kann (vgl. Bild 11.5(a)):

ÂÄ(f) =
NÚ

2
�|HN(f)|ÛÀ . (11.21)

Hinsichtlich der StÂrungen am Ausgang des Matched-Filters Åndert sich nichts, wenn das

Formfilter HN(f) auf die rechte Seite der Additionsstelle verlagert wird. Um ein auch

bezÁglich des Nutzsignals Åquivalentes Modell zu erhalten, muÄ dieses Formfilter im

Nutzsignalzweig jedoch durch das inverse Filter HN(f)ÜÙ kompensiert werden. Besitzt

HN(f) keine Nullstelle, sind die beiden Anordnungen von Bild 11.5(a) und (b) identisch.

Das maximale S/N-VerhÅltnis ergibt sich nach Abschnitt 11.1, wenn das Produkt

HN(f)ÀHŸŽ(f) an den Impuls gÅ(t) angepaÄt ist. Da in Bild 11.5(b) ebenso wie in Bild 11.1

an der Additionsstelle weiÄes Rauschen nÅ(t) anliegt, kann man somit wieder (11.7)

anwenden, und man erhÅlt fÁr den Gesamtfrequenzgang nach der Additionsstelle:

HN(f) � HŸŽ(f) = K �
G*(f)

HN
*(f)

� eÜ�ÛÃÇÉÊÀ . (11.22)

Daraus folgt fÁr das Matched-Filter bei farbigen StÂrungen allgemein:

HŸŽ(f) = K �
G*(f)

|HN(f)|Û
� eÜ�ÛÃÇÉÊÀ . (11.23)

Das maximale Detektions-SignalstÂrleistungsverhÅltnis vor dem Detektor ist somit

ËÈ,m�x (T�) =
1

NÚÍ2
� Î
!Ï

ÜÏ
|GÅ(f)|ÛÀ dfÀ = Î

!Ï

ÜÏ
|G(f)|Û

ÂÄ(f) À d fÀ . (11.24)

Der Sonderfall ÂÄ(f)=NÚ/2"fÁhrt auch hier wieder zum Ergebnis (11.12).

Sender DetektorHŸŽ(f)

T�HN(f)

(a)

T�

Detektor

(b)

Sender HN(f) ÌÑ HN(f) HŸŽ(f)

g(t) r(t)

n(t)

nÅ(t)

d(t)

w.R.NÚ

w.R.NÚ

nÅ(t)

g(t) r(t) d(t)gÅ(t) rÅ(t)

Bild 11.5: Zur Herleitung des Matched-Filters bei farbigen StÂrungen unter Verwen�

dung eines Formfilters unterhalb (a) bzw. rechts (b) von der Rauschaddition.
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11.3 Wiener-Kolmogoroff-Filter

Als weiteres Beispiel zur Optimalfilterung betrachten wir nun die Aufgabenstellung,
die Form eines - in den meisten FÁllen analogen und leistungsbegrenzten - Nutzsignals
s(t) aus dem durch additives Rauschen gestÂrten Empfangssignal r(t) "mÂglichst gut" zu
rekonstruieren. Bild 11.6 zeigt die entsprechende Anordnung.

Sender

StÂrung

Filter
HW#(f)

r(t)s(t)

n(t)

d(t)

Bild 11.6: Prinzipschaltbild zur Herleitung des Wiener-Kolmogoroff-Filters.

Im Gegensatz zum Modell von Bild 11.1 sei hier das Nutzsignal s(t) nicht determiniert,
sondern das Ergebnis eines Zufallsprozesses, von dem nur die statistischen Eigenschaften
in Form seines Leistungsdichtespektrums ÁÂ(f) bekannt sind. Weiterhin wird hier voraus�
gesetzt, daÄ s(t) mittelwertfrei und kausal (d.h. s(t) = 0 fÀr t < 0) sei. Das bedeutet:

limÄÀÅÃ
1

T
$

�Ç
ÄÀ

%

s(t)Å d tÅ =Å 0Å , (11.25)

limÄÀÅÃ
1

T
$

�Ç
ÄÀ

%

s(t)&Å d tÅ >Å 0 (d.h.: die Energie ist unendlich groÄ). (11.26)

Das Ausgangssignal d(t) des gesuchten Filters HW#(f)  soll sich vom Nutzsignal s(t) im
Sinne des mittleren quadratischen Fehlers (MQF) mÂglichst wenig unterscheiden. Somit
lautet hier die Optimierungsbedingung (T$ bezeichnet wiederum die MeÄdauer):       

É &Ê Å = limÄÀÅÃ
1

T
$

�Ç
ÄÀ

%

|d(t) - s(t)|&Å d tÅ =Å MinimumÅ .
!

 

(11.27)

Kolmogoroff und Wiener haben dieses Optimierungsproblem nahezu zur gleichen Zeit
unabhÁngig voneinander gelÂst. Die Ãbertragungsfunktion des optimalen Filters kann
Àber die Wiener-Hopfsche Integralgleichung ermittelt werden. BegnÀgt man sich mit der
nichtkausalen LÂsung, so erhÁlt man: 

H
W#

(f) =
ÁÂ(f) + ÁËÂ(f)ÁÂ(f) + ÁÂË(f) + ÁËÂ(f) + ÁË(f) Å . (11.28)

Der Index "WF" steht fÀr Wiener-Filter und lÁÄt leider die Verdienste von Kolmogoroff
bei der Filteroptimierung nicht erkennen. Auf die exakte, mathematische Ableitung der
Gleichung wird hier verzichtet, vielmehr soll im folgenden das Ergebnis (11.28) nur
kommentiert und an Beispielen verdeutlicht werden.
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In (11.28) geben Fs(’) und Fn(’) die Leistungsdichtespektren von Nutz- und StÁrsignal

bzw. der jeweils zugrundeliegenden Zufallsprozesse an. Dagegen bezeichnen Fsn(’) und

Fns(’) die Kreuzleistungsdichtespektren zwischen diesen (vgl. Abschnitte 9.4 und 10.1).

 Sind Nutz- und StÁrsignal unkorreliert, was bei vielen Anwendungen zutrifft, so gilt

fÂr die Kreuzleistungsdichtespektren Fsn(’)=Fns(’)=0, und (11.28) vereinfacht sich zu

HÂÄ(’) =
Fs(’)

Fs(’) +Fn(’)
=

1

1 +Fn(’)ÀFs(’)
Ä . (11.29)

Das Wiener-Kolmogoroff-Filter wirkt somit wie ein frequenzabhÀngiger Teiler, wobei

das TeilerverhÀltnis durch die Leistungsdichtespektren von Nutzsignal und StÁrung

bestimmt wird. Der "DurchlaÅbereich" liegt vorwiegend bei den Frequenzen, bei denen

das Nutzsignal sehr viel grÁÅere Anteile besitzt als die StÁrung (Fs(’) ÅFn(’)).

FÂr den durch (11.27) definierten mittleren quadratischen Fehler zwischen dem Aus�

gangssignal *(/) und dem zu approximierenden Eingangssignal 3(/) erhÀlt man unter der

Voraussetzung, daÅ 3(/) und 4(/) unkorreliert sind, mit HÂÄ(’)  entsprechend (11.29):

Á Ã
t = Ç

ÉÊ

ËÊ
Fs(’) �Fn(’)

Fs(’) +Fn(’)
Ä d ’ = Ç

ÉÊ

ËÊ
HÂÄ(’) �Fn(’)Ä d ’Ä . (11.30)

Die Ableitung dieses Ergebnisses ist durchaus nicht trivial und z.B. in [6] zu finden.

Zur Verdeutlichung der Filtervorschrift (11.29) betrachten wir zunÀchst als Grenzfall

einen periodischen ProzeÅ. Das heiÅt, das Leistungsdichtespektrum Fs(’) des Nutzsignals

sei eine Summe diskreter Frequenzanteile (Diracfunktionen). Bei weiÅem Rauschen

(Fn(’)=5È/2) ergibt sich somit fÂr das Wiener-Kolmogoroff-Filter ein Frequenzgang,

der nur bei den Nutzsignalfrequenzen durchlÀssig ist. Bei allen anderen Frequenzen, die

voraussetzungsgemÀÅ nur StÁranteile beinhalten kÁnnen, ist sinnvollerweise HÂÄ(’)=0.

Das nachfolgende Beispiel soll den Frequenzgang HÂÄ(’) des Wiener-Kolmogoroff-

Filters bei kontinuierlichem Leistungsdichtespektrum Fs(’) veranschaulichen.   

ÍÎÏÌÑÏÎÓÔ Das Signal 3(/) sei ein redundanzfreies binÀres bipolares Rechtecksignal. Nach

den Angaben zur Vorbereitungsfrage V9.3 lautet somit sein Leistungsdichtespektrum mit

der Energie Eg =g ÖÈ Ò6 eines einzelnen Rechteckimpulses (vgl. Bild 11.7(a)):

Fs(’) = Eg � siÃ(p’6)Ä . (11.31)

Dieses Rechtecksignal werde von weiÅem Rauschen 4(/) mit der Rauschleistungsdichte

Fn(’)=5È/2 Âberlagert. Setzt man (11.31) in (11.29) ein, so erhÀlt man fÂr den Frequenz�

gang des Wiener-Kolmogoroff-Filters:

HÂÄ(’) =
1

1 +
NÕŠÃ

EÚÛÜÙŸŽ�fT�
Ä . (11.32)

Aus dieser Gleichung geht hervor, daÅ der Frequenzverlauf HÂÄ(’) des optimalen Filters

auch vom Quotienten Eg/5È abhÀngt. Im Grenzfall Eg/5È�� !"�d.h. bei vernachlÀssigbar

kleinen StÁrungen, ergibt sich sinnvollerweise HÂÄ(’) =1. 
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1.0

f f

(a) (b)

E7 = gÁ
Â � T

Ä
8
(f) HÀÅ(f)

- 3ÃÇ - 2ÃÇ - 1ÃÇ 1ÃÇ 2ÃÇ 3ÃÇ - 3ÃÇ - 2ÃÇ - 1ÃÇ 1ÃÇ 2ÃÇ 3ÃÇ

Bild 11.7: Leistungsdichtespektrum Ä8(f) eines stochastischen BinÁrsignals (a)  und

Frequenzgang des dazugehÂrigen Wiener-Kolmogoroff-Filters (b).

Bild 11.7(b) zeigt HÀÅ(f) fÄr den Fall, daÀ die Energie E7 eines Rechteckimpulses um

den Faktor 5 grÂÀer ist als die Rauschleistungsdichte NÂ. Bei Vielfachen der Symbol�

folgefrequenz 1/T, bei denen das stochastische Rechtecksignal s(t) keine Spektralanteile

besitzt, ist der Frequenzgang HÀÅ(f) ebenfalls Null. Je mehr Nutzsignalanteile bei einer

bestimmten Frequenz vorhanden sind, desto durchlÁssiger ist bei dieser Frequenz auch

das Wiener-Kolmogoroff-Filter.

Bild 11.8 zeigt die Signale am Ein- und Ausgang dieses Filters. Man erkennt, daÀ das

Wiener-Kolmogoroff-Filter das gesuchte Nutzsignal s(t) trotz der vorhandenen Rausch�

stÂrungen relativ gut rekonstruieren kann. Im Signal d(t) fehlen vorwiegend die hÂher�

frequenten Signalanteile (Kanten), die zugunsten einer besseren StÂrunterdrÄckung bei

diesen Frequenzen ausgefiltert werden. Der mittlere quadratische Fehler gemÁÀ (11.27)

bzw. (11.30) ergibt sich in diesem Beispiel zu É Á
9

=0.11 (normiert).  

 

 

 

r(t)

tÊT

tÊTd(t)

+3V

+3V

-3V

-3V

0

0

(a)

(b)

s(t)

s(t)

Bild 11.8: Signale am Eingang (a) und am Ausgang (b) des Wiener-Kolmogoroff-

Filters mit dem Frequenzgang entsprechend Bild 11.7(b).
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11.4 Vorbereitungsfragen

V11.1: Wir betrachten das System entsprechend Bild 11.1 mit einem rechteckfÁrmigen,
um : = 0 symmetrischen Eingangsimpuls ;(:) der Amplitude ;Â und der Dauer <. Die
StÁrung sei weiÂes Rauschen mit der (einseitigen) Rauschleistungsdichte =Â.

a) Geben Sie den Frequenzgang und die Impulsantwort des akausalen Matched-Filters
fÄr den Detektionszeitpunkt <Ä = 0 an. WÀhlen Sie die Konstante > derart, daÂ bei
der Frequenz ?=0 gilt: @ÀÅ(0) = 1.

b) Welches Detektions-SignalstÁrleistungsverhÀltnis lÀÂt sich mit dieser Konfiguration
erzielen? Welchen Verlauf hat hier das Nutzsignal AÃ(:) und wie groÂ ist die Varianz  Ç É

Ê
des Rauschanteils im Ausgangssignal?

c) Welche Ånderungen ergeben sich gegenÄber Punkt a) unter der Voraussetzung, daÂ
das Matched-Filter kausal sein soll? Wie groÂ ist der kleinstmÁgliche Wert von <Ä?
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d) Geben Sie eine RealisierungsmÁglichkeit des kausalen Matched-Filters fÂr die vor�

gegebene Konfiguration an.

e) Der Eingangsimpuls sei weiter symmetrisch rechteckfÁrmig: g(t) = g0 fÂr |t|vT/2.

Das Filter sei nun durch folgende Impulsantwort gegeben: h(t)=1/(2T) fÂr 0vtv2T.

Skizzieren Sie den Ausgangsimpuls fÂr diese Konfiguration. Welche Bedingung muÄ

hier der optimale Detektionszeitpunkt TD erfÂllen?

t
T

dS(t)

2T 3T

g0

f) Wie groÄ ist die Leistung (Varianz) Á 2

Â  des Rauschanteils dN(t) am Filterausgang und

das resultierende Detektions-SignalstÁrleistungsverhÀltnis?

g) Zeichnen Sie in die Skizze zu Punkt e) bei ansonsten gleichen Voraussetzungen auch

den Ausgangsimpuls fÂr ein zu schmalbandiges Filter ein: h(t) = 2/T fÂr 0v tvT/2.

Welche Bedingung muÄ nun der optimale Detektionszeitpunkt TD erfÂllen?

h) Berechnen Sie fÂr diese Konfiguration das Detektions-SignalstÁrleistungsverhÀltnis?
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V11.2: Nun soll der EinfluÁ von farbigen StÂrungen untersucht werden. Dazu betrachten

wir beispielhaft das folgende StÂrleistungsdichtespektrum:

F
B
(Â) =

ÄÀÅ2

1 + (ÂÅÂÀ)
Ã Ä . (11.33)

Dieser Funktionsverlauf ist in nachfolgender Skizze dargestellt. Bei der Frequenz ÂÀ ist

FB(Â) gegenÀber dem Wert bei Â = 0 nur halb so groÁ. 

Ç

Ç

Â
- ÂÀ

F
B
(Â)

ÂÀ

ÄÀÅ2

Der Nutzimpuls sei gauÁfÂrmig und habe die Åquivalente Dauer É: Ê(Ë) = ÊÀ � eÈÍÎÏCÌIÑ Ó.

a) Geben Sie das Detektions-SignalstÂrleistungsverhÅltnis r
JÔÖÒ gemÅÁ Gl. (11.18) an,

wenn Õ(Ë) weiÁes Rauschen mit der (zweiseitigen) Rauschleistungsdichte ÄÀ/2 wÅre.

 

b) Zeigen Sie, daÁ die StÂrung gemÅÁ (11.33) mit einem Formfilterfrequenzgang

ŠÚ(Â) =
1

1 + j � ÂÅÂÀ
(11.34)

modelliert werden kann. Geben Sie eine RealisierungsmÂglichkeit dieses Filters an.

c) Welchen Verlauf hat der Frequenzgang ŠÛÜ(Â) des an den GauÁimpuls und die farbige

StÂrung angepaÁten Matched-Filters (ÉÙ = 0)? Interpretieren Sie diese Funktion.
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d) Geben Sie das Detektions-SignalstÁrleistungsverhÂltnis r

d
 allgemein an. 

  
e) Berechnen Sie r

d
 unter Verwendung der in a) berechneten GrÁÄe r

dLOR
.

ÁÂÄÀÅÂÃÇ Es gilt  

É
QÊ

UÊ
Ë V
2pÈ � eUx

ÍÎVÀ dË = 1À . (11.35)

Dieses Integral ergibt sich z.B. aus der Tatsache, daÄ der quadratische Mittelwert

einer gauÄverteilten ZufallsgrÁÄe mit Mittelwert 0 und Streuung 1 ebenfalls 1 ist.

f) Wie groÄ muÄ die KenngrÁÄeÏÌX sein, damit das Detektions-SignalstÁrleistungsver�

hÂltnis rd  bei der vorliegenden StÁrung doppelt so groÄ ist als bei weiÄem Rauschen? 

Interpretieren Sie dieses Ergebnis.

g) Die Gleichungen von Kapitel 11.2 fÅhren nur dann zu einem sinnvollen, physikalisch

interpretierbaren Ergebnis, wenn das Nutzspektrum Ñ(Ì) asymptotisch schneller als

das StÁrleistungsdichtespektrum Fn(Ì) abklingt. Zeigen Sie diesen Sachverhalt an�

hand des vorgegebenen Fn(Ì) und eines Rechteckimpulses, d.h. Ñ(Ì)= ÓXÔÖÔsi(p ÌÖ).
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V11.3: Das Leistungsdichtespektrum eines stochastischen Signals s(t) lautet:

YÂ(f) =
YÄ

1 + (fÀfÄ)
Å Â . (11.36)

Dieses hat somit den gleichen Verlauf wie das StÁr-LDS YÃ(f) von V11.2 (siehe Skizze).

Dem Nutzsignal s(t) ist Rauschen n(t) mit der Rauschleistungsdichte YÃ(f) = NÄ/2

Äberlagert. Verwenden Sie bei den nachfolgenden Aufgaben zur AbkÄrzung K = 2YÄ/NÄ.

a) Berechnen Sie die Leistung PÇ des Nutzsignals in AbhÀngigkeit von YÄ und fÄ.

b) Bestimmen Sie den Frequenzgang HÉÊ(f) des dazugehÁrigen Wiener-Filters. Welche

Eigenschaft weist dieses auf? 

c) Skizzieren Sie HÉÊ(f) fÄr  fÄ = 1 kHz und K= 3 bzw. 10 in nachfolgendes Diagramm.

Zum Vergleich ist bereits das normierte LDS des Nutzsignals eingetragen. BegrÄnden

Sie, warum mit zunehmendem K das Wiener-Filter immer breitbandiger wird.

f = fÄ

HÉÊ(f)

fÄr K=3

HÉÊ(f)

fÄr K=10

f = 2fÄf = 0 f = 3fÄ
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y[ ÚyÅ|}y{^Úy{À ŷ{Ï\ÍÀ Ê̂\|} Û̂Ü{^uy]^ÙŸË^Ž 2� ^“\À^Kb p�^Ú\y^Ï{Ñ�^“Ç�^K Ïy�Î}ÅÀ^�y{!

uy]"^uÉ“\À^uy{^“\ÀÀÅy{y^ÃÇÉu{ÉÀ\Ê|}y^Ëy}Åy{^]Ç{^‘q#^uy{^ÌÇÀzÅy\ÊÀÇ]Ï^ÉÇÊ“É|}À�

^



264 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

11.5 VersuchsdurchfÁhrung

Benutzen Sie zur LÁsung der nachfolgenden Aufgaben das Programm "ofi". In diesem
Programm sind alle Signalwerte dimensionslos zu verstehen; die Zeit ist jeweils auf T
normiert. Die MF-Konstante ist mit K= 1/T berÂcksichtigt.

ÂÄÄÀÄÅ ZunÄchst soll das Matched-Filter bei rechteckfÁrmigem Eingangsimpuls (Dauer
T, Amplitude gÃ) untersucht werden. Die StÁrung n(t) am Filtereingang ist aufgrund der
zeitdiskreten Signaldarstellung im Programm "ofi" eigentlich bandbegrenzt (BÇ= 100/T).
Entsprechend den AusfÂhrungen in Kapitel 9 ist dies eine NÄherung fÂr echt weiÀes

Rauschen mit der Rauschleistungsdichte NÃ = É Ê
ÇËBÇ.

a) Ermitteln Sie das Detektions-SignalstÁrleistungsverhÄltnis  ÈÍÎÏÌÑ  am Ausgang des

 Matched-Filters und vergleichen Sie dieses Ergebnis mit dem theoretischen Wert

(vgl. V11.1). WÄhlen Sie hierzu stets die Eingabeparameter gÃ= 1 und ÓtÔ=T. Die

normierte Rauschleistungsdichte habe die Werte NÃ/T = 10ÖÒ ... 10ÖÕ. 

Wie groÀ sind in diesen FÄllen die Rauscheffektivwerte ÉÇ und ÉÍ des Eingangs-
und des Ausgangssignals sowie der StÁrabstand? Welcher Zusammenhang besteht
zwischen ÉÇ und ÉÍ? Versuchen Sie auch jeweils, den Nutzimpuls g(t) im verrauschten
Eingangssignal r(t) zu erkennen.

NÃËT = 10ÖÒ

10 � lgÅ ÈÍÎÏÌÑ
(berechnet)

10 � lgÅ ÈÍÎÏÌÑ ÉÍ
(simuliert)

NÃËT = 10ÖŠ

NÃËT = 10ÖÊ

NÃËT = 10ÖÕ

ÉÇ

b) Wie groÀ dÂrfen die normierte Leistungsdichte NÃ/T und der Effektivwert ÉÇ des
Eingangsrauschens maximal sein,  damit der Detektions-StÁrabstand 10Ú lg ÈÍÎÏÌÑ

mindestens 20 dB betrÄgt? ÃberprÂfen Sie Ihr Ergebnis mit dem Programm "ofi". 
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c) Betrachten Sie nun bei konstanter Rauschleistungsdichte N0/T= 0.02 unterschied�

liche Eingangsimpulse und ermitteln Sie jeweils den Nutzabtastwert dS(TD,opt), den

Effektivwert ÁÂ des Rauschanteils im Ausgangssignal d(t) sowie den resultierenden

Detektions-StÁrabstand 10Ä lg ÀÂ,max. WÂhlen Sie dabei einen

- Rechteckimpuls mit der Dauer ÅtÃ=T wie unter Punkt b),

- GauÄimpuls mit der (Âquivalenten) Dauer ÅtÃ= 0.4ÄT,

- Exponentialimpuls mit der (Âquivalenten) Dauer ÅtÃ=0.25ÄT gemÂÄ Bild 11.2.

Die Impulsamplitude sei jeweils  g0 =1 und das Filter optimal an den Eingangsimpuls 

g(t) angepaÄt. Versuchen Sie auch hier, den Nutzimpuls  g(t) im verrauschten Ein�

gangssignal r(t) zu erkennen.

dS(TD) 10 � lgÀ ÀÂ,maxÁÂ

Rechteckimpuls

GauÄimpuls

Exponentialimp.

d) Interpretieren Sie die unterschiedlichen Werte fÅr den Nutzabtastwert dS(TD,opt).

e) Interpretieren Sie die unterschiedlichen Werte fÅr den StÁreffektivwert ÁÂ.

f) Interpretieren Sie abschlieÄend die unterschiedlichen Werte fÅr den Detektions-

StÁrabstand 10Ä lg ÀÂ,max.    
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D11.2: Im folgenden gelte  NÂ/T= 0.01. Der Eingangsimpuls sei exponentiell abfallend
(MenÁpunkt 3): g(t) = gÂ

Äexp(-t/ÀtÅ). Hierbei gibt ÀtÅ gleichzeitig die Âquivalente Impuls�
dauer als auch die Zeitkonstante des Flankenabfalls an. WÂhlen Sie zunÂchst entspre�
chend der Voreinstellung: ÀtÅ=0.25ÄT.

a) Bestimmen Sie die Impulsamplitude derart, daÄ der StÀrabstand am Ausgang des

Matched-Filters 20 dB betrÂgt (d.h. ÃÇÉÊËÈ = 100).

b) ÅberprÁfen Sie Ihr Ergebnis mit dem Programm "ofi" und tragen Sie das Ergebnis in
die erste Zeile der nachfolgenden Tabelle ein.

dÍ(TÎ) 10 � lgÃ ÃÇÉÊËÈÏÇ

Rechteckimpuls

GauÄimpuls

Exponentialimp.

Matched-Filter
fÁr

c) Der Eingangsimpuls sei weiterhin exponentiell abfallend mit ÀtÅ=0.25ÄT. WÂhlen
Sie nun die beiden anderen vorgegebenen Matched-Filter, die an einen 

- Rechteckimpuls (Dauer ÀtÅ=T)

- GauÄimpuls (Dauer ÀtÅ= 0.4ÄT)

angepaÄt sind. Tragen Sie Ihre Ergebnisse in obige Tabelle ein. Interpretation.

d) WÂhlen Sie wieder das an einen Exponentialimpuls mit ÀtÅ/T=0.25 angepaÄte Filter
(MenÁpunkt 3). Wie Ândert sich das Ergebnis, wenn der Eingangsimpuls zwar auch
exponentiell abfÂllt, aber die Zeitkonstante kleiner ist als die des Filters: ÀtÅ/T=0.1.
Tragen Sie Ihre Ergebnisse in die erste Zeile der nachfolgenden Tabelle ein und inter�
pretieren Sie diese.
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b) Welche Ánderungen ergeben sich gegenÂber a) mit sn= 0.5 bzw. sn= 2? Tragen Sie
Ihre Simulationsergebnisse in die Tabelle zu a) ein und interpretieren Sie diese.

c) Nun soll gezeigt werden, daÄ das Wiener-Filter tatsÀchlich zum minimalen mittleren
quadratischen Fehler fÂhrt. Betrachten Sie dazu weiterhin das zufÀllige BinÀrsignal
und sn= 1. Verwenden Sie als Vergleichsfilter ein Filter erster Ordnung, das durch
drei Parameter beschrieben wird, nÀmlich durch

Â die Àquivalente Bandbreite DÄ,  

Â die Mittenfrequenz ÄÀ sowie 

Â den Maximalwert Å(ÄÀ)ÃÅÇ.  

 Versuchen Sie, durch optimale Wahl dieser KenngrÅÄen den mittleren quadratischen
Fehler mÅglichst klein zu machen. Gehen Sie dabei von den Voreinstellungen aus.     

Á É
t

= Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.Wiener-Filter:

Á É
t

= Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.Filter 1. Ordnung:

DÄ = Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã. ÅÇ = Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.= Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã. ÄÀ

d) FÂhren Sie nun einen zweiten Vergleich mit einem GauÄfilter durch (sn= 1). Dieses
wird durch die gleichen drei Parameter beschrieben wie das Filter erster Ordnung.
Versuchen Sie wiederum, durch optimale Wahl dieser KenngrÅÄen den mittleren
quadratischen Fehler mÅglichst klein zu machen.  

Á É
t

= Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.Wiener-Filter:

Á É
t

= Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.GauÄfilter:

DÄ = Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã. ÅÇ = Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.= Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã. ÄÀ
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D11.4: Im letzten Versuch zu diesem Kapitel wird das Wiener-Filter fÁr bandpaÂartige
Signale behandelt. Betrachten Sie zunÄchst ein Cosinussignal der Frequenz fÁ = 1 kHz.

a) Àberlegen Sie sich anhand von (11.29), welche (theoretische) Form hier das Wiener-
Filter hat? Welcher Wert ergibt sich damit fÁr den MQF unabhÄngig von ÂÄ?  

b) ÀberprÁfen Sie Ihr Ergebnis anhand des Programms? Wie groÂ ist MQF fÁr ÂÄ= 0.5
bzw. ÂÄ= 2? Worauf kÅnnte der Unterschied zur Theorie zurÁckzufÁhren sein?

HÀÅ(fÁ) = Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã..ÂÄ = 0.5 : Ã ÇÉ = Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.

HÀÅ(fÁ) = Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã..ÂÄ = 2 : Ã ÇÉ = Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.

c) WÄhlen Sie nun das "Analogsignal", fÁr dessen Leistungsdichtespektrum gilt: 

ÊË(f) = ÊÁ � Èexp(- Í (f - fÎ) Ç
ÏfË Ç

) + exp(- Í (f + fÎ) Ç
ÏfË Ç )ÌÇ . (11.37)

Setzen Sie die beiden Parameter des Nutzsignals auf  fÎ = 3 kHz und ÑfË = 1kHz.
Die (normierte) Streuung des weiÂen Rauschens sei ÂÄ= 0.5. Wie groÂ ist der MQF?

Ã ÇÉ = Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.

d) Verwendet man anstelle des Wiener-Filters einen anderen symmetrischen BandpaÂ
(z.B. das Cosinus-Rolloff-Filter), so muÂ sich fÁr MQF ein grÅÂerer Wert ergeben.
Versuchen Sie, mit diesem Vergleichsfilter den mittleren quadratischen Fehler
mÅglichst klein zu machen (r bezeichnet den Rolloff-Faktor).

Ã ÇÉ = Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.Vergleichsfilter:

Ïf HÁ= Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.. fÎ

Cosinus-Rolloff-Filter

= Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.. = Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.. r = Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã..
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11.6 Ábungsaufgabe
Á11.1: In der Ábungsaufgabe zu diesem Kapitel wird auf eine typische Aufgabenstellung
bei der Simulation des Matched-Filters eingegangen. Nach (11.1) kann das Filteraus�
gangssignals Â(Ä) mittels der Faltungsoperation aus À(Ä) und Å(Ä) berechnet werden. Das
Eingangssignal sei unverrauscht, so daÂ À(Ä) = Ã(Ä) gilt. Dann erhÄlt man:

Â(Ä) = Ã(Ä) * Å(Ä) = Ç
ÉÊ

ËÊ
Ã(È) � Å(Ä - È)À dÈÀ . (11.38)

Im folgenden werden nun die Signale Ã(Ä), Å(Ä) und Â(Ä) zeitdiskret durch ihre Abtastwerte
ÃÍ , ÅÍ  und ÂÍ  beschrieben. Die Werte ÃÍ  und ÅÍ  seien dabei jeweils Null fÅr Î <0 und
Î >Ï. Die StÅtzwerte des Ausgangsimpulses erstrecken sich somit auf den Bereich von
0 ... 2Ï, wobei entsprechend der ÂÌÑÓÀÔÄÔÖÒÕŠÚÄÛÖÃ gilt:

ÂÜ = ÙŸŽ��
Ÿ�Ÿ��! ÃŸ � ÅÜËŸ mit

ÌŠÖ" = 0, ÌÔÖÂ = Î fÅrÀ À 0 # Î # ÏÀ ,

ÌŠÖ" = Î - Ï, ÌÔÖÂ = Ï fÅrÀ À Ï < Î # 2ÏÀ .
(11.39)

Schreiben Sie ein Unterprogramm $%"Ì"ŠÚ&Ã’ Å’ Â($, das fÅr einen durch das Feld $Ã[ ]$
festgelegten Eingangsimpuls die Impulsantwort $Å[ ]$ des Matched-Filters sowie den
Ausgangsimpuls $Â[ ]$ berechnet. Die Felder $Ã[ ]$ und $Å[ ]$ gehen von 0 bis Ï = 100,
das Feld$Â[ ]$ von 0 bis 2)Ï.  Die Berechnung der Impulsantwort kann z.B. nach (11.8)
erfolgen, wobei der Zeitdauer *+ gleich 100 Abtastwerte entsprechen. Die Abtastwerte
des Ausgangsimpulses erhÄlt man mit (11.39).

,- /13456898;<=>?@?AB CDDE FHIJ6HK9LM56898;<=>?@?AB8<6;K5>O5P?@O5P?AO5PQ JM;<5>=RETRRB?@=RETRRB?A=REURRB

Zum Ábersetzen und Binden verwenden Sie die Prozedur $VÓ%"Ì$ÒfÅr die C-Version bzw.
$VÓ%"ÌÒW"$ÒfÅr das FORTRAN-Unterprogramm. Testen Sie anschlieÂend Ihr Programm
mit dem MenÅpunkt 4 und vergleichen Sie das Ergebnis mit dem in $%"Ì$ realisierten
UnterprogrammÒ(MenÅpunkt 3). Verwenden Sie jeweils den Exponentialimpuls sowie die
voreingestellten Parameter.



271

12 Pulscodemodulation

Inhalt: Die letzten fÁnf Kapitel dieses Praktikums behandeln einige Aspekte der Digital�
signalÁbertragung. EinfÁhrend betrachten wir mit der Pulscodemodulation (PCM) ein
sehr grundlegendes und bereits seit langem etabliertes digitales Âbertragungsverfahren.
Nach einer Systembeschreibung anhand von Blockschaltbild und SignalverlÄufen wird ins�
besondere auf Abtastung und Signalrekonstruktion etwas ausfÁhrlicher eingegangen.

12.1 Einige Eigenschaften der DigitalsignalÁbertragung

Die bis Mitte der 80er Jahre dominierenden analogen Nachrichtensysteme werden
mehr und mehr durch Digitalsysteme ersetzt. Alle in den letzten Jahren entstandenen
Telekommunikationssysteme sind digital. DafÁr gibt es mehrere GrÁnde:

Á Durch die einheitliche DigitalÁbertragung von Sprach-, Bild- und Datensignalen
kann ein sehr leistungsfÄhiges und flexibles Netz aufgebaut werden, das eine Reihe
verschiedener Telekommunikationsdienste zur VerfÁgung stellt. Solche Digital�
systeme sind z.B. ISDN (ÂÄÀÅÃÇÉÀÅÊËÈÅÇÍÎÏÅÌËÑÎÃÎÀÉÓËÔÅÀÖÒÇÕ), GSM (ŠÓÒÚÉÓËÈÛÌÀÅÜËÙÒÇ

ŸÒÚÎÓÅËŽÒÜÜ�ÄÎÏÉÀÎÒÄ) und DECT (ÑÎÃÎÀÉÓË��ÇÒ�ÅÉÄËŽÒÇÊÓÅÌÌË�ÅÓÅ� ÒÄÅ).

Á Die Âbertragung eines Datensignals bietet sich in digitaler Form an, da dieses selbst
ein Digitalsignal ist. Dagegen muÀ fÁr die digitale Âbertragung eines Analogsignals -
z.B. Sprache - dieses vorher "digitalisiert" werden, z.B. mittels der Pulscodemodu�
lation mit den Verarbeitungsschritten Abtastung, Quantisierung und Codierung.

Á Bei digitaler Âbertragung kann der stÅrende EinfluÀ von statistischen StÅrungen (z.B.
dem unvermeidbaren thermischen Rauschen) vollstÄndig eliminiert werden, solange
diese StÅrung eine gewisse Schwelle nicht Áberschreitet. Deshalb ist im allgemeinen
eine bessere ÂbertragungsqualitÄt als bei Analogsystemen zu erzielen.

Á Bei DigitalsignalÁbertragung kÅnnen - eventuell zusÄtzlich zum Frequenzmultiplex
(!ÑŸ") - auch die Vorteile anderer Vielfachzugriffsverfahren wie z.B. Zeitmultiplex
(�ÑŸ"), Codemultiplex (ŽÑŸ") und Raummultiplex (ÈÑŸ") genutzt werden.

Á FÁr DigitalsignalÁbertragung sind einfache und sehr effiziente Datensicherungs- und
-verschlÁsselungsmechanismen bekannt. Durch die Anwendung von Quellen- und
Kanalcodierverfahren und geeignete Decodieralgorithmen beim EmpfÄnger lÄÀt sich
die ÂbertragungsqualitÄt zusÄtzlich steigern.  

Á Jedes Digitalsignal ist in gewissen Grenzen regenerierbar. Das bedeutet: Bei sehr
langen Âbertragungswegen (#ÅÎÀÍÅÇÕÅ ÇÌÌÛÌÀÅÜÅ) kÅnnen in festen AbstÄnden
RegenerativverstÄrker eingesetzt werden, die quasi wie eine Kombination aus Digital�
empfÄnger fÁr den letzten Abschnitt und Sendeeinrichtung fÁr den nÄchsten Abschnitt
wirken. Damit lassen sich - bei gleicher ÂbertragungsqualitÄt - deutlich grÅÀere
Entfernungen als mit Analogsystemen ÁberbrÁcken.

Diesen vielen Vorteilen stehen natÁrlich auch einige Nachteile gegenÁber. Insbesondere
bei der Âbertragung von Sprach- und Bildsignalen mittels PCM ergeben sich aufgrund
der Quantisierung irreversible VerfÄlschungen (vgl. Abschnitt 12.2). 
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12.2 PCM-Blockschaltbild und -SignalverlÁufe

Bild 12.1 zeigt das Blockschalbild eines PCM-Ábertragungssystems. In Bild 12.2 auf
der nÂchsten Seite sind beispielhafte SignalverlÂufe dargestellt. Wie jedes Nachrichten�
Äbertragungssystem kann auch das PCM-System in die BlÀcke Sender (oben), Kanal

(rechts) und EmpfÁnger (unten) eingeteilt werden.
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Bild 12.1: Blockschaltbild eines PCM-Ábertragungssystems.

Die Nachrichtenquelle gibt das analoge Quellensignal q(t) ab, das sowohl wert- als
auch zeitkontinuierlich ist (durchgezogener Kurvenverlauf in Bild 12.2a). Daraus entsteht
durch Abtastung das weiterhin wertkontinuierliche, nun aber zeitdiskrete Signal qÄ(t)
entsprechend den Kreisen in Bild 12.2a. Die Abtastrate fÄ = 1/TÄ ist hierbei durch das
Abtasttheorem (siehe Abschnitt 12.3) vorgegeben.

Im Block Quantisierung wird jeder Abtastwert qÄ(É ÊTÄ) einem von M mÀglichen
Quantisierungswerten zugeordnet, wobei man M als die Stufenzahl bezeichnet. Bei der
Quantisierung teilt man den gesamten Wertebereich des Signals q(t) in M Intervalle auf
und ordnet jedem Intervall einen ReprÂsentanten zu, z.B. den Intervallmittelwert.

In Bild 12.2(a) ist die Zuordnung der Quantisierungswerte qÀ(É ÊTÄ), mit Kreuzen
markiert, zu den als Kreise dargestellten Abtastwerten qÄ(É ÊTÄ) fÄr die Stufenzahl M=8
veranschaulicht. Die Intervalle sind hier alle gleich groÅ gewÂhlt; man spricht dann von
linearer Quantisierung. Es ist deutlich zu erkennen, daÅ die Quantisierung zu nichtre�
versiblen SignalverfÂlschungen fÄhrt. Quantitativ werden diese Verzerrungen durch das
Quantisierungs-SignalrauschleistungsverhÁltnis ËÀ erfaÅt, dessen Berechnung in der Vor�
bereitungsfrage V12.2 von Ihnen gefordert wird. Bei linearer Quantisierung - wie fÄr
Bild 12.2(a) zugrundegelegt - mit der Stufenzahl M gilt: ËÀ=MÈ .
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Bild 12.2: SignalverlÁufe eines PCM-Âbertragungssystems mit M = 8.

HÁufig wÁhlt man die Intervallbreite bei kleinen Amplitudenwerten kleiner als bei
grÄÀerer Signalamplitude (nichtlineare Quantisierung). Die SignalverfÁlschung wird dann
fÅr kleine Signalwerte (leise TÄne) geringer. Eine solche ungleichmÁÀige Quantisierung
kann z.B. durch eine nichtlineare Kennlinie (Kompandierung) mit anschlieÀender linearer
Quantisierung realisiert werden. NatÅrlich muÀ dann beim EmpfÁnger diese Verformung
durch eine inverse NichtlinearitÁt (Expander) rÅckgÁngig gemacht werden.

Die quantisierten Abtastwerte qÇ(Â ÄTA) sind wertdiskret, doch ist die Stufenzahl M
meist sehr hoch. Im Block Codierung erfolgt nun eine Zuordnung der Abtastwerte zu
BinÁrfolgen. Ist M eine Zweierpotenz, was fÅr das Folgende meist vorausgesetzt wird, so
kann jeder Wert durch N = ld(M) BinÁrsymbole (jeweils "O" oder "L") dargestellt
werden. Hierbei kennzeichnet "ld" den Logarithmus zur Basis 2 (Logarithmus dualis).

Die Dauer TB eines Rechteckimpulses ist nun um den Faktor N kleiner als das Abtast�
intervall TA. Man bezeichnet TB als die Bitdauer und den Kehrwert 1/TB als die Bitrate

des Âbertragungssystems mit der Einheit "bit/s".

Die Zuordnung der quantisierten Abtastwerte zu BinÁrfolgen der LÁnge N kann auf
verschiedene Weise erfolgen. Dem Bild 12.2b ist z.B. der sogenannte Dualcode zugrunde
gelegt. Bei diesem werden die M=2À Quantisierungsintervalle von 0 bis M-1 durch�
numeriert und jedem Intervall die BinÁrdarstellung der Intervallnummer zugeordnet.
Der im Versuch D12.5 beschriebene Gray-Code hat demgegenÅber einige Vorteile.
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Zur Ábertragung des bipolaren (antipodischen) BinÂrsignals qC(t) Äber den Kanal
kÀnnen alle aus der digitalen Ábertragungstechnik bekannten Modulationsverfahren
verwendet werden, z.B. die BasisbandsignalÄbertragung (vgl. Kap. 14) oder eine digitale
Amplitudenmodulation (ASK, Amplitude Shift Keying), eine digitale Frequenzmodulation
(FSK, Frequency Shift Keying) oder eine digitale Phasenmodulation (PSK, Phase Shift
Keying). ASK, FSK und PSK werden z.B. im Versuch Digitale Modulationsverfahren des
Praktikums Simulation digitaler Ábertragungssysteme eingehend behandelt.

Das Sendesignal s(t) ist i.a. wieder ein Analogsignal, allerdings derart geformt, daÅ
einer der Signalparameter (z.B. die Amplitude, Frequenz oder Phase) nur eine endliche
Anzahl M verschiedener Werte annehmen kann. Bei der Ábertragung Äber den Kanal
- hier gekennzeichnet durch den Kanalfrequenzgang HK(f) - treten eventuell (lineare)
Verzerrungen auf, so daÅ r(t)0s(t) gilt. AuÅerdem beinhaltet das Empfangssignal r(t)
stets noch einen additiven StÀranteil n(t), der z.B. vom thermischen Rauschen herrÄhrt.

Aufgabe des Demodulators ist - wie bei den analogen Modulationsverfahren auch -
die RÄcksetzung des empfangenen Signals r(t) in das Basisband. Bei BasisbandÄber�
tragung entfÂllt diese Funktionseinheit. Im Gegensatz zu analoger Ábertragung folgt
jedoch beim PCM-System mit dem Entscheider (Detektor) ein weiterer Block, der das
binÂre Empfangssignal ÂC(t) liefert.

Sind die Verzerrungen und StÀrungen auf dem Ábertragungskanal hinreichend klein,
so ist ÂC(t) = qC(t). StÂrkere Signalverformungen auf dem Kanal fÄhren dagegen zu
Bitfehlern. Ein solcher liegt vor, wenn ÂC(Ä ÀTB) 0 qC(Ä ÀTB) ist. Die Wahrscheinlichkeit
pB  eines solchen Bitfehlers ist das entscheidende GÄtekriterium der Digitalsysteme.

Bei Systemuntersuchungen kann der in Bild 12.1 grau hinterlegte Block durch ein sog.
Digitales Kanalmodell ersetzt werden, der entsprechend einer vorgegebbaren Statistik
Bitfehler generiert. HÂufig verwendet man das Modell "statistisch unabhÂngige Fehler".

Betrachten wir nun die beiden weiteren BlÀcke des EmpfÂngers. Der Decoder hat die
Aufgabe, die PCM-Codierung rÄckgÂngig zu machen. Das decodierte Signal ÂQ(t) ist
somit wieder M-stufig und zeitdiskret. Bei fehlerfreier Ábertragung, d.h. ÂC(t) = qC(t),
gilt stets auch ÂQ(t) = qQ(t). Als letzte Einheit folgt  die Signalrekonstruktion mit der Auf�
gabe der Digital-/Analogwandlung. Dieser Block stellt das GegenstÄck zur Abtastung
dar und wird wie diese in Abschnitt 12.3 genauer untersucht.

Bild 12.1 zeigt auch, daÅ die Quantisierung kein Pendant auf der EmpfÂngerseite hat.
Dies bedeutet aber, daÅ die auf die Quantisierung zurÄckzufÄhrenden VerfÂlschungen
irreversibel sind.  Auch bei fehlerfreier Ábertragung ist somit Â(t) 0 q(t). Die Signalver�
formung aufgrund der Quantisierung ist um so geringer, je grÀÅer die Stufenzahl M ist.

In Bild 12.3 ist das seit langer Zeit eingesetzte System PCM 30/32 (Systemparameter
siehe in den Angaben zu V12.1) den Analogverfahren Amplitudenmodulation (AM) ohne
TrÂger und Frequenzmodulation (FM) hinsichtlich des erreichbaren Signalrauschabstands
10À lg (ÅÃ) vergleichend gegenÄbergestellt. Es gilt folgende Definition:

ÅÇ =
P
Nutz

P
Rausch

=
NutzleistungÃ vonÃ Â(t)

RauschleistungÃ vonÃ Â(t)
Ã . (12.1)
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Bild 12.3: Vergleich von AM, FM und PCM hinsichtlich Signalrauschabstand.

Als Grundlage dieses Vergleichs wird vorausgesetzt: 

Ñ ein cosinusfÄrmiges Nachrichtensignal Ó(Ô) der Frequenz ÇÉÊËÈÍ,

Ñ eine konstante Sendeleistung ÄÀ, 

Ñ eine konstante Rauschleistungsdichte ÅÃ und

Ñ ein fÀr alle Frequenzen gleich dÁmpfender (verzerrungsfreier) Kanal mit ÖÒ(Ç) = Ê .

Die durchgehende Kurve der ZSB-AM ist aufgrund der hier gewÁhlten Abszisse eine
Gerade mit 45Õ Steigung. Die gestrichelte FM-Kurve (gÀltig fÀr den Modulationsindex
Ë=3) liegt fÀr Abszissenwerte grÄÅer als ca. 10 dB um etwa 11.3 dB darÀber.

Betrachten wir aber nun die Kurve des PCM-Systems 30/32. FÀr Abszissenwerte
zwischen 13 und 38 dB liegt dieses System oberhalb der FM-Vergleichskurve. Der maxi�
male StÄrabstandsgewinn von ca. 13 dB ergibt sich bei einem Abszissenwert von 23 dB.

Weiterhin ist aus Bild 12.3 zu ersehen, daÅ bei PCM der erreichbare Signalrausch�
abstand begrenzt ist. Auch bei sehr guten KanÁlen, bei denen durch das Rauschen Š(Ô)
praktisch keine Bitfehler verursacht werden, ergibt sich aufgrund der Quantisierungs�
verzerrungenÚstets ein endlicher Wert: ÉÛÜ ÉÙ. FÀr Bild 12.3 wurden Ÿ = 256 gleiche
Quantisierungsintervalle zugrundegelegt, so daÅ man 10Ž lg (ÉÙ)=20Ž lg (Ÿ)Ì48.2 dB
erhÁlt. Diese Gleichung gilt allerdings nur unter der vereinfachenden Annahme, daÅ das
Nachrichtensignal alle mÄglichen Amplitudenwerte mit gleicher Wahrscheinlichkeit
annimmt, was z.B. bei einem sÁgezahnfÄrmigen Signal zutrifft (siehe V12.2).

Der PCM-Kurvenzug, von rechts nach links betrachtet, entspricht einer Zunahme der
Bitfehlerwahrscheinlichkeit. Im horizontalen Ast sind die Auswirkungen von Ãbertra�
gungsfehlern auf das S/N-VerhÁltnis des Analogsignals im Vergleich zur Quantisierung
vernachlÁssigbar. Erst wenn die Bitfehlerwahrscheinlichkeit 10�� und mehr betrÁgt, wirkt
sich dies auch auf die QualitÁt des Sprach- oder Bildsignals aus. Ist ÎÏ zu groÅ (z.B. 1%
oder mehr), so ist das Digitalsystem sogar schlechter als die analoge ZSB-AM. 
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12.3 Signalabtastung und -rekonstruktion

Nun betrachten wir die ideale Abtastung des Analogsignals q(t)  Q(f), also die

Zeitdiskretisierung. Die Abtastung von q(t) kann als Multiplikation mit einem Diracpuls

p
È
(t) = Â

ÄÀ

ÍÅÃÀ
TÇ � É(t - Ê � TÇ) P

È
(f) = Â

ÄÀ

ËÅÃÀ
É(f - n � fÇ) (12.2)

aufgefaÁt werden. Unter einem Diracpuls pÈ (t) soll wie in Kapitel 9 eine unendliche

Summe (um gleiche AbstÂnde TÇ) verschobener Diracimpulse gleichen Gewichts ver�

standen werden. Somit gilt fÄr das abgetastete Signal im Zeit- und Frequenzbereich: 

qÇ(t) = q(t) � pÈ (t) QÇ(f) = Q(f) * P
È

(f)À . (12.3)

Bild 12.4 verdeutlicht diesen Sachverhalt im Zeitbereich. Nach dem Abtasttheorem ist

allerdings nur dann die gesamte Information des Analogsignals q(t) im abgetasteten

Signal qÇ(t) enthalten, wenn die Abtastfrequenz  fÇ = 1/TÇ mindestens doppelt so groÁ

ist wie die maximale Frequenz fÍÎÏÌÑ des Nachrichtensignals: 

fÇ Ó 2 � fÍÎÏÌÑ TÇ Ô
1

2 � fÍÎÏÌÑ
À .bzw. (12.4)

Das Gleichheitszeichen gilt nur bei einem Signal mit kontinuierlichem Spektrum Q(f).

Bei einem periodischen Signal mit einer Dirackomponente bei fÍÎÏÌÑ muÁ dagegen die

Abtastfrequenz fÇ stets (geringfÄgig) grÅÁer sein als 2Ö fÍÎÏÌÑ (siehe Versuch D12.1).

t

tÒÇ 2ÒÇ

q(t)

qÇ(t)

p
È
(t) TÇGewicht jeweils

ÒÇ 2ÒÇ t

(a)

(b)

(c)

Õ � ÒŠ. . .

. . .
Õ � ÒŠ

q(TÇ)

q(2TÇ)

Bild 12.4: Abgetastetetes Signal (c) als Produkt von Analogsignal (a) und Diracpuls (b).
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Zur Interpretation des Abtasttheorems betachten wir nun den Frequenzbereich. Das
Spektrum eines Diracpulses pd (t) im Zeitbereich ist entsprechend (12.2) ein Diracpuls
Pd (f) im Frequenzbereich, wobei der Abstand der einzelnen Spektrallinien fÎ betrÁgt.
Die Herleitung dieser wichtigen Beziehung sollte bereits in der Vorbereitungsfrage V9.3
erfolgen. Das Spektrum QÎ(f) ergibt sich nach (12.3) aus der Faltung von Q(f) mit Pd (f).
Daraus folgt, daÂ QÎ(f) gleich der im Abstand fÎ periodisch fortgesetzten Funktion Q(f)
ist. Das Spektrum des abgetasteten Signals ist somit unendlich breit (vgl. Bild 12.5). 

Î Î
20 fÁ Á

Î
2 Á

Î
Á--

Â(Á)
. . .. . .

HTP(f)
Q
Î
(f)

ÁÄÀ2

Bild 12.5: Spektren Q(f) und QÎ(f) von analogem bzw. abgetastetetem Signal.

Betrachten wir abschlieÂend noch die Signalrekonstruktion, also die Gewinnung des
wert- und zeitkontinuierlichen Sinkensignals Å(t) aus dem wert- und zeitdiskreten Signal
ÅÏ(t). Vereinfachend - aber ohne EinschrÁnkung der AllgemeingÄltigkeit - nehmen wir
an, daÂ ÅÏ(t)Ã qÎ(t) sei. Dies entspricht einer VernachlÁssigung der Quantisierungsver�
zerrungen sowie einer fehlerfreien Àbertragung. Aus Bild 12.5 ist zu ersehen, daÂ die
Signalrekonstruktion durch einen ideal rechteckfÅrmigen TiefpaÂ (KÁpfmÁller-TiefpaÂ)
mit der Grenzfrequenz fG= fÎ/2 realisiert werden kann. Dann gilt:

V(f) = V
Ï
(f) � H

TP
(f) Ç Q

Î
(f) � H

TP
(f) = Q(f)Ã . (12.5)

Im Zeitbereich bedeutet die Filterung mit dem KÄpfmÄller-TiefpaÂ eine Interpolation
von ÅÏ(t) mittels einer si-Funktion (Impulsantwort des KÄpfmÄller-Tiefpasses).

Die Wiederherstellung des Analogsignals beim EmpfÁnger ist allerdings nur dann
verzerrungsfrei mÅglich (Å(t) = q(t)), wenn sendeseitig das Abtasttheorem beachtet
wurde. Ist dieses nicht erfÄllt (d.h. ist TÎ zu groÂ bzw. fÎ zu klein), so kommt es zu nicht�
reversiblen Àberschneidungen im Spektralbereich (vgl. Bild 12.6). Die Spektren kÅnnen
dann durch einen TiefpaÂ nicht mehr getrennt werden; man spricht von  Aliasing.

In der Praxis wird anstelle des idealen, diracfÅrmigen Pulses pd (t) zur Abtastung oft
ein Puls pR(t) mit schmalen Rechteckimpulsen verwendet. Dies fÄhrt zu geringfÄgigen,
aber reversiblen VerfÁlschungen (vgl. Vorbereitungsfrage V12.3).

Î Î
20 fÁ Á

Î
2 Á

Î
Á--

. . .. . .

Í

Q
Î
(f)

3 ÁÎ

Bild 12.6: Spektrum QÎ(f) bei Nichteinhaltung des Abtasttheorems.
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12.4 Vorbereitungsfragen

V12.1: Seit vielen Jahren wird in Deutschland das PCM-System 30/32 eingesetzt. Dieses
erlaubt die digitale Ábertragung von bis zu 30 SprachkanÂlen (jeweils fÄr eine maximale
NF-Frequenz von ÌÂÄÀÅÃ = 4 kHz) zusammen mit einem Synchronisations- und einem
WÂhlzeichenkanal, so daÀ die Gesamtkanalzahl Z=32 ist (ZÑÓÔmÖÒÔÓpÒÑxÕyÕÔÑm).

a) Mit welcher Abtastfrequenz ÌÇ mÄssen die Sprachsignale abgetastet werden? In wel�
chem zeitlichen Abstand ŠÇ erfolgt die Abtastung, wenn man den kleinstmÅglichen
Wert von ÌÇ heranzieht?

 
b) Die abgetasteten Sprachsignale werden jeweils mit M=256 Stufen quantisiert und

jeder Quantisierungswert wird mit N BinÂrsymbolen Äbertragen. Wie groÀ ist N?

c) Welche Zeit ŠÉ wÄrde zur Ábertragung eines BinÂrsymbols zur VerfÄgung stehen,
wenn nur ein Kanal vorhanden wÂre? (ŠÉ bezeichnet die Bitdauer.)

d) Welche Zeit ŠÉ steht zur Ábertragung eines BinÂrsymbols zur VerfÄgung, wenn alle
Z=32 KanÂle berÄcksichtigt werden?

e) Geben Sie eine allgemeingÄltige Gleichung fÄr ŠÉ an. Wie groÀ ist die Bitrate ÌÉ?
HÓÚwÑÓÕ: Im Gegensatz zur Frequenz in "Hz" hat die Bitrate die Einheit "bit/s".
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V12.2: Das Prinzip der linearen Quantisierung wurde im Abschnitt 12.2 anhand von Bild
12.2 erlÁutert. Nun soll die damit verbundene BeeintrÁchtigung der PCM-Âbertragung
durch die Quantisierungsverzerrungen quantitativ erfaÄt werden.

q(t) q
Û

(t)
Quantisierungt

q
ÜÙŸ

q(t)

- q
ÜÙŸ

lineare

T
Ž

Wir gehen wir von einem sÁgezahnfÀrmigen Nachrichtensignal q(t) aus, das innerhalb
der Zeit TŽ linear von -qÜÙŸ auf +qÜÙŸ ansteigt. Im folgenden sei stets qÜÙŸ= 6V. Bei
Quantisierung mit M=6 Stufen, wobei die einzelnen Intervalle alle gleich seien (Breite
Á), erhÁlt man das in nachfolgender Skizze eingezeichnete quantisierte Signal qÛ(t). 

Vorausgesetzt, der Quantisierungsbereich (ÂQÜÙŸ) stimme mit dem Signalbereich
(ÂqÜÙŸ) exakt Åberein, ergeben sich fÅr M=6 die Intervallgrenzen 0V, Â2V und Â4V.
Die mÀglichen Amplitudenwerte fÅr das quantisierte Signal sind Â1V, Â3V und Â5V.

Intervall-
grenzen

6V

Quantisierungs-
werte

t

4V

2V

0V

-2V

-4V

-6V

5V

3V

1V

-1V

-3V

-5V

q
Û

(t)

Ä
Û
(t)

t

q(t)

Q
ÜÙŸ À =

2Q
ÜÙŸ

M

T
Ž

T
Ž

- Q
ÜÙŸ

a) Skizzieren Sie das Fehlersignal ÄÛ(t) = qÛ(t) - q(t) in obiges Diagramm. Berechnen
Sie anschlieÄend dessen quadratischen Mittelwert (Quantisierungsrauschleistung):   

P
Û

= Ä
Û
(t)� =

1
T
Ž

� Å
ÃÇ

Ž

Ä
Û
(t)�Ã dtÃ . (12.6)



280 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

b) Berechnen Sie die Nutzleistung PS des Nachrichtensignals q(t) in analoger Weise.

c) Berechnen Sie mit den Werten aus a) und b) das S/N-VerhÁltnis �Q=PS/PQ. Welche

Zahlenwerte (in dB) ergeben sich bei einer Quantisierung mit 8 Bit (M= 28, z.B.

PCM-System 30/32) bzw. mit 16 Bit (M= 216, z.B. CD-Technik)?

d) Wieviele Quantisierungsstufen M sind erforderlich, damit der Quantisierungsrausch�

abstand mindestens 60 dB betrÁgt (das entspricht in etwa "MusikqualitÁt")? Mit wie�

vielen Bits mÂssen demnach die Abtastwerte quantisiert werden?

e) Geben Sie alle Voraussetzungen an, die erfÂllt sein mÂssen, damit das unter Punkt c)

berechnete S/N-VerhÁltnis exakt stimmt.
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V12.3: Die ideale Abtastung lÁÂt sich mathematisch durch die Multiplikation mit dem

Diracpuls p� (t) exakt beschreiben (vgl. Bild 12.4). In der Praxis muÂ zur Abtastung jedoch

anstelle des idealen, diracfÄrmigen Pulses  p� (t) stets ein Puls  pÁ(t) mit schmalen Recht�

eckimpulsen verwendet werden. Die Breite eines einzelnen Rechteckimpulses Â(t) sei TÁ,

die HÄhe 1/TÁ (siehe nachfolgende Skizze).

a) Zeichnen Sie in das untere Diagramm das Signal qÄ(t) ein, das sich ergibt, wenn man

das Analogsignal q(t) mittels des Rechteckpulses pÁ(t) natÀrlich abtastet. Hinweis: Im

Versuch D12.2 wird auf den Unterschied zwischen der hier betrachteten natÀrlichen

und der sogenannten diskreten Abtastung ausfÀhrlicher eingegangen. 

tÀÄ 2ÀÄ

qÄ(t)

pÁ(t)

ÀÄ 2ÀÄ tÅ � ÀÃ. . .

. . .

Å � ÀÃ

ÀÇ

1ÉÀÇ

q(t)

Ê Ê Ê

b) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Pulsen p� (t) und pÁ(t)?
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c) Geben Sie das Spektrum PR(f) des Rechteckpulses pR(t) formelmÁÂig an. Skizzieren

Sie PR(f) in das nachfolgende Diagramm fÄr TR/TA=4.  

P
R
(f)

f�f
A1 2 3 4 5 6 7 8-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

d) Skizzieren Sie qualitativ das Spektrum QA(f) eines mit einem Rechteckpuls pR(t) ab�

getasteten bandbegrenzten Nachrichtensignals q(t)  Q(f). Interpretation. 

Â

A A
20 fÄ Ä

A
2 Ä

A
Ä--

À(Ä)

. . .

Q
A
(f)

ÄÅÃ2

e) Wie kann das Nachrichtensignal am EmpfÁnger rekonstruiert werden?Â

Â
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12.5 VersuchsdurchfÁhrung

Alle nachfolgenden Aufgaben sollen mit dem Programm "pcm" durchgefÁhrt werden.

Hierbei gilt fÁr das Quellensignal (frei wÂhlbare Parameter sind mit Pfeilen markiert):

q(t) = A! + Á
#!

Â=#

CÂ � cos(2Ä � i � f! � t - ÀÂ)Ä Ä Ä Ä mitÄ Ä Ä Ä f! =
1

T!
Ä . (12.7)

Hinweis: Aufgrund des nichtvorhandenen Zeichens "À" wird bei der Programmeingabe

"-Å " verwendet. Dies entspricht der im Praktikum verwendeten Nomenklatur.

ÃÇÉÊÇË Der erste Versuch beschÂftigt sich mit der Signalabtastung und -rekonstruktion.

WÂhlen Sie zunÂchst das Standardsystem A. Damit wird fÁr q(t) ein 5 kHz-Cosinussignal

ausgewÂhlt (T! = 1 ms, C5 = 1, alle anderen Signalparameter 0) und ein PCM-System

ohne Quantisierungsverzerrungen simuliert (MÈÍ). Das Eingangssignal des Blockes

"Signalrekonstruktion" (idealer TiefpaÀ mit Grenzfrequenz  f$) ist in diesem Fall identisch

mit dem abgetasteten Signal (siehe nachfolgendes Modell). 

AbtastungQuelle Signalrekon- Sinke
Î(t)q(t) q%(t)

struktion

a) Wieviele Abtastwerte sind zur Beschreibung des gesamten Signalverlaufs (d.h. von

-Í ... +Í) einer harmonischen Schwingung q(t) = qÏ Ìcos (ÑÓ Ì t&&- ÀÓ) erforderlich?

b) Betrachten Sie nun die Âquidistante Abtastung mittels eines Diracpulses. Welche ist

die kleinstmÅgliche Abtastfrequenz  f% fÁr ein auf 5 kHz bandbegrenztes Signal q(t),

wenn dessen Spektrum bei 5 kHz keine Spektrallinie aufweist? Wie groÀ muÀ die

Grenzfrequenz  f$ des idealen Tiefpasses zur Signalrekonstruktion gewÂhlt werden? 

c) Betrachten Sie im Programm "pcm" die Signale q%(t) und Î(t) sowie deren Spektren,

wenn q(t) ein 5 kHz-Cosinussignal ist und die Abtastfrequenz f% = 10 kHz betrÂgt

(f%/f! = T!/T% =10). Kann dieses Signal verzerrungsfrei rekonstruiert werden?
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d) WÁhlen Sie nun die Phase des 5 kHz-Signals zu 45_. Ist auch dieses Signal mit der

Abtastfrequenz  f’ = 10 kHz vollstÁndig rekonstruierbar? BegrÂnden Sie das Ergeb�

nis durch eine (komplexe) Frequenzbereichsbetrachtung.

e) Welches Sinkensignal erhÁlt man bei sinusfÄrmigem Nachrichtensignal (Phase 90_)?

f) Zeigen und begrÂnden Sie, daÀ bereits durch eine geringfÂgige ErhÄhung der  Abtast�

frequenz das Signal verzerrungsfrei rekonstruiert werden kann. WÁhlen Sie hierzu

f’ = 11 kHz (Anmerkung: Im Programm ist das VerhÁltnis f’/f( stets ganzzahlig).

g) WÁhlen Sie nun das "Mustersignal 1" mit folgenden Parametern: T(=1ms, A(=0.1,

C)=0.26 (Â) : -10_), C*=0.54 (Â* : 180_), C3=0.30 (Â3 : -60_), C4=0.14 (Â4: 20_).

Zeigen Sie, daÀ auch dieses Analogsignal verzerrungsfrei rekonstruiert werden kann,

wenn die Abtastung mit  f’ = 10 kHz erfolgt und die Grenzfrequenz  f+ des idealen

Tiefpasses 5 kHz betrÁgt.

h) WÁhlen Sie nun bei gleichem Abtastsignal q’(t) die (normierte) Grenzfrequenz  f+/f’
gleich 0.35 bzw. 0.65. Interpretieren Sie die unzureichenden Ergebnisse.
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D12.2: Nun sollen die Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen der natÁrlichen und

der diskreten Abtastung in Zeit- und Frequenzbereich herausgearbeitet werden. WÂhlen

Sie hierzu das "Mustersignal 1" und das TastverhÂltnis T,/T/ = 0.5 (siehe Skizze). 

a) Betrachten Sie das Signal q/(t) bei natÁrlicher und diskreter Abtastung. Skizzieren Sie

jeweils  q/(t) fÁr das vorgegebene Analogsignal und beschreiben Sie die Unterschiede.

Hinweis: Entsprechend der Voreinstellung von "pcm" ergibt sich bei der diskreten

Abtastung stets ein akausales Signal. Mit dem MenÁpunkt P (Programmeinstellungen:

Rechteckpuls ungerade) lÂÄt sich dieses Ândern. Arbeiten Sie trotzdem mit der Einstel�

lung "Rechteckpuls gerade", um komplexe Spektren zu vermeiden.

t

Analogsignal q(t)
Á

natÁrliche Abtastung

t

Á
Analogsignal q(t)

diskrete Abtastung (kausale Darstellung: Rechteckimpuls ungerade)

t

T
,

Rechteckpuls p,(t) T
/

t

Á
Analogsignal q(t)

diskrete Abtastung (akausale Darstellung: Rechteckimpuls gerade)
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b) Geben Sie fÁr beide Abtastarten eine analytische Beschreibung des Zeitsignals qA(t)

an, und zwar unter Verwendung des Analogsignals q(t), des Diracpulses  p6 (t) und

eines Rechteckimpulses Â(t) mit der Breite TR und der HÂhe 1/TR (siehe V12.3).

c) Welche Folgerungen ergeben sich aus dem Ergebnis von b) fÁr die dazugehÂrigen

Spektren QA(f)? Verwenden Sie die Fourierkorrespondenz Â(t)  R(f).

d) WÄhlen Sie nun im MenÁpunkt P (Programmeinstellungen) die Option "Normierung"

sowie "Mustersignal 2" mit den Parameterwerten C1=C2=C3=C4=1 (alle Phasen�

winkel 0Ä) und T0=1ms, A0=0. Betrachten Sie im Programm "pcm" (MenÁpunkt B)

das Spektrum QA(f) bei natÁrlicher Abtastung. Interpretieren Sie Ihre Berechnungen

aus Punkt c) anhand der ausgegebenen Graphen.

Hinweis: Im Programm "pcm" ist die HÂhe der Rechtecke nicht 1/TR, sondern 1.
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e) Zeigen Sie anhand des mittleren quadratischen Fehlers 

Á
2
7Á(Â) =

1

Ä0

� À
ÅÃ

0

Çu(Â) - É(Â)Ê2Â dÂ (12.8)

zwischen Sinken- und Quellensignal, daÁ bei natÄrlicher Abtastung ein KÄpfmÄller-

TiefpaÁ mit der Grenzfrequenz ËG= ËA/2=5kHz zur Signalrekonstruktion ausreicht.

ÈÍÎÏÌÍÑÓ Da im Programm die Rechtecke die Amplitude 1 haben (und nicht 1/ÄR), ist

beim TiefpaÁfilter eine entsprechende GleichsignalverstÀrkung È(0) erforderlich.

  

f) Wie groÁ ist bei diskreter Abtastung und Signalrekonstruktion mittels KÄpfmÄller-

TiefpaÁ der mittlere quadratische Fehler? BegrÄnden Sie diese Tatsache anhand des

Spektrums ÔA(Ë). 

g) Versuchen Sie, den mittleren quadratischen Fehler durch ein geeignetes TiefpaÁfilter

(praktisch) zu Null zu machen. Welchen Frequenzgang hat dieses Filter?



288 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

D12.3: Nun soll der EinfluÁ der Quantisierung untersucht werden. WÂhlen Sie hierzu ein

1 kHz-Cosinussignal und gleichmÂÁige Quantisierung mit der Stufenzahl M = 28=16;

diese ist aus Demonstrationszwecken bewuÁt klein gewÂhlt. Hinweis: Zur Aktivierung der

Quantisierung mÄssen Sie im Block Abtastung den obersten MenÄpunkt auswÂhlen.  

Mit dem MenÄpunkt Q5 (Quantisierungskennlinien/MQF bei spontaner Quantisierung)

kann das Fehlersignal Â9(t) = q9(t) - q(t) entsprechend der Definition von V12.2 sowohl

fÄr das eingestellte Cosinussignal (mit der Nutzleistung P; = 1/2) als auch fÄr ein sÂge�

zahnfÀrmiges Nachrichtensignal (P; = 1/3) dargestellt werden. AuÁerdem wird hier noch

jeweils die Quantisierungsrauschleistung P9 gemÂÁ Gl. (12.6) und der Quantisierungs-

Rauschabstand 10Ä lg(À9)=10Ä lg(P;/P9) ausgegeben.          

a) Betrachten und beschreiben Sie die jeweiligen Fehlersignale.

b) Welche Werte ergeben sich fÄr P9 und 10Ä lg(À9)=10Ä lg(P;/P9)? Vergleichen Sie den

vom Programm ausgegebenen Quantisierungsrauschabstand (in dB) mit dem in V12.2

fÄr das SÂgezahnsignal berechneten Wert.                 

(simuliert) (berechnet)

P
;NF-Signal (simuliert) (simuliert)

SÂgezahn

Cosinus

P
9

10 � lg(À
9

) 10 � lg(À
9

)

c) Wiederholen Sie den Versuch b) mit  M = 2< = 256. 

(simuliert) (berechnet)

P
;NF-Signal (simuliert) (simuliert)

SÂgezahn

Cosinus

P
9

10 � lg(À
9

) 10 � lg(À
9

)

Muster-
signal 1
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d) WÁhlen Sie als Quellensignal das Mustersignal 1. Die anderen Einstellungen bleiben

gegenÂber Punkt c) unverÁndert: Abtastfrequenz fA = 10 kHz, Quantisierung mit
M= 28= 256.Welche Werte ergeben sich fÂr PS, PQ und 10> lg(ÁQ)=10> lg(PS/PQ)?
Tragen Sie diese Werte in die letzte Tabelle ein und interpretieren Sie diese.

    
e) Betrachten Sie weiterhin die Einstellungen nach Punkt d). Die Signalrekonstruktion

ist ideal, die Äbertragung fehlerfrei. Damit ist die Abweichung zwischen Sinken- und
Quellensignal allein auf die Quantisierung zurÂckzufÂhren. Zeigen Sie, daÀ sich trotz�
dem der mittlere quadratische Fehler zwischen Â(t) und q(t) entsprechend Definition
(12.8) von der Quantisierungsrauschleistung PQ gemÁÀ (12.6) unterscheidet:  

Ä 2ÀÅ(t) =
1
T0

� Ã
ÇÉ

0

ÊÂ(t) - q(t)Ë2Å dt PQ =
1
T0

� Ã
ÇÉ

0

ÊqQ(t) - q(t)Ë2Å dtÅ .È

BegrÂnden Sie dieses Ergebnis. Hinweis: PQ und 10> lg(ÁQ)=10> lg(PS/PQ) wurden
bereits in d) bestimmt. Der MQF gemÁÀ (12.8) sowie der zugehÃrige StÃrabstand
10> lg(ÁÍ) kÃnnen im Fenster "ZeitsignalverlÁufe/Sinkensignal" abgelesen werden.

Ä 2ÀÅ(t) =

PQ = 10 � lg(ÁQ) =

10 � lg(ÁÀ) =

f) Betrachten und beschreiben Sie fÂr die getroffene Einstellung die Signale qA(t), qQ(t),
qC(t), ÂC(t), ÂQ(t) und Â(t). Welche sind gleich? 

g) Welche StÃrabstÁnde ergeben sich, wenn der Quantisierungsbereich (ÎQmax) nicht
mit dem Signalbereich (Îqmax) Âbereinstimmt? Letzterer betrÁgt beim Mustersignal
1 etwa qmax = 1. WÁhlen Sie hierzu Qmax = 0.7, 0.8 und 1.3. BegrÂnden Sie diese
Ergebnisse. Warum ist hier Qmax = 0.8 sogar gÂnstiger als Qmax = 1?

Qmax = 0.8 :Å Å 10 � lg(ÁÀ) =

Qmax = 1.3 :Å Å 10 � lg(ÁÀ) =

Qmax = 0.7 :Å Å 10 � lg(ÁÀ) =
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D12.4: Bei Sprach- und Musiksignalen werden VerfÁlschungen der leisen Signalanteile

(Werte in der NÁhe der Nullinie) als stÂrender empfunden als BeeintrÁchtigungen groÄer

Amplitudenwerte. Diese Tatsache legt eine von den Bereichsgrenzen zur Nullinie hin zu�

nehmend feinere Quantisierung nahe. Eine solche ungleichmÁÂige Quantisierung kann z.B.

dadurch realisiert werden, in dem die abgetasteten Werte q?(Â ÄT?) zunÁchst durch eine

nichtlineare Kennlinie y(x) verformt und die entstehenden Ausgangswerte qK(Â ÄT?)

gleichmÁÄig quantisiert werden. Damit ergibt sich folgende Signalkette:  

ÀÅÃÇÉÊËËÅÉ ÈÍÎÊÏÉÊÉ
ÌÑÏÎÓÍËÍÊÉÊÉ ÔÅÖÍÊÉÊÉ

q
?
(t)

ÒÔÕŠ ÀÏÎÏÈ

q
K
(t) q

@
(t) q

F
(t)

ÚÊÛÅÖÍÊÉÊÉ
ÒÔÕŠ

Ü
F
(t) Ü

I
(t)

ÙŸÇÏÎÖÊÉ

Ü
@

(t)

Eine solche ungleichmÁÄige Quantisierung bedeutet VerstÁrkung kleiner und eine

AbschwÁchung groÄer Signalwerte (Kompression). Diese bewuÄte Signalverzerrung muÄ

beim EmpfÁnger durch die Umkehrfunktion der jeweils verwendeten Kompressorkenn�

linie wieder rÀckgÁngig gemacht werden (Expandierung). Den Gesamtvorgang von sende�

seitiger Kompression und empfÁngerseitiger Expansion nennt man auch Kompandierung.

FÀr das PCM-System 30/32 wurde vom CCITT (ComitÄ Consultatif International des

TÄlÄgraphique et TÄlÄphonique) die sogenannte A-Kennlinie empfohlen:  

1 + ln(A � x)

1 + ln A

y(x) =

fÀr
1

A
Ž x Ž 1Å ,

A � x

1 + ln A
-

1

A
Ž x Ž

1

A
Å ,fÀr

-
1 + ln(- A � x)

1 + ln A
- 1 Ž x Ž -

1

A
Å .fÀr

(12.9)

Hierbei ist  x = q?(Â ÄT?)/QJLO und y= qK(Â ÄT?)/QJLO zu setzen. Diese Kennlinie mit

dem in der Praxis eingefÀhrten Wert A = 87.56 hat eine sich stÁndig Ándernde Steigung.

a) Gehen Sie wieder vom Mustersignal 1 aus. Stellen Sie die Quantisierungsstufenzahl

M = 2U (QJLO = 1) und die ungleichmÁÄige Quantisierung gemÁÄ der A-Kennlinie

(A = 87.56) ein. Betrachten Sie die vom Programm angezeigten Quantisierungskenn�

linien (MenÀpunkt "Q"). Welche Bedeutung haben die einzelnen Kennlinien?

qK = f(q?):

q@ = f(qK):

q@ = f(q?):

Ü@ = f(ÜI):

Ü@=f(q?):
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 b) Welche VerfÁlschungen ergeben sich bei gleichmÁÂiger Quantisierung, welche bei
ungleichmÁÂiger Quantisierung (Kompandierung) gemÁÂ der A-Kennlinie? Tragen
Sie die Ergebnisse in die erste Zeile der unteren Tabelle ein und bewerten Sie diese.

mit AÁ=Ä87.56

Quantisierungskennlinie

mit 13-Segmente

Á
V

ÁÂ(t) =

gleichmÁÂig

Mustersignal 1
(MS1)

0.1 � MS1

0.9 + 0.1 � MS1

10 � lg(rÁ) =

Á
V

ÁÂ(t) =

10 � lg(rÁ) =

Á
V

ÁÂ(t) =

10 � lg(rÁ) =

Á
V

ÁÂ(t) =

10 � lg(rÁ) =

Á
V

ÁÂ(t) =

10 � lg(rÁ) =

Á
V

ÁÂ(t) =

10 � lg(rÁ) =

Á
V

ÁÂ(t) =

10 � lg(rÁ) =

Á
V

ÁÂ(t) =

10 � lg(rÁ) =

Á
V

ÁÂ(t) =

10 � lg(rÁ) =

c) Betrachten Sie nun ein gegenÀber Punkt b) um den Faktor 10 kleineres Nachrichten�
signal (AW=0.010, CX=0.026, CV=0.054, CY=0.030, C[=0.014, Phase gegenÀber
dem Mustersignal 1 unverÁndert): q\]^ = 0.1. Welche VerfÁlschungen ergeben sich
nun bei gleichmÁÂiger bzw. ungleichmÁÂiger Quantisierung? Tragen Sie Ihre Ergeb�
nisse in die zweite Zeile obiger Tabelle ein und bewerten Sie diese. 

d) Åberlagern Sie nun dem Signal nach Punkt c) noch einen zusÁtzlichen Gleichanteil
von 0.9 (AW=0.910, CX=0.026, CV=0.054, CY=0.030, C[=0.014), so daÂ wieder
q\]^ = 1 gilt. Welche Ergebnisse liefern hier die gleichmÁÂige bzw. die ungleich�
mÁÂige Quantisierung? Wie ist dieses Ergebnis zu interpretieren?
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Die A-Kennlinie hat eine sich stÁndig Ándernde Steigung, wodurch alle Quanti�
sierungsintervalle unterschiedliche GrÂÄe haben. Als Konsequenz werden somit zur
anschlieÄenden Codierung, und auch zur Decodierung, 2N-1 Vergleichsnormale benÂtigt,
was fÀr grÂÄere _ technisch schwer zu realisieren ist.

Dieser Nachteil ist bei der sogenannten 13-Segment-Kennlinie nicht mehr gegeben.
FÀr |‘|Â 1/64 ist diese Kennlinie identisch mit der A-Kennlinie. FÀr |‘|> 1/64 ergeben
sich mit j=1, ..., 6 folgende weitere 12 Bereiche der Kompressorkennlinie:   

24-k � ‘ +
j

8o(‘) =
fÀr 2k-7 Â ‘ Â 2k-6Å ,

24-k � ‘ -
j

8
- 2k-6 Â ‘ Â - 2k-7Å .fÀr

(12.10)

Die Steigungen und damit auch die GrÂÄe der Quantisierungsintervalle sind jetzt inner�
halb eines Segmentes gleich und verhalten sich bei benachbarten Abschnitten wie 2:1.

e) Die Stufenzahl sei weiterhin q= 28. Verwenden Sie nun die ungleichmÁÄige Quan�
tisierung mit der 13-Segment-Kennlinie. Welcher prinzipielle Unterschied ist an den
Kennlinien vK= f(vA) und ÄQ= f(vA) gegenÀber Punkt b) festzustellen?

 f) Wiederholen Sie nun die Versuche b) bis d) mit der 13-Segment-Kennlinie? Tragen
Sie Ihre Ergebnisse in die Tabelle bei Punkt b) ein und bewerten Sie diese. 

ÀÅÃÇÉÊ Nun wird die PCM-Codierung/-Decodierung sowie der EinfluÄ von Bitfehlern
untersucht. Gehen Sie vom z{|}~|“~ËoË{ÈÍÎÏ ausÌÎEingestellt ist damit das Mustersignal 1
sowie gleichmÁÄige Quantisierung (mit q= 28), und die Umsetzung der quantisierten
Abtastwerte vQ(Ñ ÓÔA) in das BinÁrsignal vC({) erfolgt gemÁÄ dem Dualcode. Diese Zuord�
nung ist fÀr q= 8 (_= 3) in der Skizze auf der nÁchsten Seite (links) veranschaulicht. 

In der Skizze rechts ist zusÁtzlich die Zuordnung des Gray-Codes, ebenfalls fÀr q=8
(_=3), angegeben. Dieser ist so konstruiert, daÄ sich benachbarte Quantisierungswerte
genau um ein Bit unterscheiden. Mit Ausnahme einer VerfÁlschung des ersten Bits wirkt
sich somit jeder Ãbertragungsfehler im Mittel weniger stark aus als beim Dualcode. 
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a) Skizzieren Sie fÁr die eingezeichneten Quantisierungswerte das codierte Signal qC(t)
bei Dual- bzw. Gray-Codierung.

LLO

t

Quantisierungswerte
LLL

LLO

LOL

LOO

OLL

OLO

OOL

OOO

q
C
(t)

Dualcode

LOO

LOL

LLL

OLO

OLL

OOL

OOO
Gray-Code

q(t)

q
C
(t)

t

Dualcode

Gray-Code

Bitfehler (siehe Punkt b und c)

b) Betrachten Sie die Dualcodierung. Welche Werte wÁrden fÁr ÁQ(3ÂTA) und ÁQ(5ÂTA)
nach der Decodierung ausgegeben, wenn bei der Âbertragung des 3. Quantisierungs�
wertes das letzte Bit (LSB, Äeast Àignificant Åit) und bei der Âbertragung des 5.
Quantisierungswertes das erste Bit (MSB, Ãost Àignificant Åit) verfÄlscht wurde?

c) Welche Auswirkungen haben obige Fehler dagegen bei der Gray-Codierung?

d) Betrachten Sie nun mit dem Programm "pcm" die Signale vor und nach dem PCM-
Coder (M = 28 ) und ÁberprÁfen Sie die Dualcode-Zuordnung der quantisierten
Werte zu den Bitfolgen.
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e) Erzeugen Sie im Programm "pcm" jeweils einen Bitfehler fÁr den Abtastwert Nr. 3.
Betrachten Sie dessen Auswirkungen auf das rekonstruierte Signal? Verwenden Sie
als Kriterium hierzu wieder den Sinken-SignalstÂrabstand 10Â lg(ÄÀ). Diesen kÂnnen
Sie z.B. im Fenster "ZeitsignalverlÄufe/Sinkensignal" ablesen. 

10 � lgÀ (ÄÅ)

kein Bitfehler  ein Bitfehler
(LSB)

 ein Bitfehler
(3. Bit)

 ein Bitfehler
(MSB)

FÁr den Gray-Code gilt die folgende Konstruktionsregel: Ausgangspunkt fÁr N=1 sind
die beiden Symbole "O" und "L". Beim Åbergang von N auf N+1 wird der "Kern"
Ábernommen und darunter noch einmal in umgekehrter Reihenfolge geschrieben. Der
obere Block wird dann vorne mit "O", der untere mit "L" ergÄnzt:

ÃÃ
ÃÃ
ÃÃÇÇ
ÇÇ
ÇÇ

O ÉÉ
ÉÉ
ÉÉ
ÉÉ
ÉÉÊÊ
ÊÊ
ÊÊ
ÊÊ
ÊÊ

O

OL
O

N=1:

Nr. 0: O
Nr. 1: L

N=2:

Nr. 0:
Nr. 1: L

O
O

Nr. 2: L
Nr. 3: O

L
L

N=3:

Nr. 0:
Nr. 1:

O

Nr. 2: L
Nr. 3:

L
L

O
O
O
O

Nr. 4:
Nr. 5:
Nr. 6:
Nr. 7:

OLL
LLL
LOL
OOL

wie N=2

wie N=2,
aber von unten

nach oben

f) Wie lautet der Gray-Code fÁr N = 4? ÅberprÁfen Sie Ihr Ergebnis per Programm.

g) Wiederholen Sie den Versuch von Punkt e) fÁr den Gray-Code, wieder mit  M = 28.
Interpretieren Sie die unterschiedlichen Ergebnisse. 

10 � lgÀ (ÄÅ)

kein Bitfehler  ein Bitfehler
(LSB)

 ein Bitfehler
(3. Bit)

 ein Bitfehler
(MSB)
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13 Fehlerwahrscheinlichkeit

Inhalt: In diesem Kapitel werden mit der Bitfehlerwahrscheinlichkeit und der Bitfehler�
quote die wichtigsten Beurteilungskriterien eines Digitalsystems definiert. AnschlieÁend
wird die Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit bei einem durch GauÁsches Rauschen
gestÂrten binÄren oder mehrstufigen Digitalsignal und die Bestimmung der optimalen
Schwellenwerte des EmpfÄngers beschrieben. FÀr das hierzu benÂtigte GauÁsche Fehler�
integral werden verschiedene NÄherungen angegeben.

13.1 Beurteilungskriterien eines Digitalsystems      

Bild 13.1 zeigt ein sehr einfaches und deshalb auch allgemeingÀltiges Modell eines
digitalen Åbertragungssystems. Die digitale Quelle und die digitale Sinke werden durch
die beiden  Zufallsfolgen ÁÂÄ À und ÁÅÄ À beschrieben (vgl. Abschnitt 1.1); i.a. sind diese
Ã-stufig. Das gesamte digitale Åbertragungssystem (ÇÉÊÉËÈÍÎÏÌÑÓÎÏËÏÈÊÔÖÊÒÕÈÖÈÍ) wird
als "Black Box" betrachtet und allein durch die Fehlerfolge Á ÎÄ À charakterisiert. Bei
fehlerfreier Åbertragung (ÅÄ=ÂÄ) gilt ÎÄ=0, andernfalls (ÅÄŠÂÄ) wird ÎÄ=1 gesetzt.

Ú

Ú dig.
Sinke

dig.
Quelle

Digitales
Ûbertragungssystem

Komparator

ÂÜÙ ÅÜÚÙ

ÎÜÙ

Bild 13.1: Einfachstes Modell eines digitalen Åbertragungssystems. 

Das wichtigste Beurteilungskriterium eines jeden digitalen Åbertragungssystems ist
die (mittlere) ŸŽ�Ó�Í�Î�ÍÎÏ È�ÏÒ!�ÎÉÖÍÉ!�ÕÎÉËÌÌÌ

"# = E$"(ÅÜ % ÂÜ)& = "(ÅÜ% ÂÜ) = lim
’()

1
* �+

’

Ü,-
"(ÅÜ% ÂÜ)Ã . (13.1)

Die Berechnung als Erwartungswert E[ ... ] entspricht einer Ÿ!�ÈÏ�ÉËËÎÍÔÖÊ Àber die
VerfÄlschungswahrscheinlichkeit "(ÅÄ=ÂÄ) des /-ten Symbols, wÄhrend die im rechten
Teil der Gleichung verwendete Àberstreichende Linie eine 0ÎÉË�ÉËËÎÍÔÖÊ kennzeichnet.

Der Begriff ŸŽ�Ó�Í�Î�ÍÎÏ È�ÏÒ!�ÎÉÖÍÉ!�ÕÎÉË wird unabhÄngig von der Stufenzahl Ã des
Systems verwendet. FÀr den Sonderfall Ã = 2 sind die Symbolfolgen ÁÂÄ À und ÁÅÄ À binÄr
("O" oder "L"), und man bezeichnet die Wahrscheinlichkeit gemÄÁ (13.1) dann auch als
1ÉË�Î�ÍÎÏ È�ÏÒ!�ÎÉÖÍÉ!�ÕÎÉË "34Diese GrÂÁe eignet sich z.B. gut fÀr die Konzipierung und
Optimierung noch zu planender Systeme. Dagegen muÁ zur meÁtechnischen Erfassung
der QualitÄt eines realisierten Digitalsystems oder bei einer Systemsimulation stets auf
die 1ÉË�Î�ÍÎÏÂÔ�ËÎ �3 (engl.: 1ÉËÌ6ÏÏ�ÏÌ7ÈËÎ, BER) Àbergegangen werden.



296 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik
Diese ist als relative HÁufigkeit definiert und kann durch den Vergleich von Quellen-

und Sinkensymbolfolge ermittelt werden, indem man die Anzahl n (N)
B

 der aufgetretenen

Bitfehler (ÂÄ À qÄ) durch die Anzahl N der insgesamt Âbertragenen Bit dividiert:

h (N)

B
=

n (N)
B

N
Ä . (13.2)

Der hochgestellte Index soll hier deutlich machen, daÀ die per Messung oder Simulation

ermittelte Bitfehlerquote signifikant von N abhÁngt. Nach den elementaren Gesetzen der

Wahrscheinlichkeitsrechnung stimmt im Grenzfall NÅ Ã die Aposteriori-KenngrÅÀe hB
mit der Apriori-KenngrÅÀe pB Âberein.

Bei einem realisierten oder simulierten System kann die Bitfehlerquote hB als SchÁtz�

wert fÂr die Bitfehlerwahrscheinlichkeit pB herangezogen werden, deren Genauigkeit

nun in AbhÁngigkeit der Anzahl N der Âbertragenen (simulierten) Bits abgeschÁtzt

werden soll. Dazu sind allerdings Annahmen bezÂglich der Fehlerfolge ÇeÄ É erforderlich.

Es gibt eine Reihe von Modellen fÂr den Digitalen Kanal, die z.B. im gleichlauteten

Versuch des Praktikums Simulation digitaler Ábertragungssysteme behandelt werden. Sind,

wie im folgenden vorausgesetzt, die Bitfehler statistisch voneinander unabhÁngig, so

spricht man vom BSC-Modell (Binary Symmetrical Channel) mit nur einem Parameter

p= p(eÄ=1). FÂr die mittlere Fehlerwahrscheinlichkeit gilt in diesem Sonderfall: pB= p.

Wir betrachten im weiteren die Anzahl n (N)
B

 aufgetretener Bitfehler als eine diskrete

ZufallsgrÅÀe mit Symbolvorrat Ê0, 1, ... , NË. Hierbei gilt folgender Zusammenhang:

n (N)

B
= ÈNÍ=1

eÍÄ . (13.3)

Der Hochindex soll wieder die starke AbhÁngigkeit vom Parameter N hervorheben.

Unter Zugrundelegung des BSC-Modells ist diese ZufallsgrÅÀe binomialverteilt (vgl.

Abschnitt 1.3). Mittelwert und Streuung einer binomialverteilten ZufallsgrÅÀe sind durch

(1.17) bzw. (1.18) gegeben: 

m (N)

ÁB
= N � pÄ , (13.4)

Î (N)

ÁB
= N � p � (1-p)Ï Ä . (13.5)

FÂr Mittelwert und Streuung der abgeleiteten GrÅÀe hB=nB/N folgt daraus:

m (N)

hB
=

m (N)

ÁB

N
= pÄ , (13.6)

Î (N)

hB
=

Î (N)

ÁB

N
=

p � (1 - p)

NÌ Ä . (13.7)

Die erste Gleichung zeigt, daÀ der Erwartungswert bzw. Mittelwert der ZufallsgrÅÀe hB
(Aposteriori-GrÅÀe) tatsÁchlich gleich der zu erwartenden Bitfehlerwahrscheinlichkeit

pB (Apriori-GrÅÀe) ist, zumindest beim Sonderfall statistisch unabhÁngiger Fehler. 
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Die Gleichung (13.7) macht deutlich, daÁ die Streuung s hÂ der ZufallsgrÂÁe ÁÂ mit

steigendem Â kleiner wird und folglich - wie erwartet - auch die MeÁ- bzw. Simulations�

genauigkeit zunimmt. 

FÄr ÂÄÀÅ 1 geht die Binomialverteilung nach dem Gesetz von Moivre-Laplace in

eine diskrete GauÁverteilung Äber, d.h. es treten folgende Wahrscheinlichkeiten auf:

À(ÁÂ =
m

Â) Ã 1

Â � 2pÇ � shÂ
À� expÉ-

(mÊÂ - Ë
hÂ)2

2 � s
2
hÂ

ÈÀ . (13.8)

Diese diskrete GauÁverteilung kann durch die kontinuierliche GauÁ-WDF entsprechend

Abschnitt 4.4 approximiert werden (vgl. [29]): 

Í
hÂ(ÁÂ) Ã 1

2pÇ � shÂ
À� expÉ-

(ÁÂ - ÀÂ)2

2 � s
2
hÂ

ÈÀ . (13.9)

Der SchÅtzwert ÁÂ fÄr die zu ermittelnde Bitfehlerwahrscheinlichkeit ist somit gauÁver�

teilt um den Sollwert ËhÂÎ ÀÂ, wobei die Streuung s hÂ durch (13.7) gegeben ist.  

Betrachten wir nun die Wahrscheinlichkeit, daÁ die per Simulation ermittelte Bitfeh�

lerquote von der tatsÅchlichen Bitfehlerwahrscheinlichkeit betragsmÅÁig um weniger als

einen vorgegebenen Wert Á>0 abweicht. Diese kann mit der im Anhang B tabellierten

GauÁschen Fehlerfunktion wie folgt berechnet werden:

ÀÏ = À(|Á (N)

Â
- ÀÂ| < Á) = 1 - 2 � Q(

Á

s
hÂ

)À . (13.10)

Aus dieser Gleichung kann der maximal zulÅssige Wert von s hÂ berechnet werden, damit

der durch Simulation ermittelte SchÅtzwert ÁÂ mit einer Wahrscheinlichkeit ÌÀÑ  noch

im Intervall zwischen ÀÂ - Á  und ÀÂ+Á  liegt. Die Wahrscheinlichkeit ÀÑ  bezeichnet man

allgemein als das ÓÔÖÍÒÕŠÖÚÖÒÛŠÜÙ. 

Mit der aus der Umkehrfunktion zu Q(Ÿ) berechenbaren GrÂÁe

a = Q-Ä Ž 1 - ÀÏ
2

� (13.11)

erhÅlt man aus Gl. (13.10) die Bedingung: s hÂ � ÁÊa. Unter Verwendung von (13.7) kann

auch die fÄr die gewÄnschte Simulationsgenauigkeit erforderliche Anzahl der simulierten

Bits angegeben werden:

Â Ì À � (1 - À) � a
2

Á
2

À . (13.12)

Soll das Konfidenzniveau ÀÑ =90% betragen, so ist a =1.65 einzusetzen (vgl. Tabelle

im Anhang B). Dagegen ergibt sich fÄr ÀÑ =99% die Konstante zu a =3.29.  

Je grÂÁer die gewÄnschte Sicherheit (gekennzeichnet durch a) und je kleiner die

zulÅssige Abweichung Á , um so mehr unabhÅngige ZufallsgrÂÁen mÄssen berÄcksichtigt

werden. Der erforderliche Wert von Â hÅngt aber auch von der zu erwartenden Bitfehler�

wahrscheinlichkeit ÀÂ ab. In der Vorbereitungsfrage V13.3 werden die hier angegebenen

AbhÅngigkeiten an einigen charakteristischen Zahlenwerten verdeutlicht und eine Faust�

formel fÄr die Anzahl der erforderlichen ZufallsgrÂÁen abgeleitet.
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13.2   Fehlerwahrscheinlichkeit bei GauÁschem Rauschen

Nun wird der EinfluÁ von StÂrungen auf die QualitÄt (Fehlerwahrscheinlichkeit) der
DigitalsignalÀbertragung untersucht. Dazu betrachten wir das Detektionssignal d(t) im
Modell von Bild 13.2, das sich additiv aus einem digitalen, M-stufigen Nutzanteil dS(t)
und einem Rauschanteil dÀ(t) zusammensetzt. Åber die Entstehung dieses Signals
werden vorerst keine Aussagen gemacht. 

+ dig.
Sinke

d(t) Â(t)
NutzanteilÃ dS(t)

Detektor
(Ä-stufig)

RauschanteilÃ dÀ(t)

Bild 13.2: Detektion eines durch GauÁsches Rauschen gestÂrten Digitalsignals.

Wir setzen fÀr das Folgende voraus, daÁ der stochastische Signalanteil dÀ(t) stationÄr
sei, so daÁ seine WDF fÀÀ(dÀ) zeitunabhÄngig ist. In vielen FÄllen kann dieser Anteil
zudem als mittelwertfrei, signalunabhÄngig und gauÁverteilt angenommen werden. Da�
mit ist die Streuung ÅÀÃder einzige Parameter des Rauschprozesses, und es gilt:

fÀÀ(dÀ) =
1

2ÇÉ � ÅÀ
Ã eÅÀ

ÊËÈÃÇÍÊÎÉÃ . (13.13)

Alle Eigenschaften des Rauschanteils dÀ(t) sind in Abschnitt 4.3 beschrieben. Bild 13.3
zeigt einen beispielhaften Ausschnitt des Signalverlaufs d(t) fÀr die Stufenzahl M= 2.

Das Detektionssignal d(t)  wird anschlieÁend einer (M-stufigen) Schwellenwertent�
scheidung unterzogen, so daÁ das Sinkensignal Â(t) die gleiche Stufenzahl M wie das
gesendete Nutzsignal s(t) aufweist. Die Funktion des Detektors ist Ähnlich der eines
Quantisierers (vgl. Kapitel 12), doch ist das Eingangssignal hier verrauscht.

Bei einem digitalen Åbertragungssystem bewirkt der stochastische Signalanteil dÀ(t)
fehlerhafte Entscheidungen, so daÁ die (mittlere) SymbolfehlerwahrscheinlichkeitÏ pS
endlich ist. Sind die gesendeten Symbole statistisch voneinander unabhÄngig, so gilt mit
der Stufenzahl M und den AuftrittswahrscheinlichkeitenÏpÌ der einzelnen Symbole:

pS = Ñ
Ó

Ì=Ê

pÌ � pSÌÃ . (13.14)

Diese Wahrscheinlichkeit wird hier als Scharmittelwert berechnet.ÏpSÌ bezeichnet die
bedingte Wahrscheinlichkeit, daÁ das i-te Symbol des Symbolvorrats aufgrund des
Rauschens und der anschlieÁenden Entscheidung in ein anderes Symbol verfÄlscht wird.

Gleichung (13.14) wird nun fÀr den Sonderfall M = 2 interpretiert. Die mÂglichen
Amplitudenstufen des rechteckfÂrmigen Nutzsignals seien Ô s0 (man spricht dann von
binÁrer bipolarer Âbertragung), so daÁ fÀr dessen WDF entsprechend Kapitel 4 gilt:

fÀS(dS) = p(dS = - s0 ) � Ö(dS + s0)Ã +Ã p(dS = + s0) � Ö(dS - s0)Ã . (13.15)
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13.3 Optimaler  BinÁrempfÁnger

Es gelten weiterhin die Voraussetzungen von Abschnitt 13.2. Das binÁre Sendesignal

s(t) sei bipolar (\ sÁ) und rechteckfÂrmig (vgl. Bild 13.3), der Kanal dÁmpfungs- sowie

verzerrungsfrei. Das GauÄsche Rauschsignal n(t) stellt somit nach wie vor die einzige Be�

eintrÁchtigung des Digitalsignals dar. Einen solchen Kanal mit HÂ(f )=1 und additivem

Rauschterm n(t) nennt man AWGN-Kanal (Additive White Gaussian Noise). 

FÀr das GauÄsche StÂrsignal n(t) wird nun weiÄes Rauschen mit der (zweiseitigen)

Rauschleistungsdichte ÄÀ(f)=NÁ/2 zugrunde gelegt. Ein solcher RauschprozeÄ besitzt

einen unendlich groÄen Effektivwert, d.h. es gilt: ÅÀ ^ _. Ohne geeignete MaÄnahme

am EmpfÁnger ergibt sich gemÁÄ (13.21) so die Bitfehlerwahrscheinlichkeit zu pÃ = 1/2.

Um die Rauschleistung vor dem Schwellenwertentscheider zu begrenzen, ist deshalb

am EmpfÁngereingang ein Filter erforderlich (vgl. Bild 13.5). Das Eingangssignal dieses

Filters sei r(t), das Ausgangssignal wird mit d(t) bezeichnet. Dieses setzt sich additiv aus

dem Nutzanteil dÇ(t) und dem StÂranteil dÉ(t) zusammen: 

d(t) = dÇ(t) + dÉ(t)Å . (13.22)

Der erste Anteil rÀhrt von s(t) her, der zweite ist auf n(t) zurÀckzufÀhren.

Das beste Ergebnis hinsichtlich des erreichbaren SignalrauschverhÁltnisses liefert das

an einen rechteckfÂrmigen Sendeimpuls gÊ(t) der Amplitude sÁ  und der Symboldauer T

angepaÄte Matched-Filter (vgl. Abschnitt 11.1) mit dem Frequenzgang 

HËÈ(f) = si(Í � f � T). (13.23)

Damit gilt fÀr die dazugehÂrige (akausale) Impulsantwort hËÈ(t) HËÈ(f ):  

hËÈ(t) =
1ÎT fÀr |t| Ï TÎ2Å ,Ì sonst .0

(13.24)

Hierbei ist vorausgesetzt, daÄ der Schwellenwertentscheider zum Detektionszeitpunkt

TÑ=0 entscheidet. Gleichung (13.24) bedeutet: Die optimale Impulsantwort des Filters

ist formgleich mit dem rechteckfÂrmigen Sendegrundimpuls; sie kann z.B. mit Hilfe eines

Integrators (Àber eine Symboldauer T) realisiert werden.

Ó(t)

AWGN-Kanal
+ dig.Sinkedig.Quelle r(t)

n(t)

s(t) d(t)
HËÈ(f)

optimaler EmpfÔnger
ÖÒÕŠÚ Û ÜÙŸŽ

Bild 13.5: Optimaler BinÁrempfÁnger bei Rechteck-Sendeimpulsen und AWGN-

Kanal, bestehend aus Matched-Filter und Schwellenwertentscheider.
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(a)

Detektionszeitpunkte

1 2 3 4 5-6 -5 -4 -3 -2 -1

s(t) ‘Âj

(b) 1 2 3 4 5-6 -5 -4 -3 -2 -1

dÄ(t) ‘Âj

qÀ

- qÀ
qÀ

- qÀ

{Å(‘)

{Ã(‘)

Bild 13.6: Ausschnitte aus dem Sendesignal (a) und dem Detektionsnutzsignal (b) beim
optimalen BinÁrsystem (StÂrungen sind hier nicht berÄcksichtigt: n(t)=0).

Wird ein einzelner Rechtecksendeimpuls gÇ(t) mit Symboldauer T und Amplitude sÉ
gesendet und ist das Rauschen vernachlÁssigbar, so ist das am Schwellenwertentscheider
anliegende Signal ein Dreieckimpuls gÊ(t) mit gleicher Amplitude sÉ, aber nun mit der
absoluten Dauer 2ËT. In Bild 13.6 sind die Grundimpulse gÇ(t) und gÊ(t) grau dargestellt.

Die durchgezogene Kurve in Bild 13.6(b) zeigt einen Ausschnitt des Detektionsnutz�
signals dÄ(t) fÄr das oben dargestellte rechteckfÂrmige Sendesignal s(t); dieses setzt sich
aus GeradenstÄcken zusammen. Zu allen Detektionszeitpunkten gilt: dÄ(ÈT)=ÀsÉ. Nach
Abschnitt 13.2 kann somit fÄr die Bitfehlerwahrscheinlichkeit geschrieben werden: 

pÍ = QÎ gÊ(0)ÏÊ ÌÅ . (13.25)

Hierbei bezeichnet ÏÊ den Effektivwert des DetektionsstÂrsignals dÑ(t); das Quadrat ist
die DetektionsstÁrleistung. FÄr diese folgt aus (13.23):

Ï ÓÊ =
NÉ
2

� ÔÖÒ
ÕÒ |HŠÚ(f)|Ó df =

NÉ
2

� ÔÖÒ
ÕÒ siÓ(ÛfT) df =

NÉ
2T

Å . (13.26)

Setzt man dieses Ergebnis in (13.25) ein, so erhÁlt man:

pÍ = QÜ 2 � sÓÉ � T

NÉÙ Ÿ = QÜ 2 � EÍ
NÉÙ ŸÅ . (13.27)

Hierbei bezeichnet EÍ=sÉ ÓËT die Energie des NRZ-Rechtecksendeimpulses (Energie

pro Bit). Diese fÄr die gesamte digitale Ãbertragungstechnik wichtige Gleichung gilt fÄr
ein bipolares binÁres Basisbandsystem mit AWGN-Kanal, Matched-Filter und optimaler
Entscheiderschwelle. Der EinfluÇ einer Schwellendrift wird in Vorbereitungsfrage V13.1
behandelt, andere Voraussetzungen bezÄglich Sender, Kanal und EmpfÁngerkonzept in
nachfolgenden Kapiteln. Die linke Gleichung in (13.27) ist nur bei rechteckfÂrmigen
Sendeimpulsen anwendbar. Dagegen gilt die rechte Gleichung auch fÄr eine andere
Impulsform, wenn auch ein entsprechend anderes Matched-Filter berÄcksichtigt wird.
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13.4 Vorbereitungsfragen

V13.1: Es gelten die Voraussetzungen von Abschnitt 13.2, d.h. es wird die Ábertragung
eines BinÂrsignals (Symboldauer |) mit gleichwahrscheinlichen Amplitudenwerten Á }Â
Äber den AWGN-Kanal, gekennzeichnet durch die Rauschleistungsdichte ~Â, betrachtet.
Es gelte }Â = 2V und ~Â= 10ÄÀ VÅ/Hz. Die Bitrate betrage 2 Mbit/s.

a) Wie groÀ ist die Bitfehlerwahrscheinlichkeit  “Ã, wenn der Schwellenwert Ç=0
vorausgesetzt wird? Welcher Wert ergibt sich fÄr die "Energie pro Bit"?

 
b) In der Literatur wird anstelle von Q(É) hÂufig auch die vergleichbare Funktion

erfc(É) =
2

ÊË � È
ÍÎ

Ï
eÄÌ Ñ

Å dÓ (13.28)

verwendet. Welcher Zusammenhang besteht zwischen Q(É) und erfc(É)?

c) Geben Sie  “Ã auch in der Form von Gl. (13.25) an. Wie groÀ ist ÔÖ?

d) Kann unter der Voraussetzung, daÀ die Symbolwahrscheinlichkeiten “Ò=“( } =- }Â)
und “Å= “(} =+ }Â)  gleich seien, durch einen anderen Schwellenwert als Ç = 0 eine
kleinere Bitfehlerwahrscheinlichkeit “Ã erreicht werden?
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FÁr das Folgende seien die Auftrittswahrscheinlichkeiten der beiden Symbole unter�

schiedlich: p1=p( s =- s0) = 0.31 und p2= p(s =+ s0) = 0.69. AuÂerdem soll nun der

Schwellenwert E ein frei wÄhlbarer Parameter sein.

e) Geben Sie fÁr diesen Fall den allgemeinen Ausdruck fÁr die Bitfehlerwahrschein�

lichkeit pB = pS gemÄÂ (13.14) in AbhÄngigkeit aller Parameter (p1 , p2 , ÂÄ, E) an.

f) Zeigen Sie durch Nullsetzen der Ableitung dpB/dE, daÂ man fÁr den optimalen

Schwellenwert folgende Beziehung erhÄlt:

Eopt =
Â2Ä

2 � s0
� ln

p(s = - s0)

p(s = + s0)
À . (13.29)

Hinweis: FÁr die Ableitung der Q-Funktion gilt:

dQ(x)

dx
= -

1

2ÀÅ À e-Ã
ÇÉ2À . (13.30)

Dieses Ergebnis ist einsichtig, da Q(x) das (bestimmte) Integral Áber die GauÂsche

WDF ist. Die Ableitung dQ(x)/dx liefert dann natÁrlich wieder diese Funktion. Das

Vorzeichen ergibt sich aus dem monoton fallenden Funktionsverlauf.

 

g) Welchen Wert erhÄlt man mit den oben angegebenen Auftrittswahrscheinlichkeiten

und ÂÄ gemÄÂ Punkt c) fÁr den optimalen Schwellenwert? Interpretation.

h) Welcher Wert ergibt sich damit fÁr die minimale Bitfehlerwahrscheinlichkeit pB,min?
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V13.2: Ein TernÁrsignal s(t) mit den (normierten) Amplitudenstufen -1, 0, +1 und den

Auftrittswahrscheinlichkeiten p(-1) = p(+1) = 0.25 und p(0) = 0.5 wird durch einen

GauÂschen Rauschanteil mit dem (normierten) Effektivwert ÁÂ = 0.2 gestÄrt. Die beiden

(normierten) Entscheiderschwellen liegen symmetrisch bei EÄ = -0.5 und EÀ = +0.5.

a) Skizzieren Sie die WDF fÂ(d) des Summensignals d(t) in das nachfolgende Diagramm.

Beschriften Sie die Ordinate und zeichnen Sie die Schwellenwerte EÄ  und EÀ  ein.

Schraffieren Sie die fÀr pÅ charakteristischen FlÁchenanteile.

0-1 +1

fÂ(d)

d

b) Berechnen Sie die mittlere Symbolfehlerwahrscheinlichkeit  pÅ dieses TernÁrsignals. 

c) Welche der drei Amplitudenstufe wird mit der grÄÂten Wahrscheinlichkeit gestÄrt?

Kann durch eine andere Wahl der Schwellenwerte  EÄ  und EÀ  die Symbolfehlerwahr�

scheinlichkeit pÅ verringert werden? (BegrÀndung)
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V13.3: Diese Aufgabe behandelt die erreichbare Genauigkeit von simulierten Bitfehler�

kurven (vgl. Abschnitt 13.1).

a) Die Bitfehlerwahrscheinlichkeit eines Digitalsystems betrÁgt 10-4. Wie groÂ ist die

Wahrscheinlichkeit ÂÄ , daÂ die per Simulation Äber 106  Symbole ermittelte Bitfehler�

quote zwischen 0.9À10-4 und 1.1À10-4 liegt?

b) Geben Sie - ausgehend von (13.12) - eine NÁherung fÄr die Anzahl Å simulierter Bit

an, die erforderlich ist, damit die per Simulation ermittelte Bitfehlerquote ÃB betrags�

mÁÂig nicht mehr als einen Faktor Çrel von der Fehlerwahrscheinlichkeit ÂB abweicht.

Das Konfidenzniveau ÂÄ  soll wieder durch die mit (13.11) definierte Konstante É

beschrieben werden.

c) Welche Konstante É  ergibt sich fÄr das Konfidenzniveau ÂÄ = 95%?

d) Geben Sie eine Faustformel fÄr die erforderliche Bitanzahl Å an, die fÄr eine maxi�

male Abweichung von 10% vom Sollwert und das Konfidenzniveau ÂÄ = 95% gilt?

Welcher Wert von Å ergibt sich daraus fÄr ÂB = 10-4?
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13.5 VersuchsdurchfÁhrung

Die Aufgaben D13.1 und D13.2 sollen mit dem Programm "fwk" durchgefÁhrt werden,
der Versuch D13.3 mit "dis".

ÁÂÄÀÂÅ ÂberprÁfen Sie zunÄchst mit "fwk" das Ergebnis der Vorbereitungsfrage V13.1.
Die Auftrittswahrscheinlichkeiten seien pÃ=p( s =- sÇ) = 0.31, pÉ= p(s =+ sÇ) =0.69
und der Schwellenwert E ein frei wÄhlbarer Parameter. BerÁcksichtigen Sie dabei, daÀ im
Programm "fwk" alle GrÅÀen auf sÇ normiert sind.

a) Welchen Wert mÁssen Sie fÁr die normierte Streuung Ê  eingeben, damit Sie mit dem
Programm das gleiche Ergebnis wie in V13.1 erhalten kÅnnen?

 

b) Untersuchen Sie die AbhÄngigkeit der Bitfehlerwahrscheinlichkeit pË = pÈ von der
Entscheiderschwelle E, indem Sie die Ergebnisse fÁr E/sÇ = -0.4, -0.3, -0.2, -0,1 und
0 in das nachfolgende Diagramm eintragen.

Eingabeparameter:     M = p(-1) =             Ê  ÍÎ

0

pË

EÏsÇ
-0.1-0.2-0.3-0.4

4%

2%

0%

c) Stimmt der hier per Simulation ermittelte Wert fÁr  EÌÑÓ mit der Berechnung in V13.1
Áberein? Wo liegt allgemein der optimale Schwellenwert  EÌÑÓ bei einem BinÄrsystem?
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D13.2: Sind die Amplitudenwerte eines M-stufigen Signals gleichwahrscheinlich und
liegen sie Áquidistant zwischen den Werten -sÂ  und +sÂ, so erhÁlt man fÂr die mittlere
Symbolfehlerwahrscheinlichkeit:

pÄ =
2 � (M - 1)

M
� QÀ sÂÅ(M - 1)

Ã ÇÄ . (13.31)

Voraussetzung fÂr die GÂltigkeit dieser Gleichung sind Schwellenwerte in der Mitte
zwischen zwei benachbarten Amplitudenwerten.

a) BegrÂnden Sie obige Gleichung am Beispiel der Stufenzahl M = 4.

b) Wie groÀ darf die (normierte) Streuung Ã Édes StÅrsignals  n(t) maximal sein, damit die
Fehlerwahrscheinlichkeit den Wert 10ÊË nicht Âberschreitet? Berechnen Sie den
Grenzwert von Ã  fÂr M=2, M=3 und M=4 mit Hilfe der Fehlertabelle im Anhang.

c) ÃberprÂfen Sie Ihre Ergebnisse von b) mit dem Programm "fwk".

ÃÅsÂ

M=2

M=3

M=4

gemÁÀ b) Schwellenwerte

EÈ/sÂ=

pÄ

EÈ/sÂ=
EÍ/sÂ=
EÈ/sÂ=
EÍ/sÂ=
EË/sÂ=
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 d) Ermitteln Sie mit dem Programm "fwk" die optimalen Schwellenwerte fÁr ein TernÂr�

system mit den Auftrittswahrscheinlichkeiten p(-1) = p(+1) = 0.25 und p(0) = 0.5

sowie der Streuung s = 0.2 (vgl. V13.2) und s = 0.5. Welche Verbesserung ergibt

sich gegenÁber mittigen Schwellenwerten? 

 

ÁÂÄÀÄÅÃ Untersuchen Sie nun mit dem Programm "dis" (MenÁpunkt 6) die Genauigkeit

von simulierten Fehlerwahrscheinlichkeiten. Die tatsÂchliche Bitfehlerwahrscheinlichkeit

des betrachteten Digitalsystems sei  pÇ = 10ÉÊ.

a) In jeder Versuchsreihe wird die Bitfehlerwahrscheinlichkeit pÇ durch die Bitfehler�

quote hÇ angenÂhert, wobei stets  N = 100000 Symbole berÁcksichtigt werden sollen.

Wie groÄ sind (theoretisch) der Erwartungswert m ËÈÍ
ÎÇ  und die Streuung s

ËÈÍ
ÎÇ ? 

b) Bestimmen Sie mit dem Programm "dis" die simulierten Werte von m ËÈÍ
ÎÇ  und s

ËÈÍ
ÎÇ

durch Auswertung von 100 Versuchsreihen. Welche Minimal- und Maximalwerte

ergeben sich bei diesen 100 Versuchen?  
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c) Berechnen Sie das Intervall, in dem 80% der MeÁwerte zu erwarten sind.

d) Welche 80%-Schranke wird mit dem Programm durch Simulation Âber 100 Versuchs�
reihen ermittelt? Geben Sie weiterhin die 90%- und die 95%-Schranke an.  

e) ÄberprÂfen Sie abschlieÁend mit dem Programm "dis" die in V13.3(d) abgeleitete
Faustformel fÂr die erforderliche Bitanzahl N, die fÂr eine maximale Abweichung von
10% vom Sollwert und das Konfidenzniveau pÁ = 95% abgeleitet werden sollte.
WÀhlen Sie fÂr diesen Versuch  pÂ = 0.01?
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13.6 Ábungsaufgaben
Á13.1: Zur Berechnung des komplementÁren GauÂschen Fehlerintegrals Q(Á) kann man

auch die sogenannten Fehlerfunktionen verwenden (siehe Vorbereitungsfrage V13.1):

erf(Á) =
2

ÂÄ �À
Å

Ã
eÇÉ Ê

Ä dËÄ , (13.32)

erfc(Á) =
2

ÂÄ � À
ÈÍ

Å
eÇÉ Ê

Ä dË = 1 - erf(Á)Ä . (13.33)

a) Schreiben Sie die Funktion ÎQ1ÏÁÌÎÑÓdie Q(Á) gemÁÂ obigen Gleichungen mit Hilfe

von ÎerfÏÁÌÎ bzw. ÎerfcÏÁÌÎ berechnet. Welche Funktion eignet sich fÀr groÂe Á-Werte

(d.h. fÀr kleine Fehlerwahrscheinlchkeiten)  besser? ÔÖÒÕŠÖÚÛÓDa erfÏÁÌÓund erfcÏÁÌ
nicht in der verwendeten C-Bibliothek vorhanden sind, sondern anderweitig zur

VerfÀgung gestellt werden, mÀssen sie in C intern als ÎÜÙŸŽ�ÎÓvereinbart werden. 

�� �!"#$%&’()*+,-.-/ 022� 4’+$(5%"#,!6"(789:;
5$6+,(789:; 4’+$(:
5$6+,(:<

b) Schreiben Sie zum Vergleich die beiden Funktionen ÎQoÏÁÌÎ und ÎQuÏÁÌÎ, die eine

obere bzw. untere Schranke fÀr Q(Á) darstellen: 

Q=(Á) =
1

2ÂÄ
� Á Ä eÇÅÊ>?Ä , (13.34)

Q@(Á) =
1 - AÅÊ
2ÂÄ � Á Ä eÇÅÊ>?Ä . (13.35)

BerÀcksichtigen Sie hierbei, daÂ diese Gleichungen fÀr Á-Werte B 0 nicht zulÁssig

sind. Setzen Sie in diesen FÁllen Q=(Á) = Q@(Á) = 1 000 000.

�� 5$6+,(769:; 022� 4’+$(5%"#,!6"(769:;
5$6+,(:< 4’+$(:

�� 5$6+,(7%9:; 022� 4’+$(5%"#,!6"(7%9:;
5$6+,(:< 4’+$(:
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c) Schreiben Sie ein Programm "fwktab", das die Funktionen "Q1(x)", "Qo(x)" und
"Qu(x)"  aufruft und in einer Tabelle der Form "x   Q1(x)   Qo(x)   Qu(x)" am Bildschirm
ausgibt.  Die Variable x soll hierbei Werte von 0 bis 10 im Abstand Dx=0.5 annehmen.
Ábersetzen und binden Sie Ihr Programm mit "mkfwktab" bzw. "mkfwktab -f".

ÂÄ ÀÅÃÇÉÊËÈÍÎÏÌËÅÑÓÔÖ ÒÕÕÄ ŠÚÑÛÚÜÙÍŸŽ�ÌÜ�

ÙÜÅÃ��

e) Tragen Sie die vom Programm "fwktab" ausgegebenen Werte in das nachfolgende
Diagramm ein (nur fÂr ganzzahlige Werte von x). ÁberprÂfen Sie insbesondere, ob
Q!(x) und Q"(x) tatsÄchlich Schranken fÂr Q(x) darstellen. Hinweis: FÂr die bereits
eingezeichnete Kurve Q(x) wurden die exakten Werte aus dem Anhang verwendet.



31313  Fehlerwahrscheinlichkeit

1

10-1

10-2

10-3

10-4

10-5

10-6

10-7

10-8

10-9

10-10

20

160 6 10 12 14 18dB

lg

Q(Á)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 Á

Á

ÂÄÀÅÃÇ

a) Schreiben Sie ein Programm ÉÊËÈÍÎÏÉÌÑmit dem die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit 
eines Dreistufensignals in AbhÁngigkeit der Entscheiderschwelle berechnet und aus�
gegeben wird. Die Amplitudenstufen seien symmetrisch und liegen bei -Ó, 0 und +Ó. 
Das Programm soll diesen Amplitudenwert, den StÂreffektivwert (Streuung) und die
beiden Auftrittswahrscheinlichkeiten Ô(-1) und Ô(+1) einlesen. 

Die beiden Entscheiderschwellen sollen ebenfalls symmetrisch zu 0 liegen, d.h. es
gelte: ÖÒ = -Ö, ÖÕ = +Ö. Bestimmen Sie den optimalen Wert ÖŠÚÛ, indem Sie Ö von
0 bis Ó im Abstand ÜÖ = 0,05ÙÓ variieren und dabei jeweils die Symbolfehler�
wahrscheinlichkeit ÔŸ berechnen und ausgeben. Am Ende soll auch die minimale
Symbolfehlerwahrscheinlichkeit ÔŸŽ��� sowie die optimale Entscheiderschwelle am
Bildschirm angezeigt werden. FÄr das Àbersetzen und Binden kÂnnen Sie die
Anweisung É�ÈÊËÈÍÎÏÉÑbzw. É�ÈÊËÈÍÎÏÑ!ÊÉÑverwenden.

"# $%&’()*+,-./*%9:;< =>># ?@9A@CD,EGHI+@
DC%&JK
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b) ÁberprÂfen Sie Ihr Programm "fwkber" anhand der Ergebnisse des Programms "fwk"

fÂr folgenden Parametersatz:

A= 1,   s = 0.2,    p(-1) = p(+1) = 0.2.

         pÂÄ( "fwkber")  = 

             pÂ ( "fwk")  = 

c) Tragen Sie die VerlÄufe der Symbolfehlerwahrscheinlichkeit pÂ in AbhÄngigkeit des
normierten Schwellenparameters E/A in das nachfolgende Diagramm ein, und zwar
fÂr die drei unterschiedlichen Streuungen s = 0.1, s = 0.2 und s = 0.4. Die Sym�
bolwahrscheinlichkeiten sollen hierbei wie unter Punkt b) gewÄhlt werden. Interpre�
tieren Sie die einzelnen KurvenverlÄufe.

1

10ÀÅ

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

pÂ

E/A

10ÀÃ

10ÀÇ

10ÀÉ

10ÀÊ

10ÀË

10ÀÈ

10ÀÍ
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14 Digitale BasisbandÁbertragung
Inhalt: In diesem Kapitel werden die Komponenten eines digitalen Basisbandsystems
vorgestellt. Die Bezeichnung "Basisband" bedeutet hierbei, daÁ das digitale Nachrichten�
signal ohne vorherige Frequenzumsetzung (Modulation mit SinustrÂger) Äbertragen wird.
AuÁerdem werden die wichtigsten Beurteilungs- und Optimierungskriterien der digitalen
Àbertragungssysteme diskutiert. Hierzu gehÅren insbesondere das Augendiagramm
sowie die mittlere und die ungÄnstigste ("worst case") Fehlerwahrscheinlichkeit.

ÁÂÄÁ ÀÅÃÇÉÊÇËÈÅÍÎÏÅÌÑÓÏÔÓÊÑÌÏÖÏÍÈÅÓÔÑÀÈÊÏÊÎÈÔÌÊÒÊÍÓÕÊ

Bild 14.1 zeigt das allgemeine Blockschaltbild eines Basisbandsystems. Beispielhafte
SignalverlÂufe, gÄltig fÄr eine binÂre bipolare Àbertragung, sind in Bild 14.2 dargestellt.
Im folgenden werden die Aufgaben bzw. Eigenschaften der einzelnen Systemkomponen�
ten (Sender, Kanal und EmpfÂnger) erlÂutert. Aus VereinfachungsgrÄnden bleiben die
schaltungstechnisch bedingten Laufzeiten der einzelnen Komponenten unberÄcksichtigt.

+

EmpfÂnger

dig.
Sinke

dig. 
Quelle

Sende-
impuls-
former

Sender

Takt

Detektor

weiŠes Rauschen

q(t) s(t) r(t) d(t)

n(t)

Ú(t)

ÚÛ ÜÙqÛ ÜÙ
(ideal)

Kanal

HŸ(f) HŽ(f)

k(t)

Bild 14.1: Blockschaltbild eines digitalen BasisbandÄbertragungssystems.

Die digitale Quelle erzeugt die Quellensymbolfolge �q��, die mÅglichst fehlerfrei zur
Nachrichtensinke Äbertragen werden soll. Die physikalische ReprÂsentation der Quellen�
symbolfolge ist das Quellensignal q(t). Im folgenden wird die digitale Quelle als binÂr
(d.h.: die Stufenzahl ist M=2) und redundanzfrei vorausgesetzt. Das bedeutet, daÁ die
beiden mÅglichen Symbole "O" und "L" gleichwahrscheinlich sind und statistisch unab�
hÂngig voneinander auftreten. Mit�der Bitdauer T! eines binÂren Nachrichtensymbols
ergibt sich fÄr die Bitrate des hier betrachteten Àbertragungssystems: R!=1/T!.

Das Quellensignal q(t) muÁ vor der Àbertragung an die spektralen Eigenschaften des
Àbertragungsmediums und der Empfangseinrichtungen angepaÁt werden. Hierzu dient
der Sender, der im allgemeinen aus einem Coder und einem Sendeimpulsformer besteht.
Das Ausgangssignal des Senders ist das Sendesignal s(t), das mit dem Sendegrundimpuls
g"(t) G"(f ), den dimensionslosen Amplitudenkoeffizienten a�  und der Symboldauer
T  (bei BinÂrÄbertragung gilt T=T!) in folgender Weise geschrieben werden kann: 

s(t) = #
$%

Û&’%
aÛ � g"(t - * � T)Ã . (14.1)
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Mit dem Sendeimpulsformer kann die Rechteckform der Impulse beispielsweise in
einen Dreieck-, GauÁ- oder Cosinusquadratimpuls gewandelt werden, wodurch das
Leistungsdichtespektrum des Sendesignals beeinfluÁt wird. Eine zweite MÂglichkeit zur
spektralen Anpassung des Sendesignals an den Äbertragungskanal bietet die sogenannte
Äbertragungscodierung. Ein solcher Coder lÂst diese Aufgabe auf Symbolebene und ist
i.a. eine nichtlineare Schaltungseinrichtung. Auf die Aufgaben und EinflÀsse der Äber�
tragungscodes wird im Kapitel 15 noch ausfÀhrlich eingegangen.

FÀr das Folgende wird die binÅre redundanzfreie Äbertragung mit rechteckfÂrmigen
NRZ-Sendeimpulsen (Amplitude s0, Dauer T ) betrachtet. Somit lautet das Spektrum von
gÂ(t): GÂ(f )= s0ÄTÄsi(À Ä fÄT). Bei einem unipolaren System sind die Amplitudenkoeffi�
zienten aÅ Ã {0,  1}. Dagegen gilt bei bipolarer Äbertragung: aÅ Ã {-1,+1}.

Ç

É Ê Ë È ÍÎÏ ÎÍ ÎÈ ÎË ÎÊ ÎÉ

ÌÉÑ

ÌÉÑ

ÎËÑ

ÌËÑ

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

ÎËÑ

ÌËÑ

ÎËÑ

ÌËÑ

Ó

Ó

Ó

Detektionszeitpunkte

Bitfehler

É Ê Ë È ÍÎÏ ÎÍ ÎÈ ÎË ÎÊ ÎÉ

É Ê Ë È ÍÎÏ ÎÍ ÎÈ ÎË ÎÊ ÎÉ

É Ê Ë È ÍÎÏ ÎÍ ÎÈ ÎË ÎÊ ÎÉ

É Ê Ë È ÍÎÏ ÎÍ ÎÈ ÎË ÎÊ ÎÉ

Nutzanteil

q(t)

s(t)

r(t)

d(t)

Ô(t)

tÖT

tÖT

tÖT

tÖT

tÖT

Bitfehler
bewirkt

Òberlagerte StÁrungen Õ(Š)

mit StÁrung: Ú(Š)

ohne StÁrung: ÚS(Š)

(ÛÜ = L, ÙÜ = O)

Bild 14.2: Beispiel der SignalverlÅufe bei binÅrer bipolarer redundanzfreier Basis�
bandÀbertragung Àber ein Koaxialkabel und Schwellenwertentscheidung.
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Im Beispiel von Bild 14.2(b) ist eine binÁre bipolare Signalisierung verwendet, bei der
dem BinÁrsymbol "L" die Amplitudenstufe 3V und dem Symbol "O" die Amplitudenstufe
-3 V zugeordnet ist. (Manchmal bezeichnet man "bipolar" auch als "antipodisch").

Bei der Âbertragung Äber den Kanal (Âbertragungsmedium) wird das Signal s(t) i.a.
verzerrt und von (additiven) StÀrungen Äberlagert. Der Kanal kann z.B. ein Koaxialkabel
oder ein Lichtwellenleiter sein (Anmerkung: Bei Funksystemen ist die BasisbandÄber�
tragung direkt nicht anwendbar). Sind die Âbertragungseigenschaften des Kanals linear
und zeitunabhÁngig, so wird der EinfluÅ des Kanals auf das zu Äbertragende Nutzsignal
ausreichend genau durch den Kanalfrequenzgang HK(f ) hK(t) beschrieben. Das
Kanal-Ausgangssignal inklusive StÀrungen bezeichnet man als das Empfangssignal

r(t) = s(t) * h
K
(t) + n(t)Ã .Ã Ã Ã (HierbeiÃ kennzeichnetÃ *Ã dieÃ Faltung)Ã . (14.2)

Das StÀrsignal n(t) kann explizit nicht angegeben werden. Es muÅ vielmehr durch seine
statistischen KenngrÀÅen, z.B. durch die WDF fÁ(n) und das LDS Â Á(f ) charakterisiert
werden. Im folgenden wird von gauÅverteilten und weiÅen StÀrungen n(t) ausgegangen.

Das in Bild 14.2(c) dargestellte Empfangssignal r(t) gilt fÄr ein Koaxialkabel mit der
relativ geringen KabeldÁmpfung (bei der halben Bitfrequenz) von 40 dB. Die normierte
Streuung des StÀrsignals betrÁgt hier Ä Á/s0=0.1. Das Bild zeigt, daÅ die Verzerrungen
bereits bei diesem, noch relativ gÄnstigen Kanal so stark sind, daÅ die gesendete Symbol�
folge auch bei VernachlÁssigung der StÀrungen nicht mehr zu erkennen ist.

Der EmpfÁnger des digitalen Basisbandsystems beinhaltet stets ein Empfangsfilter
und einen getakteten Detektor (z.B. einen Schwellenwertentscheider). Das Empfangs�
filter hat die Aufgabe, die StÀrleistung vor dem Detektor zu begrenzen. Hierzu eignet
sich ein TiefpaÅ mit dem Frequenzgang HE(f ) hE(t), also ein passives Filter. 

ZusÁtzlich hat das Empfangsfilter oft die Aufgabe, die auf dem Kanal entstandenen
Amplituden- und Phasenverzerrungen soweit wie nÀtig und mÀglich zu beseitigen. Dazu
mÄssen die fÄr die Âbertragung des Nutzsignals wichtigen Frequenzanteile angehoben
werden, was nur mit einer aktiven Schaltung mÀglich ist (Entzerrer).

Das Ausgangssignal des Empfangsfilters HE(f ) und gleichzeitig das Eingangssignal
des Detektors ist das Detektionssignal

d(t) = r(t) * h
E

(t) = s(t) * h
K
(t) * h

E
(t) + n(t) * h

E
(t) = d

S
(t) + d

N
(t)Ã . (14.3)

Die beiden Indizes "S" und "N" stehen hierbei wieder fÄr "Signal" und "Noise".

Der Nutzanteil dS(t) lÁÅt sich wie s(t) als Summe von gewichteten und jeweils um die
Symboldauer T verschobenen Einzelimpulsen darstellen. Analog zu (14.1) gilt:

d
S
(t) = À

+Å

Ã=-Å
aÃ � g

Â
(t - Ç � T)Ã . (14.4)

Der Detektionsgrundimpuls kann dabei in folgender Weise berechnet werden:

g
Â
(t) = g

Ä
(t) * h

K
(t) * h

E
(t)Ã . (14.5)

Aufgrund der Verzerrungen ist gÂ(t) stets breiter als gÄ(t).
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Ist das Rauschen n(t) vor dem EmpfÁnger gauÂverteilt, so ist das DetektionsstÄrsignal

dN(t) ebenfalls gauÂverteilt. Die Leistung À ÂÄ  dieses unerwÀnschten, stÄrenden Anteils

kann man mit nachfolgender Gleichung berechnen, wobei der rechte Teil nur fÀr weiÂes
Rauschen mit der konstanten (zweiseitigen) Rauschleistungsdichte FÀ(f )= N0/2 gilt:

À
2Å = d

N
(t) 2= Ã

+Ç

-Ç
FÀ(f) � |H

E
(f)|2 df =

N
0

2
� Ã
+Ç

-Ç
|H

E
(f)|2 dfÅ . (14.6)

Bild 14.2(d) zeigt das Detektionssignal d(t) fÀr den Fall einer (allerdings unvollstÁndigen)
Entzerrung. Aus dem in Bild 14.2(d) ebenfalls eingezeichneten Nutzanteil dS(t) sind die
gesendeten Symbole bereits wieder zu erkennen, doch ist der Signalverlauf aufgrund der
unvollstÁndigen Entzerrung im Gegensatz zu s(t) nicht rechteckfÄrmig. Das Detektions�
stÄrsignal dN(t) ist in dieser Darstellung gleich der Differenz zwischen d(t) und dS(t).

Zur Amplituden- und Zeitregenerierung wird das Detektionssignal d(t) dem Detektor
zugefÀhrt. Im System nach Bild 14.1 wird hierfÀr ein binÁrer Schwellenwertentscheider
verwendet. Dieser vergleicht die Momentanwerte des Detektionssignals d(t) zu den
Detektionszeitpunkten - in Bild 14.2(d) durch Pfeile markiert - mit dem Schwellenwert
E=0 und gewinnt so das rechteckfÄrmige Sinkensignal u(t) bzw. die dazugehÄrige
Sinkensymbolfolge ÉuÊË von Bild 14.2(e).  Bei fehlerfreier Ãbertragung ist das Signal u(t)
bis auf eine schaltungsbedingte Laufzeit gleich dem Quellensignal q(t).

Das zum EntscheidungsprozeÂ notwendige Taktsignal muÂ von der Taktgewinnungs�
einrichtung aus dem ankommenden Signal r(t) erzeugt werden, z.B. mit Hilfe eines
Phasenregelkreises. FÀr einen solchen ist auch die Bezeichnung PLL (Phase Locked

Loop) Àblich. Die Taktgewinnungseinrichtung wird in diesem Versuch allerdings stets als
ideal angenommen.

 Solange die StÄrungen und Verzerrungen des Kanals einen gewissen Grenzwert nicht
Àberschreiten, ist die Sinkensymbolfolge mit der Quellensymbolfolge identisch, d.h. es
gilt ÉuÊË= ÉqÊË. Zum Zeitpunkt  t=2ÈT ist in diesem Beispiel ein Bitfehler zu erkennen.
Dieser ist darauf zurÀckzufÀhren, daÂ aufgrund der Verzerrungen und StÄrungen des
Kanals das Detektionssignal  d(t) den Schwellenwert  E=0 fÁlschlicherweise unterschrei�
tet, und somit das Quellensymbol q2="L" als das Symbol u2="O" entschieden wird
(vgl. SignalverlÁufe in den Bildern 14.2(a), (d) und (e)).

Im Programm "bas" wird stets die hier beschriebene symbolweise Detektion mittels
Schwellenwertentscheider verwendet. Anzumerken bleibt, daÂ mit einem aufwendigeren
EmpfÁnger, der die gesamte Symbolfolge (oder einen Ausschnitt davon) gemeinsam aus�
wertet, in vielen FÁllen eine sicherere Entscheidung getroffen werden kann. Beispiele
hierfÀr sind die EntscheidungsrÀckkopplung, auch als Quantisierte RÁckkopplung (QR)
bekannt, und der sog. Viterbi-Algorithmus. Letzterer ist ein Maximum-Likelihood-
Detektor. Diese Entscheidungsstrategien werden z.B. im Versuch Impulsinterferenzen &

Entzerrung des Praktikums [30] ausfÀhrlich diskutiert.
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14.2 Fehlerwahrscheinlichkeit und Augendiagramm

Das wichtigste GÁtekriterium eines Digitalsystems ist die Bitfehlerwahrscheinlichkeit

p
Å

= EÂp(ÄÀ Å qÀ)Ã = p(ÄÀÅ qÀ) = limÇÉÊ 1

N
�ËÇ
À=1 p(ÄÀ Å qÀ)Â . (14.7)

Bei einem optimalen BinÄrsystem mit AWGN-Kanal und Matched-Filter ist die

Berechnung von pÅ recht einfach (vgl. Abschnitt 13.3). In diesem Sonderfall sind alle

VerfÄlschungswahrscheinlichkeiten p(ÄÈ Í qÈ) gleich, und es kann auf die aufwendige

Zeitmittelung in (14.7) verzichtet werden. Mit den Gleichungen von Abschnitt 13.3 gilt

p
Å

= QÎ gÏ(0)ÌÏ Ñ = QÓ 2 � EÅ
N
Ã

Ô Ö =
1

2
� erfcÓ E

Å

N
Ã

Ô ÖÂ , (14.8)

und man spricht von einem Nyquist-System. Ein solches zeichnet sich dadurch aus, daÀ

die Symboldetektion nicht von Nachbarimpulsen beeinfluÀt wird (vgl. Kapitel 16). Im

weiteren verwenden wir hierfÁr auch den Begriff "impulsinterferenzfreies System".

Bei einem verzerrenden Kanal kann dagegen die Berechnung von pÅ nach (14.7) sehr

aufwendig sein, selbst beim einfachsten Fall gauÀverteilter StÅrungen. Eine Vereinfa�

chung ergibt sich, wenn man von der Zeitmittelung nach (14.7) zu einer Scharmittelung

Ábergeht. Ein geeignetes Hilfsmittel hierfÁr ist das Augendiagramm.

E
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Á(T
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Bild 14.3: Zur Verdeutlichung der Augendiagramme anhand des Detektionssignals:

(a) Ausschnitt aus dem Detektionssignal bei gauÀÄhnlichem Impuls,

(b) Augendiagramm mit StÅrungen (Signal d(t)),

(c) Augendiagramm ohne StÅrungen (Signal dÇ(t)),

(d) WDF der Detektionsnutzabtastwerte dÇ(TD) fÁr TD=0.
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Das  Augendiagramm ist die Summe aller Ábereinander gezeichneter Ausschnitte eines
(eventuell verzerrten und gestÂrten) Digitalsignals, deren Dauer ein ganzzahliges Viel�
faches der Symboldauer T betrÄgt. Dieses Diagramm hat eine gewisse Àhnlichkeit mit
einem menschlichen Auge, was zu seiner Namensgebung gefÁhrt hat. Es kann z.B. auf
einem Oszilloskop dargestellt werden, das mit dem Taktsignal getriggert wird.

In Bild 14.3(b) und (c) sind zwei solche Augendiagramme fÁr das Detektionssignal d(t)
von Bild 14.3(a) dargestellt. Bild 14.3(b) zeigt das Augendiagramm mit StÂrungen,
wÄhrend fÁr Bild 14.3(c) nur der Nutzanteil dS(t) des Detektionssignals berÁcksichtigt ist.

Zur Bestimmung der Bitfehlerwahrscheinlichkeit pB ist das Augendiagramm ohne
StÂrungen besser geeignet. NatÁrlich kann ein solches Augendiagramm nicht in praxi am
Oszilloskop dargestellt, sondern nur mittels einer Rechnersimulation erzeugt werden.

Wie aus Bild 14.3(c) ersichtlich ist, sind im Augendiagramm ohne StÂrungen nur end�
lich viele Augenlinien zu unterscheiden. Diese Eigenschaft kann bei der Berechnung der
mittleren Bitfehlerwahrscheinlichkeit ausgenutzt werden. 

Dazu bestimmt man fÁr alle Augenlinien den Abstand zur Entscheiderschwelle E=0
zum Detektionszeitpunkt TD, daraus zusammen mit der Streuung ÉÂ des StÂranteils dN(t)
die jeweilige Åberschreitungswahrscheinlichkeit und mittelt Áber alle Augenlinien.

Diese Berechnungsvorschrift lÄÃt sich durch die EinfÁhrung der WDF der Detektions�
nutzabtastwerte dS(TD) formalisieren. Da ohne BerÁcksichtigung der StÂrungen nur
endlich viele Augenlinien auftreten, ist dS(TD) eine diskrete ZufallsgrÂÃe, deren WDF
aus einer Summe gewichteter Diracfunktionen besteht (vgl. Kapitel 4).

In Bild 14.3(d) ist die WDF der Detektionsnutzabtastwerte dS(TD) fÁr das Augen�
diagramm von Bild (c) und den Detektionszeitpunkt TD=0 dargestellt. Es zeigt, daÃ sich
im vorliegenden Fall die diskrete WDF aus 6 Diracfunktionen zusammensetzt, deren
Gewichte die AuftrittshÄufigkeiten der jeweiligen Werte angeben. BerÁcksichtigt man die
Symmetrie zur Entscheiderschwelle E=0, so kann pB als Summe Áber 3 Åberschrei�
tungswahrscheinlichkeiten berechnet werden (vgl. VersuchsdurchfÁhrung D14.1).

Es ist offensichtlich, daÃ durch den Åbergang von der Zeitmittelung entsprechend
(14.7) auf die Scharmittelung Áber alle unterscheidbaren Augenlinien die Rechenzeit zur
Fehlerwahrscheinlichkeitsbestimmung drastisch verringert wird. Trotzdem kann in man�
chen FÄllen die Berechnung der mittleren Bitfehlerwahrscheinlichkeit aufwendig sein.

 Man verwendet deshalb oft als NÄherung die ungÁnstigste Fehlerwahrscheinlichkeit
(worst case), fÁr deren Berechnung stets von den beiden ungÁnstigsten Symbolfolgen
ausgegangen wird. Das bedeutet, daÃ hier die tatsÄchliche WDF der Nutzabtastwerte
dS(TD) gemÄÃ Bild 14.3(d) durch eine vereinfachte WDF mit nur den beiden inneren
Diracfunktionen (jeweils mit dem Gewicht 1/2) ersetzt wird. Mit der in Bild 14.3(c)
angegebenen vertikalen AugenÁffnung Á(TD) zum Detektionszeitpunkt TD gilt:

p
U

= QÄ
Á(T

D
)À2

ÉÂ
ÅÇ . (14.9)
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Diese Gleichung gilt nur unter der Voraussetzung von gauÁverteilten StÂrungen und

einem optimalen Schwellenwert. Liegt die Entscheiderschwelle nicht in Augenmitte, so

ist in (14.9) anstelle von Á(TD)/2 der minimale Abstand einer Augenlinie von der

Entscheiderschwelle E einzusetzen.

 Die NÄherung pU geht davon aus, daÁ alle Folgen mit der gleichen, nÄmlich der

maximalen Fehlerwahrscheinlichkeit verfÄlscht werden. Alle anderen Symbole, die nicht

zu inneren Augenlinien gehÂren, haben aber u.U. eine deutlich kleinere Bitfehlerwahr�

scheinlichkeit als pU, so daÁ pU eine obere Schranke fÀr pB darstellt (pUŠ pB). Das

Gleichheitszeichen  gilt hierbei nur fÀr die binÄren Nyquist-Systeme (vgl. Abschnitt 13.3

und Kapitel 16).

Bei einem redundanzfreien BinÄrsystem wird das Augendiagramm (ohne StÂrungen)

allein durch den Detektionsgrundimpuls gÂ(t) bestimmt. Je breiter gÂ(t) ist, um so mehr

Linien sind im Augendiagramm zu unterscheiden und um so mehr Nachbarimpulse

beeinflussen die Detektion eines Symbols. 

Die Beeinflussung einer Symbolentscheidung durch die anklingenden Flanken nach�

folgender Impulse (VorlÂufer) und die abklingenden Flanken vorangegangener Impulse

(NachlÂufer) bezeichnet man als Impulsinterferenzen (engl.: Intersymbol Interference).

Im folgenden betrachten wir das Augendiagramm zum Detektionszeitpunkt TD und

setzen voraus, daÁ der Detektionsgrundimpuls gÂ(t) genau Ä VorlÄufer und n NachlÄufer

aufweist. Darunter versteht man, daÁ von den Äquidistanten Abtastwerten zu den Detek�

tionszeitpunkten nur gÂ(TD-Ä ÀT), ... ,  gÂ(TD-T), gÂ(TD ), gÂ(TD+T), ... , gÂ(TD+nÀT) zu

berÀcksichtigen sind, wÄhrend alle anderen Abtastwerte vernachlÄssigt werden kÂnnen.

Bei den in Bild 14.3 dargestellten Augendiagrammen gilt beispielsweise n=Ä =1.

Mit dieser Voraussetzung kann der Detektionsnutzabtastwert dS(TD) maximal 2Å+Ã+1
verschiedene Werte annehmen. Ist der Grundimpuls gÂ(t) symmetrisch, so schneiden sich

mehrere Augenlinien zum Detektionszeitpunkt TD=0, und die WDF besteht dann aus

weniger als 2Å+Ã+1 Diracfunktionen (vgl. Bild 14.3).

Die vertikale AugenÂffnung gibt den Abstand der beiden inneren Diracfunktionen an

und kann bei redundanzfreier BinÄrÀbertragung wie folgt berechnet werden:

Á(T
D
) = 2 � ÇgÂ(T

D
) - É

Å

Ê=1
|gÂ(T

D
+ Ë � T)| - É

Ã

Ê=1
|gÂ(T

D
- Ë � T)|ÈÅ . (14.10)

Der Faktor 2 in dieser Gleichung gilt nur fÀr bipolare Signale, bei unipolaren Signalen

ist dieser Faktor gleich 1. Die Betragsbildung ist notwendig, da fÀr die Berechnung der

AugenÂffnung stets vom ungÀnstigsten Fall ausgegangen werden muÁ. Ist der erste Nach�

lÄufer positiv, so wird die Detektion des Amplitudenkoeffizienten aÍ  durch aÍ ÎÏ Ì aÍ
beeintrÄchtigt. 

Dagegen wirkt sich bei gleichem Grundimpuls ein Koeffizient aÍ ÎÏ = aÍ  positiv aus.

Das bedeutet, daÁ hier die Wahrscheinlichkeit fÀr eine Fehlentscheidung des Koeffizien�

ten aÍ  durch die Impulsinterferenz zwischen benachbarten Symbolen sogar herabgesetzt

wird. Entsprechendes gilt fÀr die VorlÄufer.
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14.3 Ideale Entzerrung und Impulsformung

Grund fÁr die Impulsverbreiterung durch den Âbertragungskanal sind Amplituden-
und Phasenverzerrungen. Sowohl die DÄmpfung a(f) als auch die Phase b(f) verlaufen z.B.
bei einem koaxialen Âbertragungskanal, physikalisch bedingt durch den sog. Skineffekt,
ÊÂ -fÀrmig. Voraussetzung fÁr einen verzerrungsfreien Âbertragungskanal wÄre dagegen

ein konstanter DÄmpfungsverlauf a(f) und ein linear mit der Frequenz f ansteigender
Phasenverlauf b(f), wobei allgemein folgender Zusammenhang gilt:

HÄ(f) = eÀÅÃÇÉ � eÀÊËÈÃÇÉÅ . (14.11)

Wirkt ein stark verzerrender Kanalfrequenzgang HÄ(f) auf ein (impulsfÀrmiges) Nutz�
signal gÍ(t), so erstreckt sich der Ausgangsimpuls gÎ(t) Áber eine sehr groÃe Zeitdauer und
ist zudem in der Amplitude gegenÁber dem Eingangsimpuls gÍ(t) stark vermindert; es
kommt zu groÃen Impulsinterferenzen. Âberlagert man viele solcher Impulse, so ergibt
sich im allgemeinen ein geschlossenes Auge. 

Durch eine geeignete Dimensionierung des Empfangsfilters HÏ(f) kÀnnen die Ampli�
tuden- und Phasenverzerrungen des Kanals jedoch merklich vermindert werden. Bei
Abwesenheit von StÀrungen (d.h.: n(t) = 0) kÀnnte man beispielsweise HÏ(f) = 1/HÄ(f)
wÄhlen. Das Ausgangssignal i(t) dieses idealen Entzerrers wÄre in diesem Fall identisch
mit dem Sendesignal s(t) und wie dieses z.B. ideal rechteckfÀrmig (vgl. Bild 14.4). Die
Frequenzanteile, die auf dem Kanal einer besonders groÃen DÄmpfung unterliegen,
werden durch dieses - mÀglicherweise nicht realisierbare - Empfangsfilter so weit ange�
hoben, daÃ fÁr alle Frequenzen HÄ(f)ÌHÏ(f) = 1 gilt.  

Bei leitungsgebundener Âbertragung fÄllt |HÄ(f)| mit wachsender Frequenz meist
monoton. Dementsprechend wÄchst bei idealer Entzerrung 1/|HÄ(f)| monoton an, was
zur Folge hat, daÃ entsprechend (14.6) bei weiÃem Rauschen n(t) am EmpfÄngereingang
die Rauschleistung Ñ Ó

Ô  nach dem idealen Entzerrer unendlich groÃ wird. Um diese
Varianz zu begrenzen, ist deshalb ein zusÄtzlicher TiefpaÃ erforderlich.

gÎ(t)
+

ÖÒÕŠ

Detektor

weiÚes Rauschen

s(t)

n(t)

Û(t)
HÄ(f) HÜ(f)

1
HÄ(f)gÍ(t)

HÏ(f)

r(t)

gÙ(t)

i(t)

gÔ(t)

d(t)

SendegrundimpulsÅ gÍ(t) : z.B. rechteckfÀrmig;

EmpfangsgrundimpulsÅ gÎ(t) : extrem breit;

GrundimpulsÅ gÙ(t) : z.B. rechteckfÀrmig;

DetektionsgrundimpulsÅ gÔ(t) :

wieÅ gÍ(t),

breiterÅ alsÅ gÍ(t)Å undÅ gÙ(t), Å aberÅ schmalerÅ alsÅ gÎ(t).

Bild 14.4: Zur Verdeutlichung des idealen Entzerrers und des Impulsformers.
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Bild 14.4 zeigt das Blockschaltbild eines mÁglichen EmpfÂngers bei Vorhandensein

von Impulsinterferenzen. Das Empfangsfilter mit dem bandpaÄÂhnlichen Frequenzgang

HE(f) setzt sich - zumindest gedanklich - aus dem idealen Entzerrer 1/HK(f) und einem

TiefpaÄ HI(f) zur Rauschleistungsbegrenzung zusammen. Der Gesamtfrequenzgang von

Kanal und Empfangsfilter ist somit ebenfalls gleich HI(f):

HKE(f) = HK(f) �
1

HK(f)
� HI(f) = HI(f)À . (14.12)

Aufgrund dieser Eigenschaft wird das zeitdispersive (Nutzsignal-)Verhalten des Gesamt�

systems allein durch den sog. Impulsformer-Frequenzgang HI(f) hI(t) bestimmt.

Beispielsweise gilt dann fÅr den Detektionsgrundimpuls:

gË(t) = gÈ(t) * hI(t)À . (14.13)

WÂhlt man z.B. einen rechteckfÁrmigen Impulsformer (KÁpfmÁller-TiefpaÂ), dessen

Frequenzgang HI(f) allein durch die Grenzfrequenz fI bestimmt ist (siehe Anhang C), so

ergibt sich - unabhÂngig vom Kanalfrequenzgang HK(f) - stets die gleiche AugenÁffnung.

HK(f) hat dann lediglich EinfluÄ auf die GrÁÄe der StÁrungen am Entscheider. FÅr die

DetektionsstÁrleistung gilt nun bei weiÄem Rauschen:

Â 2
Ë

= dN(t) 2=
N0

2
� Ä
+À

-À
|HI(f)|

2

|HK(f)|2
df =

N0

2
� Ä
+ÍÅ

-ÍÅ
1

|HK(f)|2
dfÀ . (14.14)

Aus der linken, allgemeineren Gleichung ist ersichtlich, daÄ der Impulsformer |HI(f)| -

zumindest ab einer bestimmten Frequenz - schneller abfallen muÄ als 1/|HK(f)| ansteigt.

Die rechte Gleichung gilt dagegen speziell fÅr den KÅpfmÅller-Impulsformer.

In Bild 14.5 ist das Betragsquadrat |HE(f)|2 des Empfangsfilter-Frequenzgangs ge�

zeichnet. Es ist vorausgesetzt, daÄ |HK(f)| mit der Frequenz monoton fÂllt, so daÄ der

Kehrwert ansteigt. Da HI(f) fÅr alle Frequenzen |f| < fI gleich 1 ist (und auÄerhalb 0),

ist die FlÂche unter der Kurve ein MaÄ fÅr die StÁrleistung am Detektor. Verringert man

die Grenzfrequenz fI auf die HÂlfte, so wird Â 2
Ë

 um mehr als den Faktor 2 vermindert.

Dies geht natÅrlich auf Kosten des Einschwingverhaltens (vertikale AugenÁffnung).

 In der VersuchsdurchfÅhrung D14.2 wird gezeigt, daÄ es fÅr jeden Kanal HK(f) eine

optimale Grenzfrequenz fI,opt gibt, die die Fehlerwahrscheinlichkeit mimimiert.

Ã
ÇÉÃ

f

ÊË2
|HE|2 =

|HI(f)|
2

|HK(f)|2

fI- fI fIË2- fIË2

Bild 14.5: Zur Verdeutlichung der StÁrleistung bei rechteckfÁrmigem Impulsformer. 
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14.4 Vorbereitungsfragen

V14.1: Gegeben sei ein redundanzfreies binÁres bipolares Basisbandsystem mit der
Bitrate ÎÂ=100 Mbit/s. Die Sendeimpulse seien "NRZ-rechteckfÂrmig" und besitzen
die mÂglichen Amplitudenwerte Ä2V. Die Rauschleistungsdichte des AWGN-Kanals sei
NÀ= 10ÅÃ VÇ/Hz. Als Empfangsfilter wird ein GauÄ-TiefpaÄ mit dem Frequenzgang

ÏÉ(Ì) = eÅÊË ÈÍÈÎÏÍÀ , (14.15)

verwendet, wobei die Grenzfrequenz ÌÉ=40 MHz betrÁgt. FÅr den Detektionsgrund�
impuls ÑÌ(Ó) gilt in diesem Fall:

ÑÌ(Ó) = ÑÑ(Ó) * hÉ(Ó) = 2 � ÌÉ � ÔÀ � Ó
ÔÖÒÕÇ

ÔÅÒÕÇ
eÅÊŠËÇÚÎŠÛÏÍ dÜÀ . (14.16)

Mit dem komplementÁren GauÄschen Fehlerintegral Q(x) nach (4.40) bzw. Anhang B
kann fÅr den Detektionsgrundimpuls auch geschrieben werden:

ÑÌ(Ó) = ÔÀ � ÙQŸ2 � 2Ž� � ÌÉ � (Ó -
Ö

2
)� - QŸ2 � 2Ž� � ÌÉ � (Ó +

Ö

2
)��À . (14.17)

Dieser Impuls ist in Bild 14.6 dargestellt.

Ó

1.365 V
2 V

ÑÌ(Ó)

ÑÑ(Ó)

0,315 V
10ns-10ns

0.955 V

5ns-5ns
Bild 14.6: Detektionsgrundimpuls ÑÌ(Ó) im Vergleich zum Sendegrundimpuls ÑÑ(Ó)

bei gauÄfÂrmigem Empfangsfilter (normierte Grenzfrequenz ÌÉ�Ö=0.4).

a) Wie groÄ ist die Sendeimpulsdauer Ö = ÖÂ!und die Energie pro Bit (EÂ)?

b) ÃberprÅfen Sie die in Bild 14.6 eingetragenen Zahlenwerte fÅr ÑÌ(0), ÑÌ(Ç5 ns) und

ÑÌ(Ç10 ns). Verwenden Sie dabei die Tabelle im Anhang B.



32514  Digitale BasisbandÁbertragung

c) Skizzieren Sie qualitativ das zur Symbolfolge L L O O L O L gehÁrige Detektions�

nutzsignal dS(t) in nachfolgendes Diagramm.  Âberlagern Sie hierzu die verschobenen

und gewichteten Detektionsimpulse gemÄÀ Bild 14.6.

0
1 2 43 65

+2V

-2V

0

+2V

-2V

+1V

-1V

1 2 43 65

tÒT

s(t)

d
S
(t)

tÒT



326 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik
V14.2: Es gelten weiterhin die in V14.1 getroffenen Voraussetzungen.

a) Berechnen Sie die vertikale AugenÁffnung  Á(TÕ)  fÂr die optimal gewÄhlte Entschei�

derschwelle  EopÚ  und  den  optimalen  Detektionszeitpunkt TÕ,opÚ? Wie groÀ sind  EopÚ

und TÕ,opÚ? VernachlÄssigen Sie fÂr diese Berechnung ab Â20ns alle Vor- und Nach�

lÄufer des Detektionsgrundimpulses gÄ(t).

b) Zeichnen Sie aus den Angaben von Bild 14.6 das Augendiagramm ohne StÁrungen.

BerÂcksichtigen Sie dabei nur einen Vor- und einen NachlÄufer (n = À = 1). Wie

Ändert sich das Augendiagramm fÂr n = À = 2?

0 T/2 T-T/2-T

2

-2

EopÚ=0

dÛ(t)

c) Wie groÀ ist die Leistung Å 2Ä des gauÀverteilten DetektionsstÁrsignals dÜ(t)?

Hinweis:  Es ist

Ã
Ç

-Ç
e-(É�Ê)Ë dx=

ÈÍ
a

Å . (14.18)
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d) HÁufig wird anstelle von pU das ungÂnstigste SignalstÄrleistungsverhÁltnis

Ù
U

= Â
Á(T

D
)Ä2

ŸÀ
Å2À (14.19)

als Optimierungskriterium herangezogen. Zwischen diesen beiden GrÄÅen besteht

der folgende feste Zusammenhang:

p
U

= Q( Ù
U

Ã )À . (14.20)

Berechnen Sie das ungÂnstigste SignalstÄrleistungsverhÁltnis ÙUÇ(in dB).

e) Berechnen Sie die ungÂnstigste Fehlerwahrscheinlichkeit  pU.

f) Geben Sie eine untere und eine obere Schranke fÂr die Bitfehlerwahrscheinlichkeit

pB an. BerÂcksichtigen Sie dabei, daÅ ein impulsinterferenzbehaftetes System stets

eine grÄÅere Bitfehlerwahrscheinlichkeit als ein Nyquist-System aufweist.

g) Um wieviel dB wird das SignalstÄrleistungsverhÁltnis geringer, wenn statt eines

bipolaren ein unipolares BinÁrsignal verwendet wird? Welcher Wert ergibt sich in

diesem Fall fÂr die Fehlerwahrscheinlichkeit?
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14.5 VersuchsdurchfÁhrung

Die nachfolgenden Aufgaben kÁnnen mit dem Programm "bas" durchgefÂhrt werden.

Ž�4��: ÄberprÂfen Sie Ihre Ergebnisse der Vorbereitungsfragen V14.1 und V14.2.
BerÂcksichtigen Sie dabei, daÀ im Programm "bas" die Amplitude des Sendesignals nur
Â1V betrÅgt und nicht Â2V, wie fÂr die Vorbereitungsfragen vorausgesetzt wurde.
WÅhlen Sie mit dem MenÂpunkt "Freie Wahl" die Systemparameter deshalb wie folgt:

� zufÅllige Quellensymbolfolge,

� binÅre bipolare NRZ-Rechtecksendeimpulse (normierte Impulsdauer TÄ/T = 1),

� idealer Kanalfrequenzgang (HÀ(f) = 1),

� weiÀes Rauschen mit der normierten Bandbreite BÅ
ÃT= 6 und 

� der normierten Rauschleistungsdichte NÇ/T= 0.1,

� GauÀ-Entzerrer mit der normierten Grenzfrequenz fÉÃT= 0.4,

� optimale Entscheiderschwelle E=0 und optimaler Detektionszeitpunkt TÊ=0.

a) Betrachten und beschreiben Sie alle ZeitsignalverlÅufe, das Augendiagramm des
Detektionssignals (sowohl mit als auch ohne StÁrungen) und die Leistungsdichte�
spektren der Nutz- und StÁrsignale. WÅhlen Sie hier die Anzahl der zu berÂcksich�
tigenden NachlÅufer (gleich Anzahl Ë der VorlÅufer) zu  n = 1.

b) Vergleichen Sie die Zahlenwerte der in der nachfolgenden Tabelle angegebenen
GrÁÀen mit Ihren Ergebnissen der Vorbereitungsfragen V14.1 und V14.2.

pÈÁ(TÊ) ÍÎ pÏ 10 � lg(ÌÈ)

berechnet

umgerechnet
auf Ã1V

simuliert

Anmerkung:  Die gewÂnschten Zahlenwerte werden im Programm "bas" angezeigt,
wenn Sie nur ein Augendiagramm darstellen lassen. 
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c) Wiederholen Sie Versuch b) nun fÁr n =u= 2. Warum ergibt sich ein fast gleiches

Ergebnis wie unter Punkt b)?

d) Um  welchen  Faktor ist  die mittlere  Bitfehlerwahrscheinlichkeit  p! kleiner als die

ungÁnstigste  Bitfehlerwahrscheinlichkeit  pU?

e) Skizzieren Sie die WDF der Detektionsnutzabtastwerte in nachfolgendes Diagramm.

Welche Amplitudenwerte treten auf?  

Hinweis: Betrachten Sie hierzu im Augendiagramm (ohne StÂrungen) die Zahl der

Augenlinien und deren zugehÂrige Amplitudenwerte zum Detektionszeitpunkt. 

ÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂ

-1V 0 +1V

d
#
(T
$

)

MÂgliche Werte Wahrscheinlichkeiten
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f) Berechnen Sie aus den eben ermittelten Wahrscheinlichkeiten und der Streuung sd

des DetektionsstÁrsignals eine etwas bessere NÂherung fÄr die mittlere Bitfehler-
wahrscheinlichkeit %Â, als es die ungÄnstigste Fehlerwahrscheinlichkeit %Ä ist.

g) Die Schwelle liege nun nicht mehr optimal, sondern bei & = 0.1. Tragen Sie die
geÂnderte Schwelle in das Diagramm zu Punkt e) ein und berechnen Sie %Â erneut.

h) Àndern Sie die Schwelle im Programm und ÄberprÄfen Sie Ihren berechneten Wert.
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D14.2: BezÁglich des Senders gelten weiterhin die Voraussetzungen von D14.1, d.h.
es wird ein BinÂrsystem mit NRZ-Rechteckimpulsen betrachtet. Der Kanalfrequenzgang
sei nun aber nicht mehr ideal, sondern ein Koaxialkabel, so daÄ gilt:

HK(f) = exp Â- a � Ä
ÄÀÅÃÇ É � exp Â- j � a � Ä

ÄÀÅÃÇ ÉÀ , (14.21)

hK(t) =
aÊ2

Ë � 2 � f’ � t3È � exp Â- a *

2Ë � f’ � t
ÉÀ À À fÁrÀ t Í 0À . (14.22)

|HK(f)| ist stark monoton fallend, was auf den Skineffekt zurÁckzufÁhren ist. Die Kon�
stante a ist die DÂmpfung bei der Frequenz f’/2, wobei die Bitfrequenz f’ den gleichen
Zahlenwert wie die Bitrate R’ besitzt, aber mit der Einheit "Hz" anstelle von "bit/s". Da
am Ausgang des Kanals das Auge bereits geschlossen ist, ist ein TiefpaÄ gemÂÄ (14.15)
als Empfangsfilter ungeeignet. Vielmehr muÄ das Empfangsfilter H+(f) den Kanalfre�
quenzgang in einem sehr weiten Frequenzbereich entzerren (was z.B. durch den inversen
Frequenzgang zu HK(f) mÅglich ist), bevor bei hÅheren Frequenzen wegen der notwendi�
gen Rauschleistungsbegrenzung ein Abfall von H+(f) erfolgen muÄ (vgl. Abschnitt 14.3).

Bei einem Kanal mit (stark) frequenzabhÂngiger DÂmpfung ist es zweckmÂÄig, zur
Berechnung der Nutzsignale anstelle von H+(f) den Frequenzgang HI(f) = HK(f)ÎH+(f)
zu benutzen, der entsprechend den AusfÁhrungen in Abschnitt 14.3 als Impulsformer-
Frequenzgang bezeichnet wird. FÁr das Weitere betrachten wir einen gauÄfÅrmigen
Impulsformer mit der Grenzfrequenz fI:

HI(f) = HK(f) � H+(f) = e/Ï5 ÌÑÌÓ6ÑÀ . (14.23)

a) Ermitteln Sie mit dem Programm "bas" die Fehlerwahrscheinlichkeit dieses Systems.
Ãndern Sie vorher gegenÁber D14.1 folgende Parameter des Çbertragungssystems:

- Kanal: Koaxialkabel mit der DÂmpfung a = 60 dB bzw. 6.9 Neper,

- Empfangsfilter: gauÄfÅrmiger Impulsformer mit der Grenzfrequenz fIÎT = 0.4,

- Detektor: Schwellenwert und Detektionszeitpunkt optimal. 

p7Á(T8) ÔÖ p’ 10 � lg(Ò7)

HK(f)=1

Koaxialkabel
(aÂ=É60dB)

Worauf sind hier die unzureichende Werte hinsichtlich Fehlerwahrscheinlichkeit
bzw. StÅrabstand zurÁckzufÁhren? 
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b) Betrachten Sie den Rauschanteil dN(t) des Detektionssignals, so werden Sie erkennen,
daÁ dieses Signal sehr viele Frequenzanteile bei etwa 65 MHz besitzt. Wie kÂnnen Sie
sich diesen Sachverhalt erklÄren? Betrachten Sie zur Beantwortung dieser Frage auch
das Leistungsdichtespektrum (LDS) 9ÂN(f) und skizzieren Sie dieses in nachfolgendes
Diagramm. Welcher Zusammenhang besteht zwischen 9ÂN(f) und dem Entzerrer�
frequenzgang HE(f). ÀberprÅfen Sie rechnerisch die Zahlenwerte fÅr 9ÂN(f = 0) und
9ÂN(f = 65 MHz). 

20 40 60 80 100 120

fÃ inÃ MHz

9ÂN(f)

c) FÅr die Teilaufgabe a) betrug die normierte Rauschleistungsdichte des StÂrsignals
N0/T =0.1. Dies ist offensichtlich fÅr den hier betrachteten koaxialen Àbertragungs�
kanal zu hoch. Àberlegen Sie sich anhand der Ergebnisse der Teilaufgabe a), wie groÁ
die normierte Rauschleistungsdichte N0/T am EmpfÄngereingang maximal sein darf,
damit die (ungÅnstigste) Fehlerwahrscheinlichkeit pU nicht grÂÁer als 10-4 wird (aus
der Tabelle im Anhang B folgt daraus: 10Ä lg(;U) À 11.35 dB). Welcher Zusammen�
hang besteht allgemein zwischen und <Å, N0 und ;UÃÇWie groÁ ist <Å in diesem Fall?
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d) ÁberprÂfen Sie mit dem Programm  "bas",  ob der von Ihnen in c) ermittelte Wert fÂr
N0/T den Anforderungen entspricht. Versuchen Sie gegebenenfalls, den maximal
zulÄssigen Wert von N0/T durch "Ausprobieren" zu finden.

e) Bestimmen Sie nun die charakteristischen KenngrÀÅen fÂr verschiedene Impuls�
formergrenzfrequenzen fI. Die Anzahl der betrachteten Vor- und NachlÄufer sei
weiterhin n =>= 2. Gehen Sie hier vom Standardsystem A aus, mit dem folgende
Systemparameter eingestellt werden:

Â zufÄllige Quellensymbolfolge,
Â binÄre bipolare NRZ-Rechtecksendeimpulse (normierte Impulsdauer TÄ/T = 1),
Â Koaxialkabel mit der KabeldÄmpfung a=60 dB,
Â weiÅes Rauschen mit der normierten Bandbreite Bn

ÀT= 6 und 
Â der normierten Rauschleistungsdichte N0/T= 2À10-7 (V2),
Â GauÅ-Impulsformer mit der normierten Grenzfrequenz fIÀT= 0.4,
Â optimale Entscheiderschwelle E=0 und optimaler Detektionszeitpunkt TD=0.
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p
U

Á(T
D
) ?Â p

B 10 � lg(@
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f
I � T = 0.30

f
I � T = 0.35

f
I � T = 0.40

f
I � T = 0.45

f
I � T = 0.50

f) Skizzieren Sie den StÁrabstand 10Ä lg(@U) in AbhÂngigkeit der normierten Grenz�

frequenz fIÄT und diskutieren Sie den Kurvenverlauf. Ermitteln Sie die optimalen

Impulsformergrenzfrequenz auf 5 MHz genau.
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14.6 Ábungsaufgabe

Á14.1:  Mit dieser Ábungsaufgabe sollen Sie die programmtechnische Berechnung des
Augendiagramms und der AugenÂffnung kennenlernen. 

a) Schreiben Sie ein Programm AbCJCLOPQVWOXVWYZ[VW[lX\A, das fÄr ein binÀres bipolares
Sendesignal das Augendiagramm (ohne StÂrungen) berechnet und schlieÅlich die
vertikale AugenÂffnung YZ[W]W^(_Â) ermittelt. 

Der Parameter QWgibt die Anzahl der zu berÄcksichtigenden NachlÀufer an. Sie
kÂnnen davon ausgehen, daÅ Q nicht grÂÅer als  2 ist. Da nur symmetrische Detek�
tionsimpulse betrachtet werden und _Â = 0 vorauszusetzen ist, gilt weiterhin Ä = Q. 

Die Ábergabe der Detektionsgrundimpuls-Abtastwerte an das Unterprogramm
erfolgt Äber das Feld AOX[289]A (Indizierung: 0 bis 288); das Element AOX[144]A kenn�
zeichnet somit den mittleren Abtastwert und damit das Impulsmaximum. Bei dieser
Vorbelegung entsprechen der Bitdauer _ im Programm genau 36 Abtastwerte. Stellen
Sie das Auge von -_ bis +_ dar, so daÅ Sie fÄr das Detektionssignal (eventuell) ein
internes Feld AX[73]AWdefinieren mÄssen. 

Die Berechnung der 2ÀÅÃÅÇ (= 32 fÄr Q = Ä = 2) Augenlinien beruht auf (14.4),
wobei die Laufvariable ÉÊalle Werte von -Q bis +Q annimmt. FÄr die Amplituden�
koeffizienten  CË muÅ ebenfalls ein internes Feld der LÀnge 5 vereinbart werden. Mit
dem zweidimensionalen Feld A[lX[ 73] [32]A werden schlieÅlich dieW berechneten
Augenlinien ans Hauptprogramm zurÄckgeben. 

Die Berechnung der AugenÂffnung kÂnnte prinzipiell nach Gl. (14.10) erfolgen. In
diesem Programm soll jedoch YZ[W]Ŵ (_Â) dadurch bestimmt werden, indem man von
allen 2ÀÅÃÅÇ Augenlinien die beiden innersten ermittelt. Ist das Auge geschlossen
(^(_Â) < 0), so setzen Sie YZ[ = 0.

ÈÍ ÎÏÌÑÓÔÖÒÕŠÚÛÜÙŸÙŽ ���ÍÕ

��ÏÖÕ!Û"ÛÔ#$Ì% #Ö% �Ò&% &ÓÖ’ "Ô!(�ÔÜÏÌÒÕ!Û"ÛÔ#$Ì% #Ö% �Ò&% &ÓÖ’Õ
Ó�Ì#ÕÌ) ÏÌÜÒ#Ò(ÕÌÕ
Ö�Ô!ÓÒÕ*�Ò& �Ò&
&Ó�ÛÜÕ#ÖÕ+,-./%&ÓÖÕ+02/6+78/) (ÒÛÓÕ#Ö$9Í8::’%&ÓÖ$9Í�8%9Í7;’Õ
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b) Testen Sie Ihr Unterprogramm "basaug" nach dem Ábersetzen und Einbinden in das
Hauptprogramm "bas" (mit dem Aufruf "mkbas" bzw. "mkbas -f") durch Wahl von
"Standardsystem A" und MenÂpunkt "Test des eigenen Programms". Stimmt der Wert
fÂr die AugenÄffnung Á(TD) mit dem im Programm "bas"  berechneten Wert Âberein?
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15  Codierte und mehrstufige Ábertragung
Inhalt: Im folgenden werden die Besonderheiten der mehrstufigen und/oder codierten
DigitalsignalÁbertragung angesprochen, wozu das bisherige Blockschaltbild um Coder
und Decoder erweitert werden muÂ. Nach einigen grundlegenden Definitionen werden
verschiedene Leitungscodes behandelt, wobei zwischen blockweiser und symbolweiser
Codierung zu unterscheiden ist. AbschlieÂend wird auf die Berechnung der mittleren und
der ungÁnstigsten Fehlerwahrscheinlichkeit bei Mehrstufensystemen eingegangen.

15.1 Prinzip der codierten Ábertragung
Im letzten Kapitel wurde das Sendesignal Á(Â) ebenso wie das Quellensignal Ä(Â) stets

als binÄr und redundanzfrei vorausgesetzt. Nun werden einige Aspekte der codierten und
mehrstufigen Àbertragung anhand des Modells von Bild 15.1 diskutiert.

ÀÅÃ Ã

EmpfÄnger

+ÇÉÊÉË ÈÍÎÏ
ÌÍÊÑÓ

ÈÍÎÏ
ÔÖÓËËÓ

ÒÕÈÓŠ
ÌÓÊÈÓÚ
ÍÛÜÖËÙÚ
ŸÕŠÛÓŠ

Sender

ŽÉÑ�

�ÛÜŸÉÊÎÙ
ŸÍË�ÓŠ

�Ó�ÓÑ�ÕŠ �Ó�ÕÈÓŠ

Ì� Š!ÖÓËËÓ

Ä(Â) Á(Â) "(Â) #(Â)

$(Â)

%(Â)

%Å&ÃÄÅ&Ã

À(Â)

&’Å &

’(Â)

Bild 15.1: Blockschaltbild eines digitalen BasisbandÁbertragungssystems inklusive
Codier- und Decodiereinrichtungen ((Ä)* + (’)*,bzw.,(À)* + (%)*).

Das Quellensignal Ä(Â) wird weiterhin als binÄr und redundanzfrei angenommen. Mit
der Quellensymboldauer -. betrÄgt/dessen Bitrate somit 0.=1/-.. Im Unterschied zu
Bild 14.1 beinhaltet das Blockschaltbild von Bild 15.1 nun zusÄtzlich eine Codier- und
eine Decodiereinrichtung. Erstere erzeugt aus der Quellensymbolfolge (Ä)* gemÄÂ der
jeweiligen Codiervorschrift die Codesymbolfolge ( ’)*. Das zugehÅrige Codersignal ’(Â)
sowie das Sendesignal Á(Â) nach eventueller Sendeimpulsformung seien 1-stufig und
besitzen jeweils die Symboldauer -. Auch die Symbolfolge,(À)* nach dem Detektor ist
1-stufig. Der Decoder hat nun die Aufgabe, daraus die binÄre Sinkensymbolfolge (%)*
zu generieren. Bei fehlerfreier Àbertragung gilt stets (À)* = ( ’)* und (%)* = (Ä)*.

Unter 24#56"8$9 soll allgemein die Manipulation der in einem Nachrichtensignal
enthaltenen Redundanz verstanden werden. Man unterscheidet je nach Zielrichtung
zwischen Quellen-, Kanal- und Leitungscodierung. 

Aufgabe der :86;;6$’4#56"8$9< ist im wesentlichen eine Redundanzreduktion zur
Datenkomprimierung, wie sie beispielsweise in der Bildcodierung Anwendung findet.
Durch Ausnutzung statistischer Bindungen zwischen einzelnen Punkten eines Bildes bzw.
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zwischen den Helligkeitswerten eines Punktes zu verschiedenen Zeiten (bei Bewegtbild�
sequenzen) kÁnnen Verfahren entwickelt werden, die zu einer merklichen Verminderung
der Datenmenge bei nahezu gleichbleibender BildqualitÂt fÄhren. Ein einfaches Beispiel
hierfÄr ist die differentielle Pulscodemodulation (DPCM).

Bei der Kanalcodierung wird demgegenÄber dadurch eine merkliche Verbesserung des
Àbertragungsverhaltens erzielt, daÅ eine am Sender zusÂtzlich hinzugefÄgte Redundanz
empfangsseitig zur Fehlererkennung oder -korrektur herangezogen wird. Solche Codes
sind besonders bei stark gestÁrten KanÂlen von groÅer Wichtigkeit. Die bekanntesten
Vertreter von Codes zur Datensicherung sind Blockcodes und Faltungscodes. Ihre Be�
schreibung hat zu einer eigenen Disziplin innerhalb der Nachrichtentechnik gefÄhrt,
nÂmlich der Codierungstheorie, die sich in der Vorgehensweise und den mathematischen
Hilfsmitteln von anderen nachrichtentechnischen GrundlagenfÂchern unterscheidet.

Auf Quellen- und Kanalcodierung kann in diesem Praktikum aus ZeitgrÄnden nicht
detailliert eingegangen werden. Vielmehr beschrÂnken wir uns im folgenden auf den eher
nachrichtentechnischen Aspekt, durch eine geeignete Codierung der Quellensymbole
das Sendesignal an die spektralen Eigenschaften des Àbertragungsmediums und der
Empfangseinrichtungen anzupassen ("Leitungscodierung" oder "Ábertragungscodierung").

15.2 AKF und LDS von Digitalsignalen

Ein ungestÁrtes Digitalsignal s(t) kann in folgender Weise dargestellt werden:

s(t) = Â
ÂÄ

ÀÅÃÄ
aÀ � gÇ( t -É � T )Ã . (15.1)

Hierbei kennzeichnet der Grundimpuls ÊÇ(t) den Zeitverlauf eines Einzelimpulses, der
z.B. rechteck- oder gauÅfÁrmig sein kann (vgl. Bild 15.2). Die einzelnen Impulse folgen
im Abstand T (Symboldauer) aufeinander. 

Die statistischen Eigenschaften des Digitalsignals werden in (15.1) durch die dimen�
sionslosen Amplitudenkoeffizienten aË  beschrieben. FÄr das Folgende wird festgelegt,
daÅ die mÁglichen Amplitudenkoeffizienten aÈ (mit Í=1, ... , M) Âquidistant seien.

Î Ï Ì Ñ Ó Ô Ö

Î Ï Ì Ñ Ó Ô Ö

sÒ

Õ Š

Õ Š

(a)

(b)

s(t)

s(t)

tÚT

tÚT

sÒ

- sÒ

- sÒ

Bild 15.2: Beispiele eines bipolaren BinÂrsignals mit NRZ-Rechteckimpulsen (a)
bzw. GauÅimpulsen (b).
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Die unterschiedlichen Indizes dienen zur Unterscheidung der Vorratsmenge {am}Ävon

der zeitlichen Folge Âan Ä. Bei unipolaren Signalen (0 À am À1) gilt somit

aÅ =
Ã - 1

M - 1
Â . (15.2)

Bei bipolaren Signalen (-1 À am À1) ist dagegen

aÅ =
2Ã - M - 1

M - 1
Â . (15.3)

Im Sonderfall M= 2 (BinÁrsignal) ist dementsprechend am Ç {0,1} bzw. am Ç {-1,+1}.

Aus Bild 15.2 ist zu ersehen, daÁ ein Digitalsignal im allgemeinen nicht stationÄr ist.

Besonders deutlich wird dies bei den schmalen GauÁimpulsen von Bild 15.2(b). Die Be�

dingung der StationaritÄt (vgl. Abschnitt 9.1) ist somit hier nicht erfÀllt; z.B. ist zu den

Zeitpunkten É ÊT der quadratische Mittelwert mË=sËÈ , wÄhrend dazwischen mË Í 0 gilt.

Man bezeichnet einen solchen ZufallsprozeÁ, dessen Momente mÎ(t)=mÎ(t+T) sich

periodisch wiederholen, als zyklostationÁr (vgl. [24]). Viele der fÀr ergodische Prozesse

gÀltigen Regeln kann man mit EinschrÄnkungen auch auf zyklostationÄre Prozesse

anwenden. Beispielsweise gilt mit (9.6) fÀr die AKF des Digitalsignals gemÄÁ (15.1):

ÏÌ(Ñ) = limÓÔÖÒ
1

2TÈ � Õ
ŠÓÔ

ÚÓÔ
ÛŠÒ

ÜÙÚÒ
ÛŠÒ

ŸÙÚÒ aÜ � aŸ � gÌ(t - É �T ) � gÌ(t + Ñ - Ž �T ) d tÂ . (15.4)

Da die Grenzwert-, Integral- und Summenbildung vertauscht werden darf, kann mit den

Substitutionen N=TÈ/T, � �Ž �É  und t - É ÊT � t hierfÀr auch geschrieben werden:

ÏÌ(Ñ)= ÛŠÒ
!ÙÚÒ

1

T
� lim"ÖÒ

1

2N + 1
�Û
Š"

ÜÙÚ"aÜ � aÜŠ! �Õ
ŠÒ

ÚÒ
gÌ(t) � gÌ(t + Ñ - � �T ) d tÂ . (15.5)

Nun werden zur AbkÀrzung folgende GrÅÁen eingefÀhrt:

- Die diskrete Autokorrelationsfunktion der Amplitudenkoeffizienten liefert eine Aussage

Àber die linearen statistischen Bindungen der Amplitudenkoeffizienten an  und an#l :
Ï$(�) = lim"ÖÒ

1

2N + 1
ÛŠ"

ÜÙÚ" aÜ � aÜŠ!Â . (15.6)

- Die Energie-AKF des Grundimpulses ist Ähnlich definiert wie die allgemeine AKF nach

Definition (9.6). Es ist jedoch berÀcksichtigt, daÁ gÌ(t) energiebegrenzt ist, so daÁ auf

die Division durch TÈ und den GrenzÀbergang TÈ � % verzichtet werden kann:

Ï&’Ì (Ñ) = Õ
ŠÒ

ÚÒ
gÌ(t) � gÌ(t + Ñ) d tÂ . (15.7)

Mit diesen beiden GrÅÁen kann man fÀr die AKF von (15.5) auch schreiben:

ÏÌ(Ñ) = ÛŠÒ
!ÙÚÒ

1

T
� Ï$(�) � Ï&’Ì(Ñ - � � T )Â . (15.8)
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15.3 Redundanzfreie Mehrstufensignale

Die Gleichung (15.8) macht deutlich, daÁ die AKF Ás(t) durch zwei GrÂÁen bestimmt
wird, nÄmlich durch den Grundimpuls, dessen EinfluÁ durch seine Energie-AKF gemÄÁ
(15.7) beschrieben wird, sowie durch die statistische AbhÄngigkeit der gesendeten Sym�
bole, die durch die diskrete AKF ÁÀ(l ) der Amplitudenkoeffizienten gekennzeichnet ist.

Der AKF-Wert ÁÀ(0)=E[ÂÄÀ ]Ågibt den quadratischen Mittelwert der Koeffizienten
an und ist unabhÄngig von den statistischen Bindungen. Er kann mit (4.18) aus den Ã
mÂglichen Amplitudenkoeffizienten ÂÇ und deren Auftrittswahrscheinlichkeiten ÉÇ be�
rechnet werden. Sind diese alle gleich (ÉÇ =1/Ã), so erhÄlt man mit (15.2) bzw. (15.3):

ÁÀ(0) =
1
Ã � Ê

M

ËÈÍ
Â ÄË =

Î
Î
Ï
Ì

Ñ

À
À
À
À
À

2Ã - 1
6 � (Ã - 1)

À À À À fÅrÀ unipolareÀ SignaleÀ ,

Ã + 1
3 � (Ã - 1)

À À À À fÅrÀ bipolareÀ SignaleÀ .
(15.9)

Dagegen werden die AKF-Werte mit l Ó 0 von den statistischen Bindungen zwischen
den einzelnen Amplitudenkoeffizienten beeinfluÁt. Sind die Amplitudenkoeffizienten ÂÔ
statistisch voneinander unabhÄngig, so gilt fÅr l Ó 0:

ÁÀ(l) = EÖÂÀ � ÂÀÒÕ Š= EÖÂÀ Š �EÖÂÀÒÕŠ = ÚÄÍÀ . (15.10)

Sind weiterhin die mÂglichen Ampitudenkoeffizienten gleichwahrscheinlich, so ergibt
sich der lineare Mittelwert zu  ÚÍ=Ã (fÅr unipolare Signale) bzw. zu  ÚÍ=0 (fÅr bipolare
Signale). In der Çbertragungstechnik bezeichnet man ein Digitalsignal mit den Eigen�
schaften "gleichwahrscheinlich" und "statistisch unabhÄngig" als ÛÜÙŸŽÙÂŽ��ÛÜ�.

Mit den Gleichungen (15.8), (15.9) und (15.10) erhÄlt man somit fÅr die Autokorrela�
tionsfunktion (AKF) und das Leistungsdichtespektrum (LDS) eines Ã-stufigen bipolaren
redundanzfreien Digitalsignals:

Ás(t) =
Ã + 1

3 � � � (Ã - 1) � Á
!
Ås(t)À , (15.11)

Fs(�) =
Ã + 1

3 � � � (Ã - 1)
�F!

Ås(�)À . (15.12)

Hierbei ist F!
Ås(�)  das "ŽÜÛ#�Ü$ÉÜ%&ÛŸÚ des zeit- und energiebegrenzten Grundimpulses,

berechenbar als die Fouriertransformierte der Energie-AKF. WÄhrend Á!
Ås(t) die Einheit

einer Energie (z.B. VÄs) aufweist, hat das Energiespektrum die Einheit VÄs/Hz.

Mit dem Amplitudenspektrum ’s(�)  #s(&) gilt folgender Zusammenhang:

F!
Ås (�) = |’s(�)|ÄÀ . (15.13)

In der Vorbereitungsfrage V15.1 sollen Sie fÅr das Beispiel eines Rechteckimpulses die
Beziehungen zwischen Grundimpuls #s(&), Amplitudenspektrum ’s(�), Energie-AKF

Á!
Ås(t)  und Energiespektrum F!

Ås(�) explizit angeben.
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15.4 Redundante Digitalsignale

Zur ErlÁuterung des Begriffes Redundanz gehen wir von einer M-stufigen digitalen
Nachrichtenquelle aus, die ein NRZ-Rechtecksignal entsprechendÃ (15.1) abgibt. Die
Folge CaÂ V kennzeichnet die einzelnen Nachrichtensymbole. VereinbarungsgemÁÂ seien
die Amplitudenkoeffizienten aÂ Ä ÀaÅ,  ... , aÃ, ... , aÇÉ . Ist dasÊË-te Folgenelement gleich
aÃ, so kann dessen Informationsgehalt mit der Wahrscheinlichkeit pÂÃ =p(aÂ =aÃ) wie
folgt berechnet werden (vgl. [7]):

IÈ = ld
1

pÈÍ
Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä mitÄ ld: LogarithmusÄ zurÄ BasisÄ 2Ä . (15.14)

Bei der numerischen Auswertung wird die Hinweiseinheit "bit" hinzugefÀgt.

Je kleiner die Wahrscheinlichkeit, desto grÅÂer ist also der Informationsgehalt eines
Symbols. Durch Zeitmittelung Àber alle Elemente der (unendlich langen) Folge CaÂ V

erhÁlt man die Entropie der digitalen Quelle (vereinfachend sei Ë = 1, ... , N gesetzt):

HÎ = IÈ = lim
ÏÌÑ

1
N

Ó
Ï

ÈÔÅ
IÈÄ . (15.15)

Die Entropie entspricht also dem mittleren Informationsgehalt eines Symbols.

Sind die einzelnen Folgenelemente  aÂ  statistisch voneinander unabhÁngig, so sind die
Wahrscheinlichkeiten  pÂÃ =pÃÖunabhÁngig von Ë , und man erhÁlt in diesem Sonderfall:

HÎ = Ó
Ò

ÍÔÅ
pÍ � ld

1
pÍ

Ä (Einheit: bit)Ä . (15.16)

HÎ wird maximal, wenn die M Symbolwahrscheinlichkeiten pÃ =1/M alle gleich sind.
Der Maximalwert der Entropie ist der Nachrichtengehalt der M-stufigen Quelle:

HÎÕŠÚÛ = ld(M) (Einheit: bit)Ä . (15.17)

Dabei gilt stets die Relation HÎ Ü HÎÙŠÚÛ. Zur quantitativen Erfassung der statistischen
Bindungen definiert man nun die relative Redundanz

rÎ =
HÎÕŠÚÛ - HÎ

HÎÕŠÚÛ
Ä Ä Ä Ä Ä Ä Ä mitÄ 0 Ÿ rÎ Ÿ 1Ä . (15.18)

Der Grenzwert  rÎ =0 gilt fÀr redundanzfreie Quellen bzw. Digitalsignale mit den Eigen�
schaften "statistisch unabhÁngig" und "gleichwahrscheinlich" (vgl. Abschnitt 15.3).

Redundanzfreie Digitalsignale sind in der Nachrichtentechnik eher die Ausnahme.
Analysiert man beispielsweise einen zur Ãbertragung anstehenden deutschen Text auf
Buchstaben- bzw. Zeichenebene, so ergibt sich aufgrund der unterschiedlichen HÁufig�
keiten der einzelnen Buchstaben (z.B. ist "e" deutlich hÁufiger als "u") und aufgrund von
statistischen Bindungen (z.B. tritt nach "q" der Buchstabe "u" sehr viel Åfter auf als "e")
eine relative Redundanz von ca. 80%. FÀhrt man diese Redundanzanalyse dagegen auf
Bitebene unter Voraussetzung des ASCII-Zeichensatzes (mit 8 Bit/Zeichen) durch, so
steigt die relative Redundanz weiter an.
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Ábertragen wir nun die Aussagen dieses Abschnitts auf das Modell von Bild 15.1. Die
Quellensymbolfolge hqÇ i wird hier als binÂr (MÂ= 2) und redundanzfrei vorausgesetzt.
Mit der Quellensymboldauer TÂ erhÂlt man somit fÄr die zugehÀrige Bitrate RÂ=HÂ/TÂ:

RÂ =
HÂÄÀÅÃ

TÂ
=

ld(MÂ)

TÂ
=

1
TÂ

Å . (15.19)

HÂufig ist jedoch die Quellensymbolfolge hqÇ i fÄr die direkte Ábertragung der Nachricht
Äber den Kanal ungeeignet. Ist z.B. der Kanal ein Fernsprechkabel, so kÀnnen darÄber
aufgrund der durch die Ábertrager bedingten unteren Bandbegrenzung auf 300 Hz keine
gleichsignalhaltigen Folgen mit ausreichend kleiner Fehlerwahrscheinlichkeit Äbertragen
werden, also weder die lange "+1"-Folge noch die lange "-1"-Folge. Beim Sender
mÄssen in diesem Fall vor der Ábertragung besondere MaÃnahmen getroffen werden,
damit besonders ungÄnstige Folgen nach MÀglichkeit gar nicht erst auftreten. 

Diese Aufgabe Äbernimmt die Codiereinrichtung durch Zusetzen von Redundanz.
Hat das Codersignal c(t) - und damit auch das Sendesignal s(t) - die Stufenzahl MÇ und
die Symboldauer TÇ, so ergibt sich fÄr die (Âquivalente) Bitrate des codierten Signals:

RÇ =
ld(MÇ)

TÇ
Å . (15.20)

Es muÃ stets RÇ É RÂ sein, wobei das Gleichheitszeichen nur bei redundanzfreien Codes
gÄltig ist. Andernfalls erhÂlt man fÄr die relative Coderedundanz: 

rÇ =
RÇ - RÂ

RÇ
Å . (15.21)

Hinweis: Mit Ausnahme dieses Abschnitts ist vereinfachend M=MÇ und T=TÇ gesetzt.

ÊËÈÍÎÏÌÑÓÌÔÖÈÒÑÌÕŠÚÛ

Man unterscheidet grundsÂtzlich zwischen symbolweiser und blockweiser Codierung.
Bei blockweiser Codierung wird jeweils einem Block von mÂ Quellensymbolen ein Block
von mÇ Codesymbolen zugeordnet. Bei den meisten Blockcodes unterscheiden sich die
beiden BlocklÂngen mÂ und mÇ und dementsprechend auch die Symboldauern, wobei gilt:

mÂ � TÂ = mÇ � TÇ . Die relative Redundanz eines Blockcodes betrÂgt somit allgemein:

rÇ =
RÇ - RÂ

RÇ
= 1 -

TÇ

TÂ
�
ld(MÂ)

ld(MÇ)
Å . (15.22)

Je grÀÃer die Redundanz des verwendeten Codes ist, desto stÂrker sind die statistischen
Bindungen innerhalb der Folge hcÇ i. Ein Beispiel fÄr die Blockcodes ist der 4B3T-Code

(mÂ =4, MÂ =2, mÇ =3, MÇ =3), bei dem jeweils 4 BinÂrsymbole in 3 TernÂrsymbole
umcodiert werden; die Redundanz betrÂgt somit ca. 16%. Wegen TÇ/TÂ=4/3 > 1 ist das
Sendesignal niederfrequenter als bei uncodierter Ábertragung, was fÄr viele KanÂle von
Vorteil ist. Die Codierung der 16 mÀglichen BinÂrblÀcke in die maximal 27 TernÂrblÀcke
kÀnnte prinzipiell nach einer festen Codetabelle erfolgen. Um die spektralen Eigenschaf�
ten weiter zu verbessern, werden bei manchen 4B3T-Codes jedoch zwei oder mehrere
Codetabellen verwendet, deren Auswahl von den zuvor codierten BlÀcken abhÂngt.
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Redundanzfreie Codierung

Ein Sonderfall der blockweisen Codierung ist die (MÉ-stufige) redundanzfreie Codie�
rung, bei der jeweils ld(MÉ) BinÁrsymbole entsprechend einer festgelegten Codetabelle
durch ein MÉ-wertiges Codesymbol ersetzt werden. Eine vollstÁndige redundanzfreie
Codierung ist allerdings nur mÂglich, wenn MÉ eine Potenz zur Basis 2 ist. 

Der Äbergang auf ein mehrstufiges Sendesignal (bei gleichbleibender Bitrate) kann
eine deutliche Verbesserung des Äbertragungsverhaltens zur Folge haben, da hierbei die
Symbolrate 1/TÉ gegenÀber der BinÁrÀbertragung um den Faktor 1/ld(MÉ) reduziert wird.
Dies bewirkt u.a. ein schmaleres Leistungsdichtespektrums ÂÊ(f), was bei vielen KanÁlen
von Vorteil ist, insbesondere dann, wenn die KanaldÁmpfung mit der Frequenz ansteigt
(vgl Versuch D15.4).

Symbolweise Codierung

Bei symbolweiser (symbol-by-symbol) Codierung wird mit jedem ankommenden
Quellensymbol qÄ  ein Codesymbol cÄ  erzeugt, das auÅer vom aktuellen Symbol qÄ  auch
von den NÉ vorangegangenen Symbolen abhÁngen kann; NÉ ist dabei die Ordnung des
Codes. Typisch fÀr die symbolweise Codierung ist die Äbereinstimmung von Coder- und
Quellensymboldauer (TÉ= Tq).

Eine wichtige Klasse von Leitungscodes sind die sogenannten PseudoternÁrcodes, die
aus einem redundanzfreien BinÁrsignal q(t) ein redundantes TernÁrsignal c(t) erzeugen.
Durch die ErhÂhung der Stufenzahl von Mq=2 auf MÉ=3 bei gleicher Symboldauer wird
Redundanz hinzugefÀgt; die relative Coderedundanz ergibt sich zu  rÉ À 37% (vgl. V15.2).

Bild 15.3 zeigt das Blockschaltbild eines solchen PseudoternÁrcoders, bestehend aus
einem nichtlinearen Vorcodierer und dem linearen Codiernetzwerk. Zur Verdeutlichung
dieser beiden Anteile sind das VerzÂgerungsglied (NÉ

ÅTÉ) und der Gewichtsfaktor kÉ (je
nach Code +1 oder -1) zweimal gezeichnet.

Der Vorcodierer gewinnt durch eine Modulo-2-Addition (Antivalenz) zwischen den
Symbolen qÄ  und kÉ ÅbÄ Ã NÉ die binÁr vorcodierten Symbole bÄ Ç {-1,+1} , die wie die
Quellensymbole qÄ  statistisch voneinander unabhÁngig sind. Durch diese Vorcodierung
wird verhindert, daÅ es nach einem Äbertragungsfehler zu einer Fehlerfortpflanzung
kommt. AuÅerdem gestattet sie eine einfachere Realisierung des Decoders.

-

+
0.5

Vorcodierer
( nichtlinear )

Codiernetzwerk
( linear )

kÉ kÉ

mod 2q(t) b(t) c(t)

qÉÊË bÉÊË cÉÊË

NÉ � TÉ NÉ � TÉ

Bild 15.3: Erzeugung eines PseudoternÁrcodes.
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c(t)

c(t)

tÁT

Bild 15.4: Quellensignal (a) und die Codersignale bei PseudoternÁrcodierung mit

dem AMI-Code (b) und dem DuobinÁrcode (c).

Die eigentliche Umcodierung von binÁr auf ternÁr bewirkt das lineare Codiernetz�

werk durch die VerzÂgerung um NË
ÂTË und eine analoge Subtraktion, so daÄ fÀr das Aus�

gangssignal gilt:

c(t) =
1

2
� Äb(t) - kË � b(t - NË � TË)ÀÅ . (15.23)

Da sowohl das vorcodierte Signal b(t) als auch der Koeffizient kË entweder +1 oder -1

ist, kann das codierte Signal c(t) die (normierten) Werte +1, 0 und -1 annehmen.

Die einzelnen PseudoternÁrcodes unterscheiden sich in den Parametern NË und kË.

Der bekannteste Vertreter ist der Bipolarcode 1. Ordnung mit den Codeparametern

NË=1 und kË =1, der auch unter der Bezeichnung AMI-Code (von: Alternate Mark

Inversion) bekannt ist. Bild 15.4(b) zeigt das Signal c(t), das sich durch AMI-Codierung

des in Bild 15.4(a) dargestellten BinÁrsignals ergibt. Es ist zu erkennen, daÄ beim AMI-

Code eine binÁre "O" am Eingang stets zum Amplitudenkoeffizienten aÅ=0 fÀhrt. Das

BinÁrsymbol "L" wird dagegen alternierend mit aÅ=+1 und aÅ=-1 dargestellt.

Betrachten wir nun das Leistungsdichtespektrum. Dazu setzen wir voraus, daÄ das

Quellensignal q(t) binÁr und redundanzfrei sei. Das Signal b(t) ist dann ebenfalls redun�

danzfrei, das heiÄt, daÄ der nichtlineare Vorcodierer das Leistungsdichtespektrum nicht

beeinfluÄt. Dieses wird ausschlieÄlich durch das lineare Netzwerk mit dem Frequenzgang

HÃ (f) =
1

2
� Ä1 - kË � eÇÉÊËÈÊfÊÈÍTÍÀÅ (15.24)

bestimmt. Daraus folgt unter BerÀcksichtigung von kË=Î1 fÀr das Leistungsdichtespek�

trum ÏÍ(f)  ÌÍ(Ñ ÂTË) der Amplitudenkoeffizienten:

ÏÍ(f) = |HÃ(f)|Ë =
1

2
� Ä1 - kË � cos(2Ó � f � NË � TË)ÀÅ . (15.25)
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Das LDS Fa(Î), hÁufig auch alsÏÌÑÓmÔÖÓÒÖÕÏLÖÔÕÒŠÌÚÕÛÔÜhÒÖÕÙÖkÒÓŠm bezeichnet, liefert
insbesondere Aussagen Âber die Gleichsignalfreiheit eines codierten Signals. Ein Code
heiÄt dann ÚlÖÔÜhÕÔÚÌŸlÎÓÖÔ, wenn Fa(0)=0 ist. Dies bedeutet nicht nur, daÄ das Codersi�
gnal Ü(Ò) keinen Gleichanteil enthÁlt, was einer Diracfunktion d(Î) im LDS entsprechen
wÂrde, sondern auch, daÄ fÂr jedes beliebige (jedoch zeitlich unendlich ausgedehnte)
Mustersignal die Anzahl der positiven und negativen Amplitudenkoeffizienten gleich ist.
Bei einem solchen Code ist auch dann eine DatenÂbertragung mÀglich, wenn durch das
Åbertragungsverhalten des Mediums bzw. der technischen Empfangseinrichtungen (z.B.
kapazitive Kopplungen) eine GleichsignalÂbertragung verhindert wird.

Beim AMI-Code (Žc=1, kc=1) ergibt sich Fa(Î)=sinÂ(ÄÀ ÎÀ�c). Aus der Darstellung
von Bild 15.5(a) ist ersichtlich, daÄ der AMI-Code ein gleichsignalfreier Code ist, was
in der Vergangenheit seine Bedeutung fÂr die digitale Åbertragungstechnik ausmachte.
Es ist allerdings anzumerken, daÄ beim AMI-Code der Vorteil der Gleichsignalfreiheit
oft durch einen deutlichen Anstieg der Fehlerwahrscheinlichkeit erkauft werden muÄ.

Å
ÅÃ Ç Ã Ç

Å

Å
ÎÏÏ�c

.
(a)

F
s
(Î)

ÎÏÏ�c
.

F
a
(Î)

F
s
(Î)

F
a
(Î)

(b)

Bild 15.5: Leistungsdichtespektren des AMI-Codes (a) und des DuobinÁrcodes (b).

In Bild 15.5 ist weiterhin das LDS Fs(Î) eingezeichnet. Zu diesem gelangt man durch

Multiplikation von Fa(Î) mit dem Energiespektrum FÉ
gs

(Î) des Rechteckimpulses.

Ein weiterer PseudoternÁrcode ist der sogenannte DŠÑ�ÔÌ�ÓÜÑÛÖ (Žc=1, kc= -1) ,
dessen Codiervorschrift aus Bild 15.4(c) hervorgeht. Dieser ist nicht gleichsignalfrei, d.h.
es gibt im codierten Signal Ü(Ò) im Gegensatz zum AMI-Code auch beliebig lange Plus-
bzw. Minusfolgen. Dementsprechend ist hier Fa(0) Ê 0. 

Dagegen tritt die hinsichtlich Impulsinterferenzen (vgl. Versuch D15.3) oft stÀrende
alternierende Symbolfolge "... +1, -1, +1, -1, +1, ..." nicht auf, was sich im normierten
Leistungsdichtespektrum durch Fa(1/(2À�c))=0 auswirkt.

Der VollstÁndigkeit halber sei noch der BÔÙÑlŸÓÜÑÛÖÏ2� OÓÛÌŠÌÚ erwÁhnt, bei dem bis
zu zwei Symbole gleicher PolaritÁt ("+1" bzw. "-1") aufeinanderfolgen kÀnnen. Da auch
hier die Anzahl gleichartiger Symbole begrenzt ist, ist dieser CodeÏebenso wie der AMI-
Code gleichsignalfrei. Im Versuch D15.2 werden die Eigenschaften desÏBipolarcodes
2. Ordnung noch eingehend untersucht. 

Im folgenden wird die Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit unter BerÂcksichti�
gung von Coder und Decoder beschrieben. Zur Vereinfachung der Gleichungen wird
hierbei wieder �c=� und !c=! gesetzt.
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15.5 Fehlerwahrscheinlichkeit bei Mehrstufensystemen

Bei codierter und/oder mehrstufiger Ábertragung unterscheidet man zwischen der
Symbolfehlerwahrscheinlichkeit und der Bitfehlerwahrscheinlichkeit. Die erstere bezieht
sich auf die codierten und/oder mehrstufigen Folgen #cÂ $%und%#wÂ $:

pÄ = EÀp(wÅ Ã cÅ)Ç = p(wÅÃ cÅ) = lim
ÉÊË

1
N

�È
É

ÅÍÎ
p(wÅ Ã cÅ)Â . (15.26)

Die links angegebene BerechnungsmÄglichkeit als Erwartungswert E[...] entspricht einer
Scharmittelung, wÀhrend die Åberstreichende Linie den Zeitmittelwert kennzeichnet.

Im Gegensatz dazu beschreibt die Bitfehlerwahrscheinlichkeit die VerfÀlschungen
bezÅglich der binÀren Folgen #qÂ $%und%#ÏÂ $, also hinsichtlich Quellen- und Sinkensignal:

pÌ = EÀp(ÏÅ Ã qÅ)Ç = p(ÏÅÃ qÅ) = lim
ÉÊË

1
N

�È
É

ÅÍÎ
p(ÏÅ Ã qÅ)Â . (15.27)

Nur bei redundanzfreien BinÀrsystemen gilt pÌ = pÄ. In allen anderen FÀllen muÃ zur
Berechnung der Bitfehlerwahrscheinlichkeit auch die Zuordnung zwischen Quellen- und
Codesymbolen berÅcksichtigt werden, was im folgenden am Beispiel eines redundanz�
freien QuaternÀrsystems (M= 4) dargestellt werden soll.

Der hier betrachtete Coder faÃt je zwei aufeinanderfolgende binÀre Quellensymbole
qÂ ÑÓ und qÂ  zu einem QuaternÀrsymbol cÂ  zusammen, so daÃ das rechteckfÄrmige
Sendesignal s(t) vier verschiedene Amplitudenwerte annehmen kann.

Ist das binÀre Quellensignal q(t) redundanzfrei, so gilt dies auch fÅr die Signale c(t)
und s(t). Die Symboldauer des Sendesignals ist hier jedoch doppelt so groÃ als bei der
BinÀrÅbertragung (T=2ÔTÖ), und somit ist die Symbolrate 1/T auch nur halb so groÃ.

Die Detektion eines vierstufigen Digitalsignals d(t) erfordert einen Schwellenwert�
entscheider mit M-1=3 Entscheiderschwellen. Dadurch wird der gesamte Wertebereich
des Detektionssignals d(t) in Teilbereiche unterteilt, die den vier mÄglichen Amplituden�
stufen des Signals w(t) zugeordnet werden.

ZunÀchst sei vorausgesetzt, daÃ das Gesamtspektrum GÒ(f)=GÕ(f)ÔHŠ(f)ÔHÚ(f) eine
cosÛ-Charakteristik aufweist, so daÃ der Detektionsgrundimpuls gÒ(t) GÒ(f) Àqui�
distante NulldurchgÀnge im Symbolabstand T besitzt (vgl. Abschnitt 16.1). Verwendet
man die AbkÅrzung gÜ=gÒ(0), so kann das Detektionsnutzsignal dÄ(t) zu den Detektions�
zeitpunkten nur vier verschiedene Werte annehmen, nÀmlich &gÜ und &gÜ/3.

Bild 15.6(a) zeigt das Augendiagramm (ohne StÄrungen) dieses quaternÀren Nyquist-
Systems. Die Abmessungen der M-1=3 AugenÄffnungen sind sowohl in vertikaler als
auch in horizontaler Richtung identisch, auch wenn die Augenform unterschiedlich ist.

Weiter ist aus diesem Bild ersichtlich, daÃ die optimalen Schwellenwerte in der Mitte
zwischen den mÄglichen Detektionsnutzabtastwerten liegen. Beim quaternÀren Nyquist-
System ergeben sich somit die Werte 0 bzw. & Ù@ŸÔgÜ . Das mittlere Auge ist symmetrisch
zur Entscheiderschwelle EÛ,ŽwÀhrend die beiden ÀuÃeren Augen unsymmetrisch zu ihren
jeweiligen Schwellenwerten  EÎ bzw.  E� sind.  
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Bild 15.6: Augendiagramme des Detektionsnutzsignals dS(t) fÁr ein redundanzfreies
QuaternÂrsystem ohne (a)  bzw.  mit Impulsinterferenzen (b).

Die Symbolfehlerwahrscheinlichkeit gemÂÄ (15.26) kann aus dem Augendiagramm
und dem StÀreffektivwert des DetektionsstÀrsignals  dN(t) ermittelt werden. Hierbei ist
zu berÁcksichtigen, daÄ die beiden ÂuÄeren Symbole im Gegensatz zu den inneren nur
in jeweils eine Richtung verfÂlscht werden kÀnnen. Somit erhÂlt man mit dem konstanten
Abstand g0/3 zwischen Nutzabtastwert und Entscheiderschwelle sowie der Streuung
(Effektivwert) ÃÇ des DetektionsstÀrsignals:

pS=
1
4

� É2 � QÊ g0Ë3
ÃÇ

È+2 � 2 � QÊ g0Ë3
ÃÇ

ÈÍ =
3
2

� QÊ g0Ë3
ÃÇ

ÈÅ . (15.28)

Dagegen ergibt sich fÁr das entsprechende BinÂrsystem: pS=Q(g0/ÃÇ). Der Faktor ÎÏÌ im
Argument der Q-Funktion berÁcksichtigt die prinzipielle Verkleinerung der vertikalen
AugenÀffnung durch die quaternÂre Entscheidung, wÂhrend die Multiplikation mit ÌÏÑ
aufgrund der grÀÄeren Fehlerwahrscheinlichkeit der inneren Symbole erforderlich ist.

Da der StÀreffektivwert ÃÇ bei mehrstufiger Ãbertragung deutlich niedriger sein kann
als bei BinÂrÁbertragung, darf aus (15.28) aber nicht geschlossen werden, daÄ die Sym�
bolfehlerwahrscheinlichkeit beim QuaternÂrsystem stets grÀÄer als beim BinÂrsystem ist.

Zur Berechnung der Bitfehlerwahrscheinlichkeit pB muÄ nun noch die Zuordnung
zwischen Quellen- und Codesymbolen berÁcksichtigt werden. ZunÂchst betrachten wir
die Dualcodierung. Bild 15.7(a) zeigt die entsprechende Zuordnung zwischen dem Quel�
lensymbolpaar (qÓ-1, qÓ ) und dem quaternÂren Codesymbol cÓ ÔÖ-1,-ÎÏÌ,+ÎÏÌ,+1Ò.
Empfangsseitig wird die entsprechende Zuordnung angenommen.

Das Modell von Bild 15.7 berÁcksichtigt auch die unterschiedlichen VerfÂlschungs�
wahrscheinlichkeiten der QuaternÂrsymbole, wobei fÁr p=Q(gÕ/(3ŠÃÇ )) zu setzen ist.
Die Wahrscheinlichkeit, daÄ zwei oder drei Entscheiderschwellen Áberschritten werden,
ist hierbei als vernachlÂssigbar klein vorausgesetzt.
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Bild 15.7: Modell fÁr ein quaternÂres Äbertragungssystem (ohne Impulsinterferenzen)
bei Dualcodierung (a)  bzw.  Gray-Codierung (b).

Es ist zu erkennen, daÀ bei Dualcodierung ein Symbolfehler (ÌÑ Ó ÔÑ) ein oder zwei

Bitfehler (ÖÑ Ó ÒÑÃÈ) zur Folge hat. Die unterschiedlichen Indizes sollen deutlich machen,
daÀ durch Coder und Decoder aus KausalitÂtsgrÁnden eine VerzÅgerung um eine Bit�
dauer in Kauf genommen werden muÀ.

Von den sechs VerfÂlschungsmÅglichkeiten auf QuaternÂrsymbolebene fÁhren vier zu
jeweils einem und nur die beiden inneren (-ÄÀÅ Õ ÄÀÅ) zu zwei Bitfehlern. Daraus folgt fÁr

die Fehlerwahrscheinlichkeit: ŠÚ=1Û4 � Ü4 � Š + 2 � 2 � ŠÙÛ2 = Š. Der Faktor 2 im Nen�

ner berÁcksichtigt, daÀ ein QuaternÂrsymbol durch zwei BinÂrsymbole dargestellt wird.

Bei der ŸŽ����!"#$Ž%&’ von Bild 15.7(b) ist die Zuordnung zwischen den BinÂr- und
den QuaternÂrsymbolen so gewÂhlt, daÀ jeder Symbolfehler genau einen Bitfehler zur
Folge hat. Damit ergibt sich fÁr diese Zuordnung ŠÚ=ÄÀ()Š*=ÅÀ+)Š.

Bei redundanzfreier Codierung unterscheiden sich  Š* und ŠÚ maximal um den Faktor
ld (-). Bei BerÁcksichtigung von Fehlerkorrektur ergeben sich etwas grÅÀere Unter�
schiede, wobei der Zusammenhang nur in SonderfÂllen analytisch angebbar ist. Im allge�
meinen mÁssen hier numerische Ergebnisse durch Simulation gewonnen werden.

Auch bei den Mehrstufensystemen kann als obere Schranke fÁr die mittlere Symbol�
fehlerwahrscheinlichkeit Š* die NÂherung Š/ gemÂÀ (14.9) herangezogen werden. Bei
einem Nyquist-System oder bei VernachlÂssigung vorhandener Impulsinterferenzen ist
fÁr die vertikale AugenÅffnung folgender Wert einzusetzen:

0(12) =
2 � ’5(12)

- - 1
Ã . (15.29)

Diese ist demnach um den Faktor --1 kleiner als bei BinÂrÁbertragung. Unter BerÁck�
sichtigung von Impulsinterferenzen (Grundimpuls mit Ö Vor- und & NachlÂufern) ergibt
sich ein Augendiagramm wie in Bild 15.6(b) und man erhÂlt analog zu (14.10):

0(12) = 2 � 6 ’5(12)
- - 1

- 7
9;

<=>
|’5(12 + ? � 1)| - 7

9@

<=>
|’5(12 - ? � 1)|AÃ . (15.30)

FÁr einen redundanten Code ist die Berechnung der AugenÅffnung schwieriger. Hier ist
zu berÁcksichtigen, welche Symbolfolgen im codierten Signal Áberhaupt mÅglich sind.
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15.6 Vorbereitungsfragen

V15.1: Gegeben sei ein rechteckfÁrmiger Grundimpuls )Â(*) mit der Amplitude +Ä= 3V

und der Dauer ,= 1Às.

a) VervollstÂndigen Sie die nachfolgende Skizze, die den Zusammenhang zwischen

Grundimpuls, Amplitudenspektrum, Energie-AKF und Energiespektrum aufzeigen

soll. Beschriften Sie insbesondere auch die Ordinaten.

*

/

)Â(*)

GÂ (/)

/

ÅÃ

ÇÉÊ ÇÉÊËÇÉÊ

ÈÍÎÂ(Ï) =

ËÌ ËÇ Ç ÌÑÓÔËÌ ËÇ Ç ÌÑÓÔ

Ï

ÈÍÎÂ(Ï)

ÖÍÎÂ(/)
ÖÍÎÂ(/) =

GÂ (/) = ÖÍÎÂ(/) =

b) Wie lautet die Autokorrelationsfunktion ÈÂ(Ï) und das Leistungsdichtespektrum ÖÂ(/)

eines redundanzfreien bipolaren BinÂrsignals +(*) mit obigem Grundimpuls? Wie

groÄ ist dessen Leistung 0Ò (auf 1Õ bezogen)?

c) Wie lauten obige Funktionen bei einem redundanzfreien bipolaren QuaternÂrsignal

mit gleicher Symboldauer ,? Wie groÄ ist hier die Leistung 0Ò? 

d) Interpretieren Sie die Ergebnisse von b) und c). Wie groÄ sind die jeweiligen Bitraten?

Was Ândert sich, wenn der Vergleich der Leistungsdichtespektren von BinÂr- und

QuaternÂrsystem unter der Voraussetzung gleicher Bitraten basiert?



350 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

V15.2: Betrachten Sie nun die in Abschnitt 15.4 beschriebenen PseudoternÁrcodes. 

a)   Berechnen Sie die relative Redundanz der PseudoternÁrcodes.

b) Gegeben sei eine BinÁrfolge h3Â i entsprechend der nachfolgenden Tabelle (bipolare

Darstellung). Codieren Sie diese gemÁÂ dem DuobinÁrcode. Vorbelegung: 4Ä = -1.

Â 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

3À +1 +1 +1 +1 +1 +1-1 -1 -1 -1 -1 -1

4À

6À

c) Codieren Sie die gleiche BinÁrfolge gemÁÂ dem Bipolarcode 1. Ordnung (AMI-

Code). Stimmt die Codefolge h3Â i mit der AMI-Codiervorschrift Äberein?

Â 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

3À +1 +1 +1 +1 +1 +1-1 -1 -1 -1 -1 -1

4À

6À

d) Wie groÂ sind bei beiden Codes die drei Auftrittswahrscheinlichkeiten?

7(6À = + 1) =   . . . . . . . . . . . . 

7(6À = 0) =   . . . . . . . . . . . . 

7(6À = - 1) =   . . . . . . . . . . . . 
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e) Nun soll fÁr den AMI-Code die diskrete AKF Áa(l ) der Amplitudenkoeffizienten

ermittelt werden. Bestimmen Sie zunÂchst den AKF-Wert Áa(0). 

f) Wie groÄ sind die diskreten AKF-Werte Áa(l ) fÁr l >1?      

g) Berechnen Sie den AKF-Wert Áa(1) des AMI-Codes mittels nachfolgender Tabelle.

8Â

0

+1

-1

0

0

+1

+1

-1

-1

8ÂÄÀ
9Å8Â Ã 8ÂÄÀÇ =

8Â � 8ÂÄÀ 9(8Â) � 9Å8ÂÄÀ|8ÂÇ

0

+1

-1

0

+1

-1

0

+1

-1

h) Skizzieren Sie Áa(l ) und Á s(t) in das nachfolgende Diagramm.

É Ê Ë

Á
a
(l)

l = tÈ:ÉÍÊÍË ÎÍÎ

Á
s
(t)
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V15.3: Gegeben sei ein redundanzfreies QuaternÁrsystem, das ansonsten identisch mit

dem Basisbandsystem gemÁÂ V14.1 ist, nÁmlich 

- zufÁllige Quellensymbolfolge mit der Bitrate R; = 100 Mbit/s,

- rechteckfÄrmiger Sendegrundimpuls mit der Amplitude sÂ = 2V,

- AWGN-Kanal mit der Rauschleistungsdichte NÂ= 10ÄÀ VÅ/Hz

- gauÂfÄrmiges Empfangsfilter mit der Grenzfrequenz fÃ=40 MHz, 

- optimaler Detektionszeitpunkt TÇ und optimale Entscheiderschwellen EÉ ... EÊ.

a) Wie groÂ ist die Sendeimpulsdauer T = T<?

b) Berechnen Sie die Grundimpulswerte g=(0), g=(Ë10ns) und g=(Ë20ns). Wie erklÁrt

sich der gegenÀber V14.1 unterschiedliche Verlauf?

c) Wie groÂ ist die vertikale AugenÄffnung Á(TÇ)? VernachlÁssigen Sie fÀr diese Berech�

nung ab È30ns alle Vor- und NachlÁufer des Detektionsgrundimpulses  g=(t).

d) Berechnen Sie die ungÀnstigste Fehlerwahrscheinlichkeit  pÍ. BegrÀnden Sie, warum

der StÄreffektivwert gegenÀber der Aufgabe V14.1 nicht verÁndert wird. Wie groÂ ist

der StÄrabstandsverlust gegenÀber dem BinÁrsystem?
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15.7 VersuchsdurchfÁhrung

Die Versuche D15.1 und D15.2 kÁnnen mit dem Programm "cod", die danach folgenden

Aufgaben mit dem Programm "bas" durchgefÂhrt werden.

>?AE?F Bei Wahl des MenÂpunktes 1 wird die Funktionsweise der PseudoternÄrcodes

verdeutlicht, mit MenÂpunkt 2 deren AKF und LDS angezeigt. Die Voreinstellung der

Quellensymbolfolge geschieht bei "wÁhlen" entsprechend V15.2. Setzen Sie N= 50000.

a) Kontrollieren Sie die Ergebnisse der Vorbereitungsfrage V15.2(b) und (c).

DuobinÄrcode:

Â 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

qÄ +1 +1 +1 +1 +1 +1-1 -1 -1 -1 -1 -1

cÄ

cÄ
(berechnet)

(Programm)

AMI-Code:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

+1 +1 +1 +1 +1 +1-1 -1 -1 -1 -1 -1

Â

qÄ

cÄ

cÄ
(berechnet)

(Programm)

b) Betrachten Sie nun AKF und LDS (MenÂpunkt 2) von redundanzfreiem BinÄrcode,

DuobinÄrcode und AMI-Code und vervollstÄndigen Sie die nachfolgende Tabelle

anhand der theoretischen Werte.

ÀÅ(0)Codierung Ordnung gleichsignalfreiÀÅ(Ã1) ÀÅ(Ã2)

binÄr bipolar
redundanzfrei

DuobinÄrcode

AMI-Code
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c) Bestimmen Sie jeweils das LDS Fa(H) durch Fouriertransformation der diskreten

AKF Áa(l ÂI) und vergleichen Sie die Ergebnisse mit Bild 15.5.

d) Welche der nachfolgenden Codesymbolfolgen ÄJÀÅ sind beim AMI-Code mÁglich?

Geben Sie - wenn mÁglich - auch die dazugehÁrige Quellensymbolfolge ÄKÀÅ an.

QRSwURWX Im Programm ist implizit YÃ = -1 vorausgesetzt.

lange "+1"-Folge:   . . . . .  Quellensymbolfolge: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

lange "-1"-Folge:   . . . . .  Quellensymbolfolge: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

lange "0"-Folge:   . . . . .  Quellensymbolfolge: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

alternierende Folge:   . . . . .  Quellensymbolfolge: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

e) Welche der nachfolgenden Codesymbolfolgen ÄJÀÅ sind beim DuobinÂrcode mÁglich?

Geben Sie - wenn mÁglich - wieder die dazugehÁrige Quellensymbolfolge ÄKÀÅ an.

lange "+1"-Folge:   . . . . .  Quellensymbolfolge: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

lange "-1"-Folge:   . . . . .  Quellensymbolfolge: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

lange "0"-Folge:   . . . . .  Quellensymbolfolge: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

alternierende Folge:   . . . . .  Quellensymbolfolge: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f) Wie lautet die AFK Ás(t) und das LDS Fs(H) des duobinÂrcodierten Sendesignals,

wenn als Sendegrundimpuls  Zs([)  ein rechteckfÁrmiger Impuls der Breite I= 1Çs und

der Amplitude WÃ= 1V verwendet wird? Skizzieren Sie Ás(t) und vergleichen Sie das

hier berechnete LDS Fs(H) mit Bild 15.5(b).
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c) Skizzieren Sie die Leistungsdichtespektren Fa(Â) und Fs(Â) in das linke Diagramm.
Rechts sind zum Vergleich die KurvenverlÁufe des AMI-Codes eingezeichnet.

Ä À ÂÅÅÃ.

1

ÇÄ À

Ç

F
s
(Â)

F
a
(Â)

1

ÂÅÅÃ

Bipolarcode 2. Ordnung AMI-Code (Bipolarcode 1. Ordnung)

d) Welche Codersymbolfolge É ÊËÈ ist beim Bipolarcode zweiter Ordnung im Gegensatz
zum AMI-Code nicht mÂglich? BegrÄndung.

ÍÎÏÌÑÓ Diese und die nÁchste Aufgabe sollen mit dem Programm ÔÖÒÕÔ durchgefÄhrt
werden. WÁhlen Sie hierbei ausgehend vom ŠÚÒÛÜÒÙÜÕŸÕÚŽ�Å� folgende Einstellungen:

� zufÁllige Quellensymbolfolge,

� AMI-Code bzw. DuobinÁrcode,

� bipolare Rechtecksendeimpulse (Amplitude 1 V, normierte Impulsdauer Ãs/Ã � 1),

� koaxialer Àbertragungskanal mit charakteristischer DÁmpfung Ò!= 60 dB bzw. 6.9N,

� weiÅes Rauschen mit der normierten Rauschleistungsdichte "#/Ã= 2$10%&,

� gauÅfÂrmiger Impulsformer mit der normierten Grenzfrequenz Â’$Ã= 0.4,

� optimale Entscheiderschwellen und optimaler Detektionszeitpunkt Ã(=0.

a) Betrachten Sie fÄr den AMI-Code und den DuobinÁrcode das Augendiagramm des
ungestÂrten Detektionssignals (jeweils ein Vor- und NachlÁufer). Bestimmen Sie die
ungÄnstigsten Symbolfolgen, die zu den oberen und unteren Begrenzungslinien des
oberen Auges fÄhren. BerÄcksichtigen Sie die jeweilige Codiervorschrift.

PseudoternÁrcode

AMI-Code

DuobinÁrcode

ungÄnstigste Symbolfolge(n) fÄr das obere Auge

obere Begrenzungslinie untere Begrenzungslinie
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b)  Berechnen Sie fÁr beide Codes die AugenÂffnung Á(TD=0) in AbhÄngigkeit der
Grundimpulswerte g0 = gÂ(0) = 0.684V und g1 = gÂ(ÄT) = 0.156V. Welche ungÁn�
stige Eigenschaft des AMI-Codes ist fÁr die kleinere AugenÂffnung verantwortlich?
ÀberprÁfen Sie Ihr Ergebnis mit dem Programm "bas".
Hinweis: Da durch die PseudoternÄrcodierung die Symboldauer T gegenÁber dem
BinÄrsystem nicht verÄndert wird, kann man auch bei diesem System vom Grund�
impuls  gÂ(t) nach Bild 14.4 (in V14.1) ausgehen. Bei redundanten Codes ist allerdings
Gl. (14.10) nun nicht mehr anwendbar. Statt dessen muÅ man hier aus der oberen und
der unteren Begrenzungslinie des Auges die ungÂnstigsten Symbolfolgen ermitteln (vgl.
Punkt a). Daraus kann man mit Kenntnis von gÂ(t) die AugenÂffnung berechnen.

AMI-Code: Á(TD=0) =

DuobinÄrcode: Á(TD=0) =

c) Berechnen Sie aus den Ergebnissen von (a) und (b) fÁr beide Codes die jeweiligen
optimalen Schwellenwerte E1 und E2. ÀberprÁfen Sie anschlieÅend Ihre Ergebnissse
mit dem Programm "bas".

AMI-Code: E2 =

E1 =

DuobinÄrcode: E2 =

E1 =
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d) Bestimmen Sie nun fÁr den AMI-Code die charakteristischen KenngrÂÄen (Augen�

Âffnung, StÂreffektivwert, mittlere und ungÁnstigste Bitfehlerwahrscheinlichkeit,

StÂrabstand) bei drei verschiedenen Impulsformergrenzfrequenzen fI. Die Anzahl

der betrachteten Vor- und NachlÀufer sei wie im Versuch D14.2(e) wieder n =Â= 2.

Wie groÄ ist hier die minimale Grenzfrequenzen fI,min, bei der das Auge gerade offen

ist. Hinweis: Sie kÂnnen die Ergebnisse mit den KurvenverlÀufen von Bild 15.8 (siehe

Versuch D15.4) vergleichen. Bei der Aufgabe D15.4d wird auch eine Interpretation

der gewonnenen Ergebnisse gefordert. 

p
U

Á(T
D
) ÄÀ p

B 10 � lg(Å
U

)

f
I � T = 0.35

fI � T = 0.40

fI � T = 0.45

fI,minÃT=

e) Bestimmen Sie die charakteristischen KenngrÂÄen auch fÁr den DuobinÀrcode. Wie

groÄ ist hier die minimale Grenzfrequenzen fI,min, bei der das Auge gerade offen ist.

pUÁ(TD) ÄÀ pB 10 � lg(ÅU)

fI � T = 0.25

fI � T = 0.30

fI � T = 0.35

fI,minÃT=
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D15.4: Betrachten Sie nun das redundandanzfreie QuaternÁrsystem (d.h. M= 4). Alle

anderen Systemparameter seien wie in D14.2 und D15.3 gewÁhlt (Standardsystem A).

a) Betrachten und beschreiben Sie alle ZeitsignalverlÁufe und das Augendiagramm des

Detektionssignals (sowohl mit als auch ohne StÂrungen). WÁhlen Sie hier die Anzahl

der zu berÄcksichtigenden NachlÁufer (gleich Anzahl der VorlÁufer) zu  n = Â = 2.

b) Welche Bedingung mÄssen die Vor- und NachlÁufer des Detektionsgrundimpulses

gÄ(t) allgemein erfÄllen, damit das Auge vertikal gerade noch geÂffnet ist? Wie lautet

die Bedingung, wenn jeweils nur ein Vor- und NachlÁufer (gÀÅ = gÅ) berÄcksichtigt

werden muÀ und der Hauptwert gÃ betrÁgt?

c) Bestimmen Sie die SystemkenngrÂÀen (AugenÂffnung, StÂreffektivwert, mittlere

und ungÄnstigste Bitfehlerwahrscheinlichkeit, StÂrabstand) des QuaternÁrsystems

fÄr verschiedene Impulsformergrenzfrequenzen fÇ. Die Anzahl der betrachteten Vor-

und NachlÁufer betrage wie im Versuch D14.2(e) n =Â= 2. Wie groÀ ist hier die

minimale Grenzfrequenzen fÇÉÊËÈ, bei der das Auge gerade noch offen ist. Hinweis: Sie

kÂnnen die Werte mit der entsprechenden Kurve von Bild 15.8 vergleichen.

pÍÁ(TÎ) ÏÄ pÌ 10 � lg(ÑÍ)

fÇ � T = 0.25

fÇ � T = 0.30

fÇ � T = 0.35

fÇ � T = 0.40

fÇÉÊËÈÓT=
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AbschlieÁend soll nun ein Vergleich zwischen dem redundanzfreien BinÂrsystem,
dem QuaternÂrsystem und zweier redundanter TernÂrsysteme (reprÂsentiert durch den
4B3T- und den AMI-Code) bezÄglich des Àbertragungsverhaltens angestellt werden.
Dazu sind die Ergebnisse der Versuche D14.2(e), D15.3(d) und D15.4(c) in Bild 15.8
vergleichend gegenÄbergestellt. Diese sollen nun von Ihnen interpretiert werden.
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Bild 15.8: UngÄnstigster SignalstÅrabstand 10Ã lg(ÀÅ) fÄr verschiedene Àbertragungs�
codes, abhÂngig von der normierten Impulsformergrenzfrequenz fÂÃT.

d) Diskutieren Sie den prinzipiellen Verlauf der dargestellten Kurven.

e) Welcher StÅrabstandsgewinn kann durch das (optimale) QuaternÂrsystem gegenÄber
dem BinÂrsystem erzielt werden? Worauf ist dieser im wesentlichen zurÄckzufÄhren?
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f) Vergleichen Sie das BinÁr- und das QuaternÁrsystem hinsichtlich des erreichbaren

SN-VerhÁltnisses bei kleinerer KabeldÁmpfung (aK = 40 dB). HierfÂr ergeben sich

folgende optimale Grenzfrequenzen: fI,optÂTÄ0.40 (M= 2), fI,optÂTÄ0.32 (M= 4).

g) Warum ist der AMI-Code bei den gegebenen Voraussetzungen (aK = 60 dB) sehr viel

schlechter als die redundanzfreien Codes? Welcher StÄrabstandsverlust ergibt sich?

h) Unter welchen Voraussetzungen hinsichtlich des Grundimpulses wÂrde der AMI-

Code deutlich bessere Ergebnisse liefern?

i) WÁhlen Sie nun den 4B3T-Code und fIÂT= 0.4. Betrachten und beschreiben Sie die

ZeitsignalverlÁufe und das Augendiagramm.
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15.8 Ábungsaufgabe
Á15.1: Diese Ábungsaufgabe behandelt die Erzeugung eines PseudoternÂrcodes gemÂÄ
Bild 15.3. Schreiben Sie eine C- bzw. Fortran-Funktion "ÂÄÀÅÃÇÉÅÃÇÊ ËÇÅÅÊ ÈÅÃÇÍ", die
pro Aufruf (ZÂhlvariable ÎÅÃÇÎ =1, 2,  ...)Ïein Codesymbol ÎÂÄÀÅÃÇÎÏliefert. Die Variable
ÎËÇÅÅÎÏ bezeichnet dabei das jeweilige Codiernetzwerk, das durch das ProgrammenÀ
ausgewÂhlt wird, und kann die Zahlenwerte 1 (AMI-Code), 2 (DuobinÂrcode) oder 3
(Bipolarcode 2. Ordnung) annehmen. Mit der Float-Variablen ÎÈÅÃÇÎÏwird schlieÄlich
der Funktion bei jedem Aufruf ein bipolares BinÂrsymbol (Ì1) Àbergeben. 

Die Anfangsbelegung der Variablen ÑÓ  und Ñ Ó ÔÖ mit "-1" muÄ beim ersten Aufruf in
einem Feld der LÂnge 2 vorgenommen werden. Beachten Sie, daÄ vor dem Verlassen der
Funktion dieses Feld mit den neuen Werten von ÑÓ  und Ñ Ó ÔÖ belegt werden muÄ. 

Verwenden Sie zum Ábersetzen und Binden die Prozeduren ÎÒËÂÄÀÎ fÀr die C- bzw.
ÎÒËÂÄÀÏÕŠÎ fÀr die FORTRAN-Version. Testen Sie Ihre Funktion mit Hilfe des Haupt�
programms ÎÂÄÀÎ (MenÀpunkt 3) fÀr die drei mÅglichen PseudoternÂrcoder.

ÚÛ ÜÙÙÛ
ŸŽ����!"ŽŸ#��$#��%&�##%’#��( )�*�!+�#",-Ž#!"ŽŸ#��$#��%&�##%’#��(

�Ž#/!#��%&�##0 -#,�/�)!#��%&�##
+�Ž*,!’#��0 )�*�!’#��
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16 Nyquist-Systeme
Inhalt: Im folgenden wird das Prinzip der Nyquist-Entzerrung behandelt. Dazu werden

zunÁchst die von Nyquist aufgestellten Kriterien im Zeit- und Frequenzbereich erlÁutert.

AbschlieÂend wird der optimale Nyquist-Entzerrer besprochen und auf die sogenannten

"Wurzel-Nyquist-Systeme" ausfÄhrlicher eingegangen.

16.1 Prinzip der Nyquist-Entzerrung

Erfolgt die Detektion mit einem Schwellenwertentscheider, so ist es im Hinblick auf

eine mÀglichst geringe Bitfehlerwahrscheinlichkeit ÁÂ am gÄnstigsten, durch geeignete

Dimensionierung des Entzerrerfrequenzgangs ÄÀ(Å) die Impulsinterferenzen vollstÁndig

zu beseitigen. Diese Art der Impulsformung bezeichnet man oft als ÃÇÉÊËÈÍÎÏÌÍÑÓÔÔÊÌÖ.

Unter der Voraussetzung ÒÕ=0 lautet die entsprechende Bedingung im Zeitbereich:

ÖŠ(Ú � Ò) = 0Å Å Å Å Å fÄrÅ Å Å Ú = Û1,Û2Å usw. (16.1)

Ohne EinschrÁnkung der AllgemeingÄltigkeit beschrÁnken wir uns auf redundanzfreie

binÁre bipolare Signale. Zu den Zeitpunkten Ú ÜÒ ist somit das Nutzsignal  ÙŸ(Ú ÜÒ)=ŽÖ�,

wobei die AbkÄrzung Ö� = ÖŠ(0) verwendet ist. Aufgrund der Áquidistanten Nulldurch�

gÁnge von ÖŠ(Í) ist die vertikale AugenÀffnung gemÁÂ (14.10) maximal: �(ÒÕ)=2ÜÖ� . Mit

(14.9) folgt daraus fÄr die mittlere und die ungÄnstigste Bitfehlerwahrscheinlichkeit:   

ÁÂ = Á� = Q(
Ö�
�Š

)Å . (16.2)

Hierbei sind wieder GauÂsche StÀrungen und der Schwellenwert Ï = 0 vorausgesetzt.

Ist das Sendesignal rechteckfÀrmig und der Kanal Ä (Å) frequenzunabhÁngig, so lÁÂt

sich ein mÀglicher Nyquist-Entzerrer intuitiv angeben (vgl. Abschnitt 13.3):

ÄÀ(Å) = si (! � Å � Ò )Å . (16.3)

Die dazugehÀrige Impulsantwort "À(Í) ÄÀ(Å) ist damit wie der Sendegrundimpuls

Ö#(Í)  ein Rechteck der Dauer Ò, so daÂ der Detektionsgrundimpuls ÖŠ(Í)= Ö#(Í)$"À(Í)

dreieckfÀrmig verlÁuft und fÄr Zeiten |Í|%Ò/2 identisch 0 ist. Die Symboldetektion wird

somit durch die AuslÁufer der Nachbarimpulse nicht beeintrÁchtigt (vgl. Bild 13.6).

Ein Vergleich mit Kapitel 11 zeigt, daÂ in diesem Sonderfall der Frequenzgang ÄÀ(Å)

von (16.3) gleichzeitig das Matched-Filter darstellt. Somit werden durch diesen Nyquist-

Entzerrer nicht nur Impulsinterferenzen vermieden, sondern gleichzeitig die StÀrungen

am Entscheider minimiert. 

Das Detektions-SignalstÀrleistungsverhÁltnis kann mit den in den Kapiteln 13 und 14

angegebenen Gleichungen berechnet werden. Man erhÁlt mit der Energie ÏÂ& È ’(
ÜÒ

des Sendegrundimpulses und der Leistungsdichte Ã� des weiÂen Rauschens:

)� =
2 � ÏÂ
Ã�

Å . (16.4)

Mit keinem anderen Filter wird dieser Maximalwert sonst noch erreicht.
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16.2 Nyquist-Kriterien

Betrachten wir nun den allgemeinen Fall, gekennzeichnet durch den Sendegrundim�

puls gÁ(t) GÁ(f) und den Kanalfrequenzgang HÂ(f). Formuliert man die Bedingung

(16.1) im Frequenzbereich fÁr das Spektrum GÂ(f)=GÁ(f)ÄHÂ(f)ÄHÀ(f), so erhÂlt man:

Å
ÃÇ

kÉÊÇ
G
Â
(f -

k

T
) =Ä const.Ä . (16.5)

Diese Bedingung wurde von Nyquist im Jahre 1928 angegeben und wird hÂufig als das

1. Nyquist-Kriterium bezeichnet. Dieses besagt, daÀ Âquidistante NulldurchgÂnge des

Grundimpulses gÂ(t) im Symbolabstand T nur dann mÅglich sind, wenn die periodische

Fortsetzung  P{GÂ(f)} des dazugehÅrigen Spektrums GÂ(f) gÂ(t) mit der Periode

fË=1/T einen konstanten Wert ergibt (vgl. Abschnitt 7.2).

Daneben wurde von Nyquist ein zweites Kriterium dafÁr angegeben, daÀ der Grund�

impuls  gÂ(t) NulldurchgÂnge zu den Zeitpunkten Ã1.5T, Ã2.5T, Ã3.5T usw. besitzt.

Dadurch werden die NulldurchgÂnge des Detektionssignals nicht aus ihren Sollagen

verschoben, so daÀ die horizontale AugenÅffnung maximal gleich der Symboldauer T

wird. In diesem Fall treten die NulldurchgÂnge des Detektionsnutzsignals dÈ(t) in Âquidi�

stanten AbstÂnden auf; dies erleichtert z.B. die Taktwiedergewinnung mittels einer PLL.

Das 2. Nyquist-Kriterium kann im Frequenzbereich z.B. wie folgt formuliert werden:

Å
ÃÇ

kÉÊÇ

G
Â
(f - k

T
)

cos(Í � f � T - k � Í)
=Ä const.Ä . (16.6)

Hier ist die periodische Fortsetzung der Funktion GÂ(f)/cos(ÎÄ fÄT)Ïmit der Frequenz�

periode fË=1/T stets eine Konstante.

Bild  16.1 verdeutlicht die beiden Nyquist-Kriterien anhand von Augendiagrammen

mit maximal mÅglicher vertikaler (links) bzw. horizontaler AugenÅffnung (rechts). Bild

16.3 zeigt ein Augendiagramm, bei dem beide Nyquist-Kriterien erfÁllt sind.

(a)

dÈ(t)

TÌ

ÑÑÓÔÖ ÑÓÔÖ Ñ Ò

(b)

TÌ

ÑÑÓÔÖ ÑÓÔÖ Ñ Ò

E

dÈ(t)

E

Bild 16.1: UngestÅrte Augendiagramme zur Veranschaulichung des ersten (a) und

des zweiten (b) Nyquist-Kriteriums.
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Besondere Bedeutung fÁr die DigitalsignalÁbertragung besitzen Nyquist-Spektren,

die auf den Frequenzbereich -1/Tv fv1/T beschrÂnkt und zusammenhÂngend sind.

Durch diese BeschrÂnkung Áberlappen sich bei der periodischen Fortsetzung lediglich

benachbarte Frequenzbereiche, so daÄ die beiden Nyquist-Kriterien fÁr reelle Funktio�

nen mit der Nyquist-Frequenz fÄ=1/(2T) folgendermaÄen vereinfacht werden kÀnnen:

GÁ(f
Ä

- f) + GÁ(f
Ä

+ f) = GÁ(0) =Å const.Å , (16.7)

GÁ(f
Ä

- f)

cos ÂÄ � T � (f
Ä

- f)À +
GÁ(f

Ä
+ f)

cos ÂÄ � T � (f
Ä

+ f)À = GÁ(0) =Å const.Å . (16.8)

In diesen Gleichungen ist fÁr f ein Wert zwischen -1/(2T) und +1/(2T) einzusetzen.

Ein reelles Nyquist-Spektrum nach dem 1. Kriterium ist demnach stets punktsymme�

trisch um die Nyquist-Frequenz fÄ, die gleich der halben Symbolrate ist. Im allgemeinen

kann ein Nyquist-Spektrum auch einen ImaginÂrteil besitzen. Dieser muÄ dann achsen�

symmetrisch um die beiden Frequenzen f=Å fÄ sein.

Bild 16.2 zeigt drei mÀgliche Spektren GÁ(f) mit oben genannten Eigenschaften, wo�

bei die Symmetriepunkte bei ÅfÄ hervorgehoben sind.

Ã Ã ÃÃ

ÇÉÊ ÇËÊ

fÀ

0,5 0,5ÃÃ 0,5

ÇÈÊ

ÍÎ(Ï) ÍÎ(Ï) ÍÎ(Ï)

- ÏÌ ÏÌ
Ï Ï Ï

- ÏÑ - ÏÓ ÏÓ ÏÑ - ÏÑ ÏÑ- ÏÌ ÏÌ - ÏÌ ÏÌ

Bild 16.2: Nyquist-Spektren mit Cosinus-Rolloff-Charakteristik und Rolloff-Faktor

                       r=0 (a), r=0.5 (b), r=1 (c).

Alle diese Spektren kann man durch einen Cosinus-Rolloff-TiefpaÁ gemeinsam

beschreiben, wobei mit den in Bild 16.2(b) eingezeichneten Frequenzen fÀ und f2 gilt:

GÁ (f) = g
0 � T � cos2 Ç |f| - f

À

f
2
- f

À

�
Ä
2

Ê fÁrÅ Å f
À
v |f|v f

2
Å ,

g
0 � T fÁrÅ Å |f|v f

À
Å ,

0 fÁrÅ Å |f|w f
2
Å .

Ô

Ô
Ö

Ò

Õ

Å
Å
Å
Å
Å

(16.9)

Eine impulsinterferenzfreie Detektion ist nur dann gegeben, wenn (fÀ+f2)/2= fÄ ist. Bei

zu kleiner "Grenzfrequenz" ist das Auge geschlossen. Eine zu groÄe "Grenzfrequenz"

fÁhrt ebenfalls zu Impulsinterferenzen, wenn auch mit geringeren Auswirkungen.

Zur Beschreibung der Flankensteilheit wird hÂufig der Rolloff-Faktor

r =
f
2
- f

À

f
2
+ f

À

Å Å Å Å Å Å Å Å (r = 0Å ...Å 1) (16.10)

verwendet. FÁr r=0 (fÀ=f2= fÄ) ergibt sich aus der allgemeinen Darstellung (16.9) das

rechteckfÀrmige Spektrum (KÂpfmÂller-TiefpaÁ), wÂhrend mit r=1 (fÀ=0, f2=2Š fÄ) das

Detektionsgrundimpulsspektrum GÁ(f) cos2-fÀrmig verlÂuft.



366 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

E

TD

TTÅÂÄ TÅÂÄ T À

ÅÃÇÉÊ

ËÇÈÍÊ

ÎÏÌÑÓÔÖÒÕŠ ÚÛÜÙŸŽ��ŽÙŸÓ��ÜÙÛÑÏ!Ü�!""Ó#ÙÏ"Ó$%Ÿ&’()Ù*Ž��"Ó+%ÛÓÎÏÌÑÓÔÖÒ,Ç$ÊÒ

-/�ÓÑÙÛÓ0ÙŽÙ*ŽÏ%ÛŸÜ��ÛÑÏ")�ÌŸÓÜÏÌŽÓÏÛÓ�#12ÛÜÏÜ*ÙÏŽÓÑÙŸÓ4%ÌÌ%55’-!*Ž%�ŸÓ7Š

89 ÇÉÊ ; 8< =
$%ŸÇ> = 7 = É?ÈÊ
Ô ’ Ç, = 7 = É?ÈÊ&

= ŸÏ Ç> =
É
È

Ê@ Ò ÇÔÖÒÔÔÊ

0Ù"Ó�Ù$1ŽÙ$*5��"ÏÜÙÛÓ()Ù*Ž��"Ó+%ÛÓÎÏÌÑÓÔÖÒ,Ç!ÊÓÙÛŽŸ)�Ï$1ŽÓÙÏÛÓŸÏ’5��"ÏÜÙ�ÓA")�ÌŸBÓÑÙ�
Û��ÓŸÙ1�ÓÌ!ÛÜŸ!"BÓÛ2"ÌÏ$1Ó!ŸC")Ž%ŽÏŸ$1Ó"ÏŽÓÔD ÉBÓ!#*ÌÏÛÜŽÓ�ÛÑÓ#ÙÏÓÑÙ"ÓÑÏÙÓ1%�ÏE%ÛŽ!ÌÙ
��ÜÙÛ�55Û�ÛÜÓÜÙÜÙÛÓF�ÌÌÓÜÙ1ŽÒÓ0!ÓÏÛÓÑÏÙŸÙ"Ó-!ÌÌÓÑ!ŸÓ��ÜÙÓE�ÓÙÏÛÙ"Ó�ÛÙÛÑÌÏ$1ÓŸ$1"!ÌÙÛ
()!ÌŽÓÙÛŽ!�ŽÙŽBÓÏŸŽÓÏÛÓÑÙ�Ó4ÙÜÙÌÓ*ÙÏÛÙÓE�5�ÏÙÑÙÛŸŽÙÌÌÙÛÑÙÓ0ÙŽÙ*ŽÏ%ÛÓ"�ÜÌÏ$1ÒÓHÏÛÓEÙÏŽÌÏ$1
Ÿ$1I!Û*ÙÛÑÙ�ÓJ!*ŽÓÇKLÉÉM7ÊÓ5/1�ŽÓÑÙŸ1!Ì#ÓÏ""Ù�ÓE�Ó-Ù1ÌÙÛŽŸ$1ÙÏÑ�ÛÜÙÛÒ

OÏŽÓ E�ÛÙ1"ÙÛÑÙ"Ó 4%ÌÌ%55’-!*Ž%�Ó7Ó Ç5Ì!$1Ù�Ù�Ó -Ì!Û*ÙÛ!#5!ÌÌÊÓ IÙ�ÑÙÛÓ ÑÏÙÓ P#Ù�Q
Ÿ$1IÏÛÜÙ�Ó!�$1Ó!�RÙ�1!Ì#ÓÑÙ�Ó0ÙŽÙ*ŽÏ%ÛŸEÙÏŽ)�Û*ŽÙÓT UÈÓÜÙ�ÏÛÜÙ�BÓŸ%ÓÑ!RÓŸÏ$1Ó5/�ÓÑÏÙ
1%�ÏE%ÛŽ!ÌÙÓ ��ÜÙÛ�55Û�ÛÜÓ "ÙÏŸŽÓ Ù#ÙÛ5!ÌÌŸÓ ÙÏÛÓ !�Ÿ�ÙÏ$1ÙÛÑÓ Ü�%RÙ�ÓVÙ�ŽÓ Ù�ÜÏ#ŽÒÓ ÎÙÏ"
$%Ÿ&’()Ù*Ž��"ÓÇ7 ; ÔÊÓ*ÌÏÛÜŽÓ89ÇÉÊÓ!ŸC")Ž%ŽÏŸ$1Ó"ÏŽÓÔD ÉWX!#ÒÓ��ŸÓÇÔÖÒÔÔÊÓÙ�12ÌŽÓ"!Û ÏÛ
ÑÏÙŸÙ"Ó(%ÛÑÙ�5!ÌÌÓÛ!$1ÓÙÏÛÏÜÙÛÓÚ"5%�"�ÛÜÙÛÓ5/�ÓÑÙÛÓ0ÙŽÙ*ŽÏ%ÛŸÜ��ÛÑÏ")�ÌŸŠ

89 ÇÉÊ ; 8< =
>
Y

= ZŸÏ Ç> = Ç
É
È

[
Ô
,

ÊÊ [ ŸÏ Ç> = Ç
É
È

’
Ô
,

ÊÊ\ = ŸÏ Ç> =
É
È

Ê@ Ò ÇÔÖÒÔ,Ê

0Ù�Ó0ÙŽÙ*ŽÏ%ÛŸÜ��ÛÑÏ")�ÌŸÓÜÙ"2RÓÇÔÖÒÔ,ÊÓ#ÙŸÏŽEŽÓF�ÌÌÑ��$1Ü2ÛÜÙÓ#ÙÏÓ!ÌÌÙÛÓ]ÏÙÌ5!$1ÙÛ
ÑÙ�Ó(C"#%ÌÑ!�Ù�ÓÈÓ�ÛÑÓE�Ÿ2ŽEÌÏ$1Ó#ÙÏÓ^ÔÒ_ÈBÓ^,Ò_ÈBÓ^ÕÒ_ÈÓ�ŸIÒÒÓ(%"ÏŽÓÙ�5/ÌÌŽÓÑÏÙŸÙ�
A")�ÌŸÓŸ%I%1ÌÓÑ!ŸÓÙ�ŸŽÙÓ!ÌŸÓ!�$1ÓÑ!ŸÓEIÙÏŽÙÓFC‘�ÏŸŽ’b�ÏŽÙ�Ï�"BÓI!ŸÓ!�$1Ó!Û1!ÛÑÓÑÙ�
ÙÛŽŸ)�Ù$1ÙÛÑÙÛÓÎÙÑÏÛÜ�ÛÜÙÛÓÇÔÖÒfÊÓ�ÛÑÓÇÔÖÒgÊÓÏ"Ó()Ù*Ž�!Ì#Ù�ÙÏ$1ÓÜÙEÙÏÜŽÓIÙ�ÑÙÛÓ*!ÛÛÒ

AÛÓÎÏÌÑÓÔÖÒÕÓ ÏŸŽÓÑ!ŸÓ E�"Ój��ÛÑÏ")�ÌŸÓ +%ÛÓ ÇÔÖÒÔ,ÊÓÜÙ1��ÏÜÙÓ�ÛÜÙŸŽ��ŽÙÓ��ÜÙÛÑÏ!Q
Ü�!""ÓÑ!�ÜÙŸŽÙÌÌŽÒÓHŸÓÏŸŽÓE�ÓÙ�*ÙÛÛÙÛBÓÑ!RÓÑÏÙŸÙŸÓŸ%I%1ÌÓ+Ù�ŽÏ*!ÌÓ!ÌŸÓ!�$1Ó1%�ÏE%ÛŽ!ÌÓE�
ÔppqÓÜÙ�55ÛÙŽÓÏŸŽBÓ�ÛÑÓÑ!RÓA")�ÌŸÏÛŽÙ�5Ù�ÙÛEÙÛÓ!�$1Ó!�RÙ�1!Ì#ÓÑÙŸÓvÙÏŽÛ�ÌÌ)�Û*ŽÙŸÓ+%Û
�ÛŽÙ�ÜÙ%�ÑÛÙŽÙ�ÓÎÙÑÙ�Ž�ÛÜÓŸÏÛÑÒÓ

0ÏÙÓ j�ÙÛE5�Ù‘�ÙÛEÓ ÑÙŸÓ ()Ù*Ž��"ŸÓ w9ÇxÊÓ ÙÛŽŸ)�Ù$1ÙÛÑÓ ÇÔÖÒyÊÓ �ÛÑÓ ÎÏÌÑÓ ÔÖÒ,Ç#ÊÓ ÏŸŽ
Ñ��$1ÓÑ!ŸÓÔÒÓFC‘�ÏŸŽ’b�ÏŽÙ�Ï�"Ó5ÙŸŽÜÙÌÙÜŽÒÓ0!ÜÙÜÙÛÓÏŸŽÓÑÙ�Ó4%ÌÌ%55’-!*Ž%�Ó7ÓÙÏÛÓ%)ŽÏ"ÏÙ�Q
#!�Ù�Óz!�!"ÙŽÙ�BÓÑ!ÓÑÏÙŸÙ�ÓÑÏÙÓ-Ù1ÌÙ�I!1�Ÿ$1ÙÏÛÌÏ$1*ÙÏŽÓ/#Ù�ÓÑÙÛÓ(Ž��Ù55Ù*ŽÏ+IÙ�Ž {9
#ÙÙÏÛ5Ì�RŽÓÇ+ÜÌÒÓÇÔÖÒ,ÊÊÒÓVÙÜÙÛÓÇÔYÒÖÊÓ�ÛÑÓÑÙ�ÓÎÙEÏÙ1�ÛÜÓw9ÇxÊ ;w|ÇxÊU}~ÇxÊU}“ÇxÊÓÜÏÌŽŠ

{ &
9 ;

Á<
, = Â

ÄÀ

ÅÀ
Ã}“ÇxÊÃ& Ñx ;

Á<
, = Â

ÄÀ

ÅÀ
Ãw9 ÇxÊÃ&

Ãw| ÇxÊÃ&Ã}~ÇxÊÃ& Ñx@ Ò ÇÔÖÒÔÕÊ



36716  Nyquistsysteme

16.3 Wurzel-Nyquist-Systeme

Bisher wurden nur die EmpfÁngerparameter optimiert. Nun soll eine gemeinsame
Optimierung von Sender und EmpfÁnger erfolgen, wobei das Blockschaltbild gemÁÂ Bild
16.4 zugrunde gelegt wird. Hierzu ist folgendes anzumerken: 

D Die Sendeimpulsform wird durch den Senderfrequenzgang HÁ(f) charakterisiert;
dieser sei gleich dem (geeignet normierten) Sendeimpulsspektrum: HÁ(f)=GÂ(f)/ÃÄÀÇ.

D Diese MaÂnahme ist nur dann erlaubt, wenn die Digitale Quelle gemÁÂ Bild 14.1
durch eine Áquivalente Dirac-Quelle ersetzt wird, fÄr dessen Ausgangssignal gilt:

ÉÅ(Ê) = Ã
ÇÉ

ÊËÈÉ
aÊ � ÃÄ � Ç � Í(Ê - Î � Ç)À . (16.14)

Die beiden Sendesignale Ã(Ê) von Bild 14.1 und 16.4 sind somit identisch (vgl. V16.2).

D Der TiefpaÂ-Kanal sei auf die Bandbreite BÏ ideal bandbegrenzt (fÌ Ñ BÏ Ñ 2fÌ).

D Das System sei impulsinterferenzfrei, also ein Nyquist-System. Somit gilt  

HÁ(f) � HÏ(f) � HÓ(f) =
!

HÌ(f)À , (16.15)

wobei HÌ(f) einen Nyquist-Frequenzgang bezeichnet. Das heiÂt: Die dazugehÅrige
Impulsantwort hÌ(Ê) HÌ(f) weist Áquidistante NulldurchgÁnge im Abstand Ç auf.
MÅgliche Nyquist-FrequenzgÁnge sind formgleich zu den VerlÁufen in Bild 16.2.

+ dig.
Sinke

Dirac- 
Quelle

Takt

Detektor

Ã(Ê) Ë(Ê) È(Ê)

Í(Ê)

Ô(Ê)

ÔÊ ÖÒÉÊ ÖÒ

(ideal)

HÏ(f) HÓ(f)

Î(Ê)

HÁ(f)

ÉÅ(Ê)

ÕŠ(f) = ÏÄÚ2

Bild 16.4: Ãquivalentes Blockschaltbild eines BasisbandÄbertragungssystems mit
einer Dirac-Quelle und dem Senderfrequenzgang HÁ(f).

Das optimale System fÄr den Sonderfall eines AWGN-Kanals ohne Bandbegrenzung
(BÏ Û Ü) wurde bereits in Abschnitt 13.3 behandelt. Hier gilt HÁ(f)=HÓ(f)= si(Ù À fÀÇ).
Da die beiden Frequenzfunktionen bis ins Unendliche reichen, ist diese Konfiguration
bei endlicher Kanalbandbreite BÏ nicht mehr optimal. Vielmehr gilt in diesem Fall:  

HÁŸŽ��(f) = HÓŸŽ��(f) = HÌ(f)� À . (16.16)

Hierbei sei HÌ(f) ein Nyquist-Frequenzgang, z.B. entsprechend Bild 16.2 mit Cosinus-
Rolloff-Charakteristik oder auch trapezfÅrmig. Der Rolloff-Faktor ist dabei durch die
Kanalbandbreite, bezogen auf die Nyquist-Frequenz fÌ = 1/(2Ç), wie folgt begrenzt:

Ë <
BÏ
fÌ

- 1À . (16.17)

Je grÅÂer die Kanalbandbreite ist, um so grÅÂer kann man den Rolloff-Faktor wÁhlen.
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Mit Sender und Entzerrer gemÁÂ (16.16) ist die gesamte Äbertragungsstrecke ein

Nyquist-System. Der Kanalfrequenzgang HK(f) hat keinen EinfluÂ, solange der Rolloff-
Faktor die Bedingung (16.17) erfÀllt. Der Detektionsgrundimpuls besitzt Áquidistante
NulldurchgÁnge, die Impulsamplitude betrÁgt s0. Somit ist die halbe vertikale Augen�
Åffnung ebenfalls gleich s0.      

Betrachten wir nun die StÅrleistung vor dem Entscheider. Diese ist

Ì
2Â =

N
0

2
� Ä+À
-À |H

E
(f)|2 df =

N
0

2
� Ä+À
-À HÅ(f) df =

N
0

2T
Ã . (16.18)

Hierbei ist berÀcksichtigt, daÂ das Integral Àber den Nyquist-Frequenzgang HN(f) gleich
2Ã fN = 1/T ist, und zwar unabhÁngig vom Rolloff-Faktor r (vgl. Bild 16.2). 

Mit diesen Ergebnissen erhÁlt man das gleiche Ergebnis wie bei rechteckfÅrmigem
Sendesignal und ebensolcher Impulsantwort hE(t), z.B. durch einen Integrator:

p
B

= QÇ 2 � s20 � T
N
0

É ÊÃ . (16.19)

Im Unterschied zu obiger Konfiguration weist nun das Sendesignal Impulsinterferenzen
auf: Der Sendegrundimpuls gË(t) s0

ÃTÃHS(f) hat hier keine Áquidistanten Null�
durchgÁnge, und der Maximalwert smax des Sendesignals s(t) ist hier stets grÅÂer als s0.
Erst zusammen mit dem Empfangsfilter HE(f) ergeben sich die Nyquist-Eigenschaften
des Gesamtsystems. Oder anders ausgedrÀckt: Die Faltung der beiden Impulsantworten
hS(t) und hE(t), die beide keine Áquidistanten NulldurchgÁnge besitzen, fÀhren zur Zeit�
funktion hN(t) mit Nyquist-Eigenschaften. 

Die Leistung PS des Sendesignals kann man mit den Gleichungen (15.12) und (15.13)
berechnen. Dies fÀhrt zum Ergebnis

P
S

=
1
T

� Ä+À
-À |FË(f)|2 df = s 2

0 � T � Ä+À
-À |H

S
(f)|2 dfÃ . (16.20)

Mit (16.16) folgt in Áhnlicher Weise wie bei (16.18) fÀr die mittlere Energie pro Bit:

E
B

= P
S � T = s 2

0 � T 2 � Ä+À
-À H

N
(f) dfÃ= s 2

0 � TÃ . (16.21)

Eingesetzt in (16.19) erhÁlt man wie bei der Konfiguaration Rechteckimpuls/Integrator
fÀr die mittlere (und gleichzeitig fÀr die ungÀnstigste) Bitfehlerwahrscheinlichkeit: 

p
B
= QÇ 2 � EB

N
0

É ÊÃ . (16.22)

Anzumerken bleibt, daÂ die Wurzel-Nyquist-Konfiguration dann zu einem schlechten
Ergebnis fÀhrt, wenn als Nebenbedingung der Optimierung nicht die mittlere Sende�
leistung, sondern der Maximalwert des Sendesignals konstant gehalten wird.



36916  Nyquistsysteme

16.4 Vorbereitungsfragen

V16.1: FÁr das Folgende wird vorausgesetzt, daÂ das Spektrum ÑÁ(Ó) des Grundimpulses

einen cosÂ-Verlauf entsprechend Bild 16.2(c) aufweist. Der Maximalwert soll mit ÑÁ(0)

bezeichnet werden, die Grenzfrequenz sei allgemein ÓÄ= ÓÂ/2.

a) Geben Sie ÑÁ(Ó) formelmÄÂig an.

b) Zeigen Sie an diesem Beispiel, daÂ eine impulsinterferenzfreie Detektion prinzipiell

nicht mÀglich ist, wenn ÓÄ kleiner als die Nyquistfrequenz  ÓÀ= 1/(2Ô) ist.

c) FÁr das Folgende gelte stets: ÓÄ= ÓÀ. Zeigen Sie rechnerisch, daÂ das cosÂ-fÀrmige

Spektrum auch das 2. Nyquistkriterium gemÄÂ (16.8) erfÁllt. 

ÖÒÕwŠÒÚ:ÛEs gilt cosÂ(x) = (1+cos(2x))/2.
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d) Berechnen Sie den Detektionsgrundimpuls gd(t). Zeigen Sie im Zeitbereich, daÁ hier

beide Nyquist-Kriterien erfÂllt sind. Zu welchen Zeitpunkten besitzt gd(t) Null�

durchgÄnge? Welcher Zusammenhang besteht zwischen Gd(0) und gÜ = gd(0)?

e) Skizzieren Sie den Detektionsgrundimpuls gd(t). Wie groÁ ist gd(t) zum Zeitpunkt

t = T/2? Hinweis: Benutzen Sie hierfÂr die Regel von l’Hospital.

g
d
(t)

tÂT
1 2 3-3 -2 -1

g
Ü

f) Zeichnen Sie den Entzerrer-Frequenzgang HÙ(f) qualitativ, wenn rechteckfÀrmige

Sendeimpulse mit der Amplitude gÜ und ein idealer Kanal mit dem Frequenzgang

HK(f)=1 verwendet werden. Geben Sie HÙ(f) auch formelmÄÁig an.

H
Ù
(f)

f � T
0.5 1.0

1

-0.5-1.0
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V16.2: Betrachten Sie nun das Wurzel-Nyquist-System gemÁÂ Bild 16.4, wobei HŸ(f)

wie in V16.1 durch einen cosŽ-TiefpaÂ entsprechend Bild 16.2(c) vorgegeben sei.

a) Zeigen Sie an diesem Beispiel, daÂ sich fÄr die beiden  Blockschaltbilder nach Bild

14.1 und 16.4 jeweils das gleiche Sendesignal s(t) ergibt.

b) Bestimmen und skizzieren Sie den optimalen Sender- und Entzerrer-Frequenzgang.

H
S
(f)

f � T
0.5 1.0

1

-0.5-1.0

H
�
(f)

c) Zeigen Sie, daÂ fÄr den Sendegrundimpuls gÁ(t) gilt:

gÁ(t) =
4 � s�

Â
�

cos(2Â � tÄT)

1 - 16 � (tÄT)Ž
À . (16.23)

Anmerkung: Wenn Sie dazu keine Lust mehr haben, kann ich’s gut verstehen.
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d) Berechnen Sie die Grundimpulswerte gs(0), gs("T), gs("2T) und gs("3T). Skizzieren

Sie den Detektionsgrundimpuls gd(t).

     gs(0) =

 gs("T) =

gs("2T) =

gs("3T) =

g
d
(t)

t�T
1 2 3-3 -2 -1

gÂ

e) BegrÁnden Sie, daÂ am Sender Impulsinterferenzen auftreten. Welche Auswirkungen

haben diese bezÁglich der mittleren und der maximalen Sendeleistung? 
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16.5 VersuchsdurchfÁhrung

Die Aufgaben D16.1 bis D16.3 kÁnnen mit dem Programm "nyq" durchgefÂhrt werden,

die Aufgabe D16.4 mit dem Programm "bas".

D�!#�$ Unter dem MenÂpunkt 1 kÁnnen die Spektren und zugehÁrigen Zeitfunktionen

sowie das binÄre und quaternÄre Augendiagramm eines Trapez- und eines Cosinus-

Rolloff-Tiefpasses betrachtet werden. Sie haben sowohl bezÂglich der Grenzfrequenz fÁ
als auch des Rolloff-Faktors r freie Wahl. Gehen Sie davon aus, daÀ HÂ(0) =1 ist. Dies

entspricht fÂr das Spektrum des Detektionsgrundimpulses: GÄ(0) = sÀÅT.

a) Betrachten Sie in diesem ersten Versuch stets das rechteckfÁrmige Spektrum (z.B. ein�

zustellen als Trapez-TiefpaÀ mit Rolloff-Faktor r = 0) mit dem einzigen Parameter

fÁ. Welchen Verlauf hat hier der Detektionsgrundimpuls gÄ(t)?

b) WÄhlen Sie zunÄchst die (normierte) Grenzfrequenz  fÁÅT = 0.5. Interpretieren Sie

das Ergebnis. Besteht hinsichtlich der horizontalen AugenÁffnung (des BinÄrsystems)

eine Diskrepanz zwischen Theorie und Simulation?

c) WÄhlen Sie nun fÂr das rechte Fenster die Grenzfrequenz  fÁÅT = 0.4. Interpretieren

und verallgemeinern Sie die Ergebnisse.

d) WÄhlen Sie die Grenzfrequenz  fÁÅT = 0.6. Interpretation.
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e) Vergleichen Sie nun die normierten Grenzfrequenzen fG%T = 0.5 bzw. fG%T = 1.0
hinsichtlich vertikaler und horizontaler AugenÁffnung. Ist eine Nyquist-Entzerrung
mit fG%T = 1.0 sinnvoll, wenn der Sendeimpuls rechteckfÁrmig ist?

f) Betrachten Sie fÂr fG%T = 0.5 auch das quaternÄre Augendiagramme. Was ist zu
erkennen?

ÂÄÀÅÃÇ Vergleichen Sie nun den Trapez- und den Cosinus-Rolloff-TiefpaÀ hinsichtlich
Abklingverhalten, Åberschwinger, vertikaler und horizontaler AugenÁffnung (des BinÄr�
systems), und zwar jeweils mit der Nyquist-Grenzfrequenz fG%T = 0.5.

a) ZunÄchst sei der Rolloff-Faktor fÂr beide TiefpÄsse gleich  r = 0.5. Interpretieren Sie
die Simulationsergebnisse.

b) Ãndern Sie nun den Rolloff-Faktor  des Cosinus-Rolloff-Tiefpasses in der Weise, daÀ

beide TiefpÄsse eine gleiche Flankensteilheit aufweisen. Welcher TiefpaÀ hat nun das

bessere Abklingverhalten, meÀbar durch eine grÁÀere horizontale AugenÁffnung?  
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c) WÁhlen Sie nun den Rolloff-Faktor fÂr beide TiefpÁsse gleich r = 1. Interpretieren
Sie die Simulationsergebnisse.

D16.3: In dieser Aufgabe geht es wie in V16.2 um das sogenannte Wurzel-Nyquist-
System gemÁÄ Bild 16.4, wobei fÂr H&(f) wiederum ein cos’-TiefpaÄ vorausgesetzt wird.

a) Betrachten Sie den Sendegrundimpuls gÁ(t), der formgleich mit der Impulsantwort
h((t) des Empfangsfilters ist.  ÀberprÂfen Sie die in V16.2(d) berechneten Grund�
impulswerte g)=gÁ(0), g*=gÁ(ÂT), g’=gÁ(Â2T) und g3=gÁ(Â3T). 

b) Betrachten Sie das Augendiagramm des Sendesignals s(t) und notieren Sie den
Minimalwert (des Betrages) sm+,= Min |s(t=0)|; dieser ist gleich der halben verti�
kalen AugenÅffnung zum Zeitnullpunkt. ÀberprÂfen Sie anschlieÄend sm+,/mit dem
Ergebnis aus a), wobei Sie berÂcksichtigen sollten, daÄ im Programm "nyq" zur
Augenberechnung jeweils Ä =n=3 Vor- und NachlÁufer herangezogen werden.
Welche Symbolfolgen fÂhren zu den inneren Augenlinien? 

c) Wie groÄ ist der Maximalwert sm45= Max |s(t=0)|, wieder unter der Voraussetzung
Ä =n=3? Welcher Zusammenhang besteht zwischen sm45 und sm+,?
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d) Die Ergebnisse von b) und c) stimmen aufgrund der EinschrÁnkung u=n=3 nicht
mit den tatsÁchlichen Werten von s789 und s7;< Âberein. Wie groÄ sind diese?

e) Der Gesamtfrequenzgang eines Àbertragungssystems habe eine Cosinus-Rolloff-
Charakteristik mit Rolloff-Faktor r, der sich aus Wurzel-Nyquist-FrequenzgÁngen
fÂr Sender und EmpfÁnger zusammensetzt. Gibt es unter der Voraussetzung von
weiÄem Rauschen einen optimalen Wert von r, der die Bitfehlerwahrscheinlichkeit
minimiert, wenn die mittlere Energie pro Bit als konstant vorgegeben wird? 

f) Ermitteln Sie die in der nachfolgenden Tabelle angegeben KenngrÅÄen des Wurzel-
Nyquist-Systems fÂr verschiedene Rolloff-Faktoren, wieder unter der Voraussetzung,
daÄ der Gesamtfrequenzgang eine Cosinus-Rolloff-Charakteristik aufweist. Es gilt
weiterhin: u=n=3. Interpretieren Sie die Ergebnisse.

gÂ(0)Äs=

r = 1

r = 0.50

r = 0.25

Min |s(t = 0)| Max |s(t)|

(beiÃ t789ÄT)
B>?7;<Äf@

r = 0

r = 0.75
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D16.4: Betrachten Sie nun ein binÁres Nyquistsystem mit folgenden Randbedingungen

(Programm "bas", "Standardsystem B"):

- zufÁllige Quellensymbolfolge,

- binÁre bipolare NRZ-Rechtecksendeimpulse (normierte Impulsdauer TA/T = 1),

- Koaxialkabel mit der DÁmpfung a = 60 dB (6.9 Neper),

- weiÂes Rauschen mit der normierten Rauschleistungsdichte NÁ/T= 2Â10ÄÀ (BC
ÂT= 6),

- Nyquistentzerrer mit dem Rolloff-Faktor r = 1,

- optimale Entscheiderschwelle E=0 und optimaler Detektionszeitpunkt TÅ=0.

a) Betrachten Sie das Detektionssignal, den Grundimpuls und die Augendiagramme mit

bzw. ohne StÄrungen. Welcher Zusammenhang gilt hier zwischen mittlerer und un�

gÀnstigster Fehlerwahrscheinlichkeit? Welche Fehlerwahrscheinlichkeit ergibt sich

im Vergleich zum optimierten System mit gauÂfÄrmigem Impulsformer (vgl. D14.2e)?

pÃÁ(TÅ) Ç
I

pÉ 10 � lg(ÊÃ)

(fË � T = 0.35)

GauÂ

(r = 1)

Nyquist

b) Warum ist dieses System schlechter als das optimale System von D14.2  (gauÂfÄrmiger

Impulsformer)? Betrachten Sie dazu auch das LDS ÈIÍ(f) des DetektionsstÄrsignals.
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c) Zeigen Sie, daÁ durch einen geringeren Rolloff-Faktor eine deutliche Verbesserung

des SignalstÂrabstandes erzielt werden kann. Untersuchen Sie dazu die in nachfol�

gender Tabelle angegeben r-Werte. Interpretieren Sie diese Ergebnisse. Worauf ist

die Verbesserung zurÄckzufÄhren?

p
U

Á(T
D
) JÂ p

B 10 � lg(L
U

)Nyquist

r = 1

r = 0.5

r = 0.25

r = 0

d) Vergleichen Sie das (bezÄglich  r optimierte) Nyquist-System und das optimale System

mit gauÁfÂrmigem Impulsformer (Versuch D14.2) hinsichtlich StÂrabstand und

mittlere Bitfehlerwahrscheinlichkeit.
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16.6 Ábungsaufgabe
Á16.1: Schreiben Sie ein Unterprogramm MOQRcUVWXYZ[UZ[\]^_VU‘bZ[\jlOov{M, welches einen
Wurzel-Nyquist-Frequenzgang |Á(X) mit Cosinus-Rolloff-Charakteristik und die dazu�
gehÁrige Zeitfunktion }Á(V) |Á(X) berechnet (siehe Abschnitt 16.3). Eingabepara�
meter sind die Grenzfrequenz MXYM und der Rolloff-Faktor MUM[des Geamtfrequenzgangs
|Á(X)Â~ Der Rolloff-Faktor U = 0 (d.h. das Rechteckspektrum) sei ausgeschlossen.

Die Âbergabe von |Á(X) und }Á(V) an das Hauptprogramm erfolgt mit Hilfe der
beiden Felder M\]^_VU‘bM und M\jlOovM, jeweils mit der Dimension “= 1024~ Beachten
Sie, daÄ sowohl im Frequenz- als auch im Zeitbereich der jeweilige Nullpunkt (X = 0
bzw. V = 0) dem mittleren Feldelement (mit dem Index 512) zuzuweisen ist. Der Abstand
zweier Abtastwerte im Frequenzbereich betrÀgt  XÄ = 1/32.    

Zur Berechnung des Zeitsignals kann die schon aus den Âbungen zu Kapitel 7
bekannte Fast-Fouriertransformation[benutzt werden: MÀÅjÃ[XXV[WWvÅOl{0Z[“Z[Ç^Z[ÉbZ[ÊË{M.
Alle Parameter und das Programm selbst mÅssen intern deklariert werden. Der erste
Parameter[kennzeichnet die Transformationsrichtung vom Frequenz- in den Zeitbereich,
die Long-Variable “ ist gleich 1024 zu setzen. Die beiden reellen Felder MÇ^M[und MÉbM

nehmen den Real- und ImaginÀrteil des Spektrums bzw. des Zeitsignals auf, wÀhrend
ÊÄ=1/(“È XÄ)[den Abstand zweier Abtastwerte im Zeitbereich angibt.

FÅr den Aufruf des FFT-Unterprogramms muÄ das Feld vorher so umsortiert werden,
daÄ der Frequenzgang in der Grundfolge von 0 bis “ - 1 vorliegt (siehe Abschnitt 7.1).
Dem ersten Feldelement ist also das vormals mittlere Feldelement zuzuordnen. Nach der
FFT muÄ in der gleichen Weise rÅcksortiert werden. 

Zum Âbersetzen und Einbinden in das Programm MOQRM[ verwenden Sie bitte die
Prozedur Mb_OQR[ [ÍX]M. Testen Sie anschlieÄend Ihr Unterprogramm fÅr verschiedene
Grenzfrequenzen und Rolloff-Faktoren.

Programmheader:

ÎÏÌ ÑÓÔÖÒÕŠÌÚÛÜÙŸŽŸ�Ì

��ÑÕÌÓ�!Ô"Ù#$%&"&’(Š)Ù"ÒÛ&’Ñ*ÓÜÖ+

Õ�Ò,ÖŠÌ$%&"-

$Ö�ÜÙÌ’(Š)Ù"ÒÛ./0&’Ñ*ÓÜÖ./0-

244Ï ’Ò,"�ÒÙÑÓŠÌÓ�!Ô"Ù#$%&"&’(Š)Ù"ÒÛ&’Ñ*ÓÜÖ+

"ŠÜÖÌ$%&"&’(Š)Ù"ÒÛ#5Ï85:;+&’Ñ*ÓÜÖ#5Ï85:;+
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17 Zusammenfassung und Ausblick      
In Bild 17.1 ist nochmals das Blockschaltbild eines digitalen Ábertragungssystems

inklusive Codier- und Decodiereinrichtungen dargestellt, das z.B. der Simulation eines
Basisbandsystems zugrunde gelegt werden kÂnnte. AbschlieÄend soll nun an einigen
Beispielen der Bezug zwischen der Modellierung und Dimensionierung der einzelnen
Funktionseinheiten sowie den in den Kapiteln 1 bis 16 dargelegten Grundlagen der
Systemsimulation hergestellt werden.

w
n

Á Á

EmpfÀnger

+ÂÄÀÄÅ ÃÇÉÊ
ËÇÀÈÍ

ÃÇÉÊ
ÎÏÍÅÅÍ

ÌÑÃÍÓ
ËÍÀÃÍÔ
ÇÖÒÏÅÕÔ
ŠÑÓÖÍÓ

Sender

ÚÄÈÛ

ÜÖÒŠÄÀÉÕ

ŠÇÅÛÍÓ
ÙÍÛÍÈÛÑÓ ÙÍŸÑÃÍÓ

ËÛŽÓ�ÏÍÅÅÍ

q(t) s(t) r(t) d(t)

n(t)

�(t)

�
n
�Áq

n
�Á

w(t)

�c
n
�

c(t) k(t)

Bild 17.1: Blockschaltbild eines digitalen BasisbandÅbertragungssystems.

� Das Quellensignal q(t) von Bild 17.1 sei ebenso wie das Sinkensignal �(t) binÀr, also
ein Digitalsignal. In Kapitel 12 wird am Beispiel der Pulscodemodulation gezeigt,  wie
aus einem analogen Nachrichtensignal durch Abtastung, Quantisierung und PCM-
Codierung die binÀre Quellensymbolfolge  q! " erzeugt wird, und wie beim EmpfÀnger
durch Decodierung und TiefpaÄfilterung aus der Sinkensymbolfolge  �! " das analoge
Sinkensignal wiederhergestellt werden kann. 

� Die Simulation einer redundanzfreien digitalen Quelle kann als diskrete ZufallsgrÁÂe

(Kapitel 1) oder mit Hilfe von PN-Generatoren (Kapitel 2) erfolgen. Der zweite Weg
hat den Vorteil, daÄ die Quellensymbolfolge reproduzierbar ist, was die Fehlersuche
erleichtert.

� Statistische Bindungen innerhalb des Quellensignals kÂnnen z.B. durch sogenannte
Markovketten (Kapitel 3)  eingebracht werden. In den meisten FÀllen begnÅgt man sich
mit Markovprozessen erster Ordnung. 

� Zur quantitativen Erfassung solcher statistischer Bindungen eignen sich insbesondere
die Autokorrelationsfunktion (AKF) und das Leistungsdichtespektrum (LDS), die in
Kapitel 9 beschrieben sind. Zur Vorbereitung der Kreuzkorrelationsfunktionen (KKF)
werden in Kapitel 5 die Eigenschaften zweidimensionaler ZufallsgrÁÂen behandelt.

� Zur BerÅcksichtigung eventueller Codier- und Decodiereinrichtungen kann auf die
ErlÀuterungen im Kapitel 15 zurÅckgegriffen werden. EinschrÀnkend ist allerdings
anzumerken, daÄ hier unter Codierung in erster Linie die spektrale Anpassung des
Sendesignals an den Ábertragungskanal (Leitungscodierung) verstanden wird. Fehler�
erkennung und Fehlerkorrektur werden dagegen nur am Rande erwÀhnt.
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- Der Zusammenhang zwischen dem Zeitsignal und der Spektralfunktion eines linearen

zeitinvarianten Systems wird in Kapitel 6 eingehend behandelt. Mit diesem Kapitel wird
auch das systemtheoretische Handwerkszeug zur Beschreibung linearer Verzerrungen
aufgrund eines nicht idealen Kanalfrequenzgangs HK(f) bereitgestellt.

- Die in Kapitel 7 eingehend beschriebene Diskrete Fouriertransformation (DFT) ist ein
bei numerischen Berechnungen hÁufig eingesetztes Hilfsmittel, insbesondere der als
Fast-Fouriertransformation (FFT) bekannte schnellere Algorithmus. Eine blockweise
Berechnung des Kanalausgangssignals im Frequenzbereich mittels FFT kann unter
UmstÁnden von Vorteil sein. Zu beachten sind allerdings die ÂbergÁnge zwischen den
einzelnen FFT-BlÄcken.

- Anzumerken ist, daÀ der zu sorglose Umgang mit der FFT eine der hÁufigsten Fehler�
ursachen darstellt, insbesondere bei zeitlich unbegrenzten Signalen. Ein Hilfsmittel
der Spektralanalyse sind die in Kapitel 8 beschriebenen Fensterfunktionen. 

- Bei einer Echtzeitsimulation muÀ die Berechnung des Kanalausgangssignals k(t) stets
im Zeitbereich, d.h. als Faltungsintegral zwischen dem Sendesignal s(t) und der Kanal�
impulsantwort hK(t) erfolgen. Die erforderliche Rechenzeit kann jedoch entscheidend
verringert werden, wenn es gelingt, den Kanalfrequenzgang durch ein rekursives Filter
niedriger Ordnung zu approximieren (vgl. Kapitel 10). 

- Ein wesentlicher Bestandteil einer jeden Systemsimulation ist die Modellierung der
auftretenden StÄrungen als kontinuierliche ZufallsgrÁÂen (vgl. Kapitel 4). GauÂverteilte

StÁrungen kÄnnen nach der Additionsmethode, dem Box-Muller-Verfahren oder
durch Tabulated Inversion generiert werden. Dagegen erzeugt man StÄrungen mit
davon abweichender Amplitudenverteilung meist durch nichtlineare Transformation.

- Voraussetzung fÅr die Anwendung all dieser Algorithmen ist die Bereitstellung eines
Pseudozufallsgenerators fÅr unabhÁngige, gleichverteilte GrÄÀen. Programmtechnisch
erhÁlt man eine solche Gleichverteilung mit guten statistischen Eigenschaften (auch
hinsichtlich der statistischen Bindungen) z.B. mit Hilfe eines Linear Congruential

Generators (Abschnitt 4.3).

- Farbige StÁrungen kann man entsprechend Kapitel 10 aus einem Zufallssignal mit stati�
stisch unabhÁngigen Abtastwerten durch ein Digital-Filter mit FIR oder IIR-Struktur
erzeugen, wobei die Bestimmung der Filterkoeffizienten fÅr ein zu modellierendes
Leistungsdichtespektrum ein nicht zu unterschÁtzendes Problem darstellt.

- Das wichtige Beurteilungskriterium eines jeden digitalen Âbertragungssystems ist die
Bitfehlerwahrscheinlichkeit (Apriori-KenngrÄÀe) bzw. die Bitfehlerquote (Aposteriori-
KenngrÄÀe). In Kapitel 13 werden diese GrÄÀen fÅr ein einfaches Digitalsystem mit
Schwellenwertentscheider berechnet.    

- Der EmpfÁnger stellt eine wichtige Einheit des gesamten Digitalsystemes dar, dessen
Dimensionierung die Bitfehlerwahrscheinlichkeit in starkem MaÀe beeinfluÀt. Auf die
Besonderheiten der linearen Signalentzerrung wird insbesondere in den Kapiteln 11
(Optimale Filter) und 16 (Nyquist-Systeme) eingegangen.

- Im Mittelpunkt von Kapitel 14 steht der EinfluÀ der Impulsinterferenzen, der anhand
des Augendiagramms in einfacher Weise abgeschÁtzt werden kann.
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Sie sehen aus dieser kurzen Zusammenstellung, daÁ Sie sich in diesem Praktikum

doch einiges Wissen Âber die Systemsimulation aneignen konnten (oder hÄtten kÀnnen).

Trotzdem muÁten einige wichtige Aspekte ausgeklammert werden. 

- Nicht behandelt wurden hier die trÁgermodulierten Digitalsysteme wie Amplitude Shift

Keying (ASK), Frequency Shift Keying (FSK) und Phase Shift Keying (PSK), die

insbesondere fÂr die FunkÂbertragung von groÁer Wichtigkeit sind. Eine Alternative

zur vollstÄndigen Simulation dieser Systeme bietet das Áquivalente Basisbandmodell,

bei dem auf die Modellierung von Modulator und Demodulator verzichtet wird, und

sich somit ein Ersatzschaltbild entsprechend den Kapiteln 13 ... 16 ergibt.

- Wichtige Erkenntnisse Âber die trÄgermodulierten Digitalsysteme ASK, FSK und PSK

lassen sich bereits anhand der entsprechenden analogen Modulationsverfahren AM,

FM und PM gewinnen. Insbesondere gibt es zwischen den bei AM und ASK bzw. PSK

eingesetzten Demodulatoren (kohÄrenter Synchron-, inkohÄrenter HÂllkurvendemo�

dulator)  praktisch keine Unterschiede.

- Durch intelligentere, aber auch aufwendigere EmpfÁngerstrategien (Entscheidungs�

rÂckkoppelung, Korrelations- und Viterbi-EmpfÄnger) kÀnnen deutlich gÂnstigere

Ergebnisse erzielt werden als mit einem einfachen Schwellenwertentscheider gemÄÁ

Kapitel 13 und 14, insbesondere dann, wenn Impulsinterferenzen eine dominante

Rolle spielen. Der wesentliche Vorteil gegenÂber linearer Entzerrung liegt darin, daÁ

die Kompensation der Amplituden- und Phasenverzerrungen nicht auf Kosten einer

extensiven Rauschanhebung geht. 

- FÂr bestimmte Anwendungen, z.B. Effizienzuntersuchungen von Codes, ist es vorteil�

haft, den gesamten KanaleinfluÁ (Verzerrungen und StÀrungen) durch ein Modell auf

Bitfehlerebene zu erfassen (Digitales Kanalmodell). Als rechenzeitsparend erweist sich

- falls keine Echtzeitanforderung vorliegt - die Fehlerabstandssimulation auf Basis

des fÂr statistisch unabhÄngige Fehler gÂltigen BSC-Modells. Zur Erfassung von

KanÄlen mit BÂndelfehlercharakteristik eignen sich die auf Markovprozessen erster

Ordnung basierenden Modelle von Gilbert-Elliott und McCullough.

- Ein wesentliches Merkmal der Mobilkommunikation, deren Bedeutung in den letzten

Jahren in starkem MaÁe zugenommen hat, ist die Zeitvarianz des Kanals. Die fÂr die

Simulation, Optimierung und Dimensionierung zugrunde liegenden statistischen

Kanalmodelle unterscheiden sich signifikant gegenÂber den zeitinvarianten, determi�

nistischen Beschreibungsformen. Zu nennen sind frequenzselektives Fading (Echos)

und nichtfrequenzselektives Fading (Rayleigh-, Rice- und Lognormal-Fading).    

- Nicht betrachtet wurden auch die Bandspreizverfahren (Spread Spectrum Systems).

Diese sind zum einen fÂr eine niederratige DigitalsignalÂbertragung gut geeignet, da

sie resistent gegen verschiedenartige StÀrungen sind. Der wichtigere Grund fÂr deren

heutige Bedeutung ist jedoch die MÀglichkeit, damit ein sehr effektives Mehrfachzu�

griffsverfahren realisieren zu kÀnnen: CDMA - Code Division Multiple Access. Das

amerikanische Mobilfunksystem IS-95 basiert darauf im Gegensatz zum europÄischen

GSM (Kombination FDMA/TDMA). Das fÂr 2002 geplante weltweite Kommunikati�

onssystem UTMS (Universal Telephone Mobile System) baut ebenfalls auf CDMA auf.
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- Wesentliche Eigenschaften Áber digitale Âbertragungssysteme lassen sich aus der von
Shannon begrÁndeten Informationstheorie ableiten, wobei die dabei anzuwendende
Methodik sich deutlich von der hier dargelegten Vorgehensweise unterscheidet. Auf
diese Weise gewinnt man mannigfaltige Einsichten Áber MÄglichkeiten und Grenzen
der Quellen- und Kanalcodierung.  

Genau die sieben hier dargelegten Themengebiete sind Inhalt des Praktikums Simulation
digitaler Ábertragungssysteme, das von mir in jedem Wintersemester angeboten wird und
folgende Versuche beinhaltet:

D Analoge Modulationsverfahren (AMV),

D Digitale Modulationsverfahren (DMV),

D Impulsinterferenzen & Entzerrung (I&E),

D Digitale Kanalmodelle und ihre Anwendungen auf Multimediadaten (DKM),

D Mobilfunkkanal (MFK),

D Bandspreizung und CDMA (B&C),

D Wertdiskrete Informationstheorie (WDI).

Ich wÁrde mich sehr freuen, Sie auch zu dieser Lehrveranstaltung begrÁÀen zu kÄnnen.
Diejenigen von Ihnen, die von der C-Programmierung abgeschreckt wÁrden, kann ich
beruhigen: Programmiertechnische Âbungen werden im Praktikum Simulation digitaler
Ábertragungssysteme nicht gefordert.

Der Autor dankt der Studentin bzw. dem Studenten, die/der bis zu den letzten Zeilen
dieser Anleitung durchgehalten hat, fÁr das entgegengebrachte Interesse. FÁr weitere
Fragen stehe ich Ihnen - aber auch Ihren bereits vorher ausgestiegenen - Kommilitonen
jederzeit gerne zur VerfÁgung.
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MusterlÁsungen der Vorbereitungsfragen (4. Termin)

V9.1:

a)

pÂ (t) = ÄÀÅ
ÃÇÉÅDÃ � eÊËÈÍËÃËÎÏÌÑ mit D Ã=

1
TÓ � Ô

ÌÑÏÈ

ÉÌÑÏÈ
pÂ (t) � ÖÒÕŠÚÛŠÜŠÙŸŽÑ d tÂ .

Komplexe Fourierreihendarstellung (siehe Kapitel 6.2):

Im Bereich -
TÓ
2

� t � TÓ
2

pÂ (t) = TÓ � �(t)

t � 0 : �(t) = 0Â ;

t = 0 : eÉÊËÈËÍËÃËÎÏÌÑ = 1

gilt:

pÂ (t) = ÄÀÅ
ÃÇÉÅ eÊËÈÍËÃËÎÏÌÑ

DÃ =
TÓ
TÓ �Â Ô

ÌÑÏÈ

ÉÌÑÏÈ
�(t) dtÂ = 1 (fÁr alle n)

nach Def. = 1
q.e.d.

 

b) eÊËÈÍËÃËÎÏÌÑ �(f -
n

TÓ)Mit f� =
n

TÓ : PÂ (f) = ÄÀÅ
ÃÇÉÅ �(f -

n

TÓ)Â .

Die Fouriertransformierte eines Diracpulses im Zeitbereich (Abstand TÓ, Gewicht
TÓ) ist ein Diracpuls im Frequenzbereich mit Abstand 1/TÓ und Gewichten 1.

 

a)    Nach Gl. (9.20) gilt:

V9.2:

!"(# �TÓ ) = x ($ � TÓ ) � x (($ +#) � TÓ ) = x% � x%À&Â .
FÁrÂ # = 0 : !"(0) =Â xÈ%Â = mÈ = mÈ" + ’È"Â (Gesamtleistung)

FÁrÂ # � 0 : !"(# �TÓ ) =Â x% � x%À&Â =Â x%Â � Â x%À&Â = mÈ"Â (Gleichleistung)

b) m" = 1V, Â ’" =
2

3( V, mÈ = mÈ" + ’È" =
7
3

VÈÂ .Aus V4.1:

1 2 3 4-1-2-3-4 0

!"())A{       }

# =
)
TÓ

in VÈ
7/3

jeweils 1

 c) Äberhaupt nicht. FÁr die AKF-Berechnung sind nur Mittelwert und Streuung
relevant, nicht die WDF. Gleichverteilung und GauÀverteilung haben exakt die
gleiche AKF, wenn diese KenngrÅÀen - wie hier - gleich sind.
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d)    Die zeitdiskrete AKF kann mit (9.19) wie folgt dargestellt werden:

A{Á
Á
(t)} = s Â

Á � ÄÀ � d(t) + ÅÂ
Á � ÄÀ � Ã

ÇÉ

ÊËÈÉ
d(t -l � ÄÀ ) Â .

F{A{Á
Á
(t)}} = s Â

Á � ÄÀ + ÅÂ
Á � Ã

ÇÉ

ÊËÈÉ
d(Í -

l

ÄÀ
) Â .

 e) Es giltÎPÏFÁ(Í)Ì = FÏAÏÁÁ(t)ÌÌ. 

10.5-1 0

FÁ(Í)PÏ      ÑÌ

ÀÓÍ Ä-0.5

s Â
Á � ÄÀ

ÅÂ
Á

ÅÂ
Á

ÅÂ
Á

ÔÑÔÑÔÔÑÔÑÔ

 f) Durch Bandbegrenzung auf den Frequenzbereich Ö ÍÒÄÀ ÖÕ0.5.

g)

F
Á
(Í) = s Â

Á � ÄÀ + ÅÂ
Á � d(Í) = 1.33 � 10ÈŠ VÂÚHz+ 1VÂ

� d(Í)Â .

Im relevanten Frequenzbereich gilt:

2 -1 0

10 VÂ/Hz

FÁ(Í)
ÛÜ

1-2

Í
MHz

a)

kontinuierlicher
       Anteil1VÂ

ÙŸÔŽ�

 b) Die AKF ÁÁ(t) ist die Fouriertransformierte von FÁ(Í). Der diskrete LDS-Anteil bei

Í = 0 liefert einen konstanten AKF-Wert der HÁhe 1VÂ. Der kontinuierliche LDS-

Anteil fÄhrt dagegen zu einem dreieckfÁrmigen AKF-Anteil der HÁhe 1VÂ und der

(absoluten) Breite 2 �s. Damit ergibt sich der in nachfolgender Skizze mit �= 0.5

gekennzeichnete Verlauf.

1 2 3 4-1-2-3-4 0

ÁÁ(t)

t

ms

2VÂ

�=0.5 (Punkt b)

�=0.25 (Punkt d)

1VÂ
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c) Gleich- und Wechselleistung je 1V2,  Gesamtleistung PÂÄ=Ám2ÁÂ=Á2V2.

d) Allgemein gilt: m1 = p � 2V, PÂ = p � (2V)2.

Mit p=0.25: m1 = 0.5V, PÂ = 1V2Â (sieheÂ SkizzeÂ zuÂ PunktÂ b).

ÂÂ(Ä) =
1

T0
�À

ÀÅ

0

x(t) �x(t + Ä) d tÂ .

e) FÄr ein periodisches Signal mit der Periodendauer T0=2T gilt:

ÂÂ(0) = 2 V2Â (Leistung)Â . Wegen PeriodizitÀt: ÂÂ(2 � T) = ÂÂ(4 � T) = Å.Å.Å.Å = ÂÂ(0),

ÂÂ(T) = 0Â . ÂÂ(3 � T) = ÂÂ(5 � T) = Å.Å.Å.Å = ÂÂ(T).Wegen PeriodizitÀt:

1 2 3 4-1-2-3-4 0

ÂÂ(Ä)

Ä
Ãs

2V2

f) Da die AKF nun periodisch mit der Periodendauer 2Çs ist, besteht das LDS aus

Diracfunktionen bei Vielfachen von 0.5MHz. Die Imulsgewichte sind gleich den

Koeffizienten der Fourierreihe. Es ergeben sich nur Anteile bei ungeraden Viel�

fachen von 500 kHz sowie ein Gleichanteil. Die HÄllkurve ist eine si2-Funktion.

2 -1 0

ÉÂ(f)

1-2
f

MHz

HÄllkurve

1V2 4

Ê2
V2

4

9Ê2
V2

g) ÉÂ(f) besteht aus Diracfunktionen bei ungeradzahligen Vielfachen von 500 kHz,

wobei die Gewichte proportional zum si2-Anteil des LDS des stochastischen Zufalls�

signals sind (vgl. Skizze bei Punkt a). Die Diracfunktion bei f = 0 tritt sowohl beim

stochastischen als auch beim periodischen Rechtecksignal auf.

h) Das vorliegende Signal ist gegenÄber dem vorher betrachteten Signal um die Zeit�

differenz T/2 verschoben. Da Phasenbeziehungen in der AKF verlorengehen, ergibt

sich genau die gleiche AKF und somit auch das gleiche LDS.
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V10.1:

a) FÁr den Effektivwert folgt aus ÁÅ(0) gemÂÄ (10.3): s Å = 0.1V. Die Korrelationsdauer

lÂÄt sich aus dem flÂchengleichen Rechteck (Áber die AKF) bestimmen: ÂÅ = 0.33 Äs.

b) Das LDS ist gleich der Fouriertransformierten der AKF. Mit der Tabelle im Anhang C:

F
Å
(À) = s Å

Å � Â
Å � expÃ - p � ÇÂ

Å � ÀÉÅÊÀ .
Die Breite des flÂchengleichen Rechtecks ergibt sich hier zu 1/ÂË= 3 MHz.

c) F
y
(À) = F

Å
(À) �|È(À)|Å = s Å

Å � Â
Å � expÃ - p � ÇÂ

Å � ÀÉÅÊ� ÈÅÍ � expÃ - 2p � ÇÀÎDÀÉÅÊ
= ÈÅÍ � s

Å
Å � Â

Å � expÃ - p � À Å � ÇÂ Å
Å
+

2

DÀ ÅÉÊ
Mit ÂÅ

y
= ÂÅ

Å
+

2

DÀ Å : F
y
(À) = ÈÅÍ � s

Å
Å � Â

Å � expÃ - p � ÇÂ
y � ÀÉÅ ÊÀ .

d) Die AKF ist gleich der FourierrÁcktransformierten des in c) berechneten LDS:

Á
y
(t) = ÈÅÍ � s

Å
Å �

Â
ÅÂ
y

� expÃ - p � Ç tÂ
y

ÉÅÊÀ .
e) Nach Bild 9.3 ist Ây = 1 Äs= 3ÏÂÅ. Mit dem Ergebnis aus c) folgt daraus:

DÀ =
2ÂÅ

y
- ÂÅ

Å

Ì =
2

(3Â
Å
)Å- ÂÅ

Å

Ì =
1

2 � Â
Å

= 1.5À MHzÀ .

s
y
= Á

y
(t = 0)Ñ = ÈÍ � sÅ � Â

Å
ÎÂ

y
Ñ .f) s

y
= s

Å
: ÈÍ = Â

y
ÎÂ

Å
Ñ = 3Ó .

g) Beide Mustersignale lassen bereits vermuten, daÄ die Prozesse mittelwertfrei sind und

den gleichen Effektivwert aufweisen. Bei  ÈÍ = 1 wÂre der Effektivwert des Ausgangs�

signals (s y) aufgrund der TiefpaÄfilterung stets kleiner als s ÅÔÖDie Bedingung s y=s Å

lÂÄt sich nur mit einer VerstÂrkung (ÈÍ > 1) erfÁllen.

Aus Bild 9.3(b) ist weiter zu erkennen, daÄ die AKF-Werte um so langsamer

abfallen, je stÂrker die inneren statistischen Bindungen sind; es gilt ÂÅ =0.33Äs undÂy=1Äs. Dagegen verhalten sich die Breiten der flÂchengleichen Rechtecke Áber die

jeweiligen Leistungsdichtespektren hierzu reziprok.  

h) Ò(Õ) hat wie Š(Õ) eine GauÄsche WDF. Daraus folgt per Definition: ÚÅ= Úy = 3.

V10.2:

a) Nichtrekursives Laufzeitfilter, da AKF fÁr |l|Û 3 identisch 0 ist.

b) Aus gleichem Grund genÁgt  Ü=2.

c) Man erhÂlt das folgende Gleichungssystem:

l = 0 :À Ù ÅÍ + Ù ÅŸ + Ù ÅÅ = 1.58À ,

l = 1 :À ÙÍ � ÙŸ + ÙŸ � ÙÅ = - 0.49

l = 2 :À ÙÍ � ÙÅ = - 0.3À .

Daraus folgt: Ù ÅÍ + Ù ÅŸ + Ù ÅÅ + 2ÙÍ � ÙÅ = 1.58 - 0.6 = 0.98 Ž + � = 0.98

Ž � � = (- 0.49)Å.
Positive LÅsung: Ž=�=0.49.
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d) Durch Einsetzen in obige Gleichungen erhÁlt man die Koeffizienten a0, a1 und a2:

A) a0 = 1.0, a1 = -0.7, a2 = -0.3,

B) a0 = -1.0, a1 = 0.7, a2 = 0.3,

C) a0 = 0.3, a1 = 0.7, a2 = -1.0,

D) a0 = -0.3, a1 = -0.7, a2 = 1.0.

e) h
A
(t) = 1.0 � d(t) - 0.7 � d(t - T

A
) - 0.3 � d(t - 2T

A
)Â ,

h
B
(t) = - 1.0 � d(t) + 0.7 � d(t - T

A
) + 0.3 � d(t - 2T

A
)Â ,

h
C
(t) = 0.3 � d(t) + 0.7 � d(t - T

A
) - 1.0 � d(t - 2T

A
)Â ,

h
D
(t) = - 0.3 � d(t) - 0.7 � d(t - T

A
) + 1.0 � d(t - 2T

A
)Â .

Das heiÄt: Eine Multiplikation mit -1 und eine Spiegelung Ándert die AKF nicht.

f) Die hier vorgegebenen AKF-Werte unterscheiden sich von denjenigen nach a) nur

durch die Konstante 1. Da die AKF ab |l|Â3 konstant ist, genÀgt hierfÀr ebenfalls

ein nichtrekursives Laufzeitfilter 2. Ordnung, dem zusÁtzlich am Ausgang ein Gleich�

anteil von 1 hinzugefÀgt wird. Somit lautet die Generierungsvorschrift: 

yÄ = a
0 � xÄ + a

1 � xÄ-1 + a
2 � xÄ-2 + 1Â .

g) Die WDF fÀ(x) ist fÀr alle 3 Eingangswerte (xÅ , xÅ-1 und xÅ-2) rechteckfÅrmig zwischen

-1 und +1. Durch Multiplikation mit a0, a1 bzw. a2 wird die Breite dieses Rechtecks

verÁndert. Die Ausgangs-WDF fÃ(y) erhÁlt man, wenn man die drei unterschiedlich

breiten Rechtecke miteinander faltet und die Konstante 1 durch eine Verschiebung

der WDF berÀcksichtigt.

h) Nach den Ergebnissen von V4.4(a) und (b) ergibt sich fÀr eine rechteckfÅrmige WDF

die Kurtosis zu  KÀ =1.8. Durch das lineare Filter wird die AusgangsgrÅÄe gauÄfÅrmi�

ger und die Kurtosis  nÁhert sich mehr dem "GauÄwert" 3. Daraus folgt: 1.8 < KÃ < 3.

ÇÉÊËÈÍÎÏÊÉÌÑÈÌÓÔÈÍÓÖÈÍÊÉÒÕÊÔÉÍÒÕŠÚÕÍÉÌÑÓÛÜÙÓŸÈÍŽ�Ì�
��!"#

Mustersignal

1

2

3

4

Form der AKFstatistische Bindungen Form des LDS

mittlere langsam abklingend mittelbreit

keine (stat. unabhÁngig) diracfÅrmig konstant

geringe schnell abklingend breit

starke sehr langsam abkling. schmal
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D9.2:

a) Die Fehler bei der numerischen Bestimmung von AKF und LDS sind erwartungs�

gemÁÂ bei kleinen Werten von N am grÄÂten. Die Fehler bei der Berechnung der

einzelnen (diskreten) AKF-Werte ÃÂ(Ç ÄTÀ) sind miteinander korreliert. Ist z.B. der

Wert ÃÂ(8ÄTÀ) zu groÂ gegenÀber dem exakten Wert, so sind mit groÂer Wahrschein�

lichkeit auch ÃÂ(7ÄTÀ) und ÃÂ(9ÄTÀ) zu groÂ, da jeder "AusreiÂer" der Signalwerte

benachbarte AKF-Werte in gleicher Richtung verfÁlscht. Dadurch ergibt sich fÀr die

"Fehlerkurve" in AbhÁngigkeit von Ç = É/TÀ in etwa ein wellenfÄrmiger Verlauf.

b) Bei der LDS-Berechnung akkumulieren sich die Fehler der AKF und sind somit noch

deutlicher. Mit wachsendem N werden die Effekte geringer: N=1000: MQF=0.029,

N=5000: MQF=0.019, N=10000: MQF=0.011, N=50000: MQF=0.002.  

c)

MQF

LÅ=Å5 LÅ=Å10 LÅ=Å20 LÅ=Å40

(bzgl. LDS)
0.0029 0.0021 0.0040 0.0123

BezÀglich des Parameters L gibt es ein Optimum, das vom LDS-Verlauf abhÁngt. Ist

L zu klein, so bleiben relevante AKF-Werte unberÀcksichtigt. Bei zu groÂem Wert

werden dagegen auch bedeutungslose Koeffizienten bewertet, die nur den Fehler ver�

grÄÂern. Je kleiner die statistischen Bindungen sind, um so kleiner sollte L sein.    

D9.3:

a) Es ist eine Bandbegrenzung auf |f|Å1/(2ÄTÀ) = 100 MHz zu erkennen. Die absolute

Bandbreite betrÁgt somit Ê f = 200 MHz. Daraus folgt TÀ = 1/Ê f = 5 ns.

b) Die FourierrÀcktransformation des rechteckfÄrmigen LDS fÀhrt zur AKF:

ÃÂ(É)=s Ã
Â

Äsi(ÇÄÉ/TÀ)  mit  s Ã
Â =(2Ä10ÉÊVÃ/Hz)Ä(200 MHz) = 4VÃ.

Hierbei ist berÀcksichtigt, daÂ die Autokorrelationsfunktion ÃÂ(É) an der Stelle É = 0

gleich der FlÁche Àber das Leistungsdichtespektrum FÂ(f) ist.

c) Zwei Signalwerte, die um ganzzahlige Vielfache der Zeitdifferenz É=5 ns auseinan�

derliegen, sind nicht miteinander korreliert; an diesen Stellen besitzt die AKF jeweils

NulldurchgÁnge. Die beiden Signalwerte  x(t) und x(t+1ns) sind demgegenÀber "stark

positiv" korreliert. Das bedeutet: Ist  x(t) positiv und "groÂ", so ist mit einer groÂen

Wahrscheinlichkeit auch der benachbarte Wert  x(t+1ns) positiv und "groÂ". Dagegen

sind die beiden Signalwerte  x(t) und x(t+7ns) negativ korreliert: Ist  x(t) positiv, so ist

x(t+7ns) wahrscheinlich negativ.

d) Zu einer dreieckfÄrmigen AKF ÃÂ(É) gehÄrt ein siÃ-fÄrmiges LDS FÂ(f). Nach der

Tabelle im Anhang C gilt:

FÂ(f) =
4VÃ

200 MHz
� siÃË

Ë � f

200 MHz
ÈÃ .

Die systemtheoretische Bandbreite betrÁgt somit wiederum Ê f = 200 MHz.
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-200 0

Fx(È)

200

È

MHz

2 � 10ÂÄ VÀÅHz

e) Ein Gleichanteil (1V) bewirkt in der AKF zusÁtzlich einen konstanten Anteil mit 1VÀ.

f) Im LDS ergibt der Gleichanteil (1V) eine Diracfunktion bei È = 0 mit Gewicht 1VÀ.

ÃÇÉÊÇË

a) Áy(0)

berechnet

Áy(ÍÈ) Îy sy

simuliert

=Â0.580 =Â0.210 0 0

0.578 0.211 0.005 0.005 0.759

Áy(2ÍÈ)

0.7À+ 0.3À 0.7 � 0.3
0.58Í Î 0.762

b) Fy(È)= ÍÈ � Áy(0) + 2ÍÈ � Áy(ÍÈ ) � cos(2p ÈÍÈ )=ÍÈ � Ï0.58 + 0.42 � cos(2p ÈÍÈ)Ì
 

Das bedeutet: 

Das LDS schwankt cosinusfÄrmig zwischen 0.16 und 1, also um Mittelwert 0.58.

c)

ÑÓ Ó

Èy(Ï)

Ï

ÏÔ = 0.7 � ÌÔ + 0.3 � ÌÔÂÖ
ÌÔÀ , À ÌÔÂÖ sind gleichverteilt und

statistisch unabhÁngig.

ÏÔ hat trapezfÄrmige WDF.

ÒÕŠ

ÚÛÜ

d) 1. aÙ = -0.7, aÖ = -0.3;   2. aÙ = -0.3, aÖ = -0.7;   3. aÙ = 0.3, aÖ = 0.7.           

e) Áy(0) Îy sy

0.828 0.461 0.255 0.505 0.759

Îx = 0, sx = 1

Îx = 0.5, sx = 1

0.578 0.211 0.005 0.005 0.759

Áy(ÍÈ) Áy(2ÍÈ)

Im LDS erkennt man eine Diracfunktion bei È = 0 mit Gewicht 0.25.

f) Die neuen Koeffizienten aÙ’ und aÖ’ mÅssen im gleichen VerhÁlnis zueinander 

stehen wie aÙ und aÖ, aber wegen

Îy = Îx � Ÿ
M

Ž�Ù
aŽÀ ,

sy = sxÀ muÃÀ gelten :À À a �À
Ù + a �À

Ö = 1

a �Ù =
0.7

0.7À + 0.3À� = 0.919À , a �Ö =
0.3

0.7À + 0.3À� = 0.394À .

Îy = Îx � (a �Ù + a �Ö) = 0.5 � (0.919 + 0.394) = 0.656À .

Allgemein gilt weiter:
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D10.2:

a) M = 2, a0 =1, a1 = -0.7, a2 = -0.3.

ÂÄ(0)

  berechnet 
   (V10.2)

mÄ ÀÄ

simuliert 
 (D10.2)

1.580 -0.490 -0.300 0.000

1.556 -0.484 -0.289 0.000 1.247

ÂÄ(TA) ÂÄ(2TA)

1.58Å Ã 1.257

b) Die anderen KoeffizientensÁtze liefern vergleichbare Ergebnisse hinsichtlich AKF

und LDS, obwohl die Zeitsignale unterschiedlich sind.

c) ÇÄ(f) =T
A �É1.58 - 0.98 � cos(2Ê � f �T

A
)

 
- 0.60 � cos(2Ê � 2 � f �T

A
)Ë

d)

H(f) = a
0
+ a

1 � cos(È) - j � a1 � sin(È) + a
2 � cos(2È) - j � a2 � sin(2È)

 

H*(f) = a
0
+ a

1 � cos(È) + j � a1 � sin(È) + a
2 � cos(2È) + j � a2 � sin(2È)

|H(f)|2 = a2
0
+ a2

1
� (cos2(È) + sin2(È)) + a2

2
� (cos2(2È) + sin2(2È)) +

2 � a0Â a1 � cos(È)+ 2 � a0Â a2 � cos(2È)+ 2a
1
Â a

2 � Écos(È) � cos(2È) + sin(È) � sin(2È)Ë

= cos(È)

|H(f)|2 = a2
0
+ a2

1
+ a2

2
+ 2 � Éa

0
Â a

1
+ a

1
Â a

2
Ë � cos(È) + 2 � a0Â a2 � cos(2È)Â .

MitÂ È = 2Ê � f �T
A

:

Ergebnis stimmt mit den angegebenen Gleichungen Äberein.

e) Da H(0) = 0 ist, wird der Gleichanteil im Eingangssignal vÀllig unterdrÄckt und man

erhÁlt das gleiche Ergebnis wie unter a). D.h.: ÇÄ(f) beinhaltet keine Diracfunktion.

D10.3:

Impulsantwort

AKF

LDS Í 1
f +fÍ Í

Î
si  -fÀrmig Ïsi  -fÀrmig prop. gauÅfÀrmig

gauÅfÀrmig

gauÅfÀrmigrechteckfÀrmig dreieckfÀrmig exponentiell

dreieckfÀrmig
gauÅÁhnlich beidseitig

exponentiellÌ Ñ Ì( )

a)

dreieckfÀrmig zweiseitig
exponentiell

gauÅfÀrmig
gauÅÁhnlich

(Ó * Ó)

rechteckfÀrmig dreieckfÀrmig
einseitig

exponentiell gauÅfÀrmig

Aus dem gegebenen LDS erhÁlt man durch FourierrÄcktransformation die AKF.

Diese ergibt sich entsprechend Gl. (10.2) aus der Faltung der Impulsantwort mit der

gespiegelten Impulsantwort.

b) 1) M = 1: fÔTA = 0.5;       2) M = 3: fÔTA = 0.25;      3) M = 9:  fÔTA = 0.1;

c) Die Breite der Impulsantwort ist  MÔTA. Je breiter diese ist, desto schmaler und hÀher

ist das LDS. Das bedeutet, daÅ die Streuung des Ausgangssignals konstant ist. Dies

deshalb, weil die Filterkoeffizienten entsprechend (10.14) normiert sind. Die Form

des LDS nÁhert sich immer mehr einer si2-Funktion an.
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D10.4:

a)

b
Ñ

= e-ÂÄÀÅÃÂ , Â Â a
Ó

= ÇÉ � 1 - b Ô
Ñ

Ê Â .

Aus einem Koeffizientenvergleich mit der Reihendarstellung der Exponential�

funktion folgt:

b) Ë
Ó
ÈT

Ö
=

- 1

ln 0.6
Í 1.95Â , Â Â Ç ÔÉ =

0.64

1 - 0.36
= 1Â .  

ÎÉ(0)

per Simulation
(MenÁpunkt 4)

1.000 0.600 0.360 0.216 0.130

0.997 0.602 0.364 0.217 0.124

ÎÉ(TÖ
) ÎÉ(2TÖ

) ÎÉ(3TÖ
) ÎÉ(4TÖ

)

theoretisch
nach Gl. (10.24)

a
Ó

a
Ñ

a
Ô

a
3

a
4

a
5

a
6

a
7

a
8

c)

0.8000 0.4800 0.2880 0.1728 0.1037 0.0622 0.0373 0.0224 0.0134

Innerhalb der Simulationsgenauigkeit ergeben sich gleiche AKF-Werte wie bei b).

ÏÌÑÓÔÖÒÕÑÌŠÚÔŠÛÜÔÖÛÙŸÌŠÚÑŽÌ�ÚŽŸÔŠÛ���Û!ÔÖ"#Š$
Á9.1: Die GrÄÀe des internen Feldes muÀ mindestens L = N + k betragen; im vor�

liegenden Beispiel also 5040. Bei einem 32 Bit-Rechner benÄtigt jede Float-Variable

vier Byte. Daraus ergibt sich ein Speicherbedarf von etwas mehr als 20 kByte.

%&’()*+,/01256/078)):&;<)5=)7:&/+)/07>?=@)’;+);AB60CDE6:/FG(/=))7:&/+)H>IEDE?6*+,J<K28=))7&K)2:/FG(/CE=):/FG(/LC0=):/FG(/NN8)))))))OP)Q&KGB:B<B;)(BK)RB:(B:BFB;+B)PO))))/07>:/FG(/?CES=))7&K)2;ABCE=);ABL5N0=);ABNN8)))))))))))))))OP)UA7KA7)%&;)0)VA7/::*<KWXB;))PO))))H>;AB?C*+,J<K28=))7&K)2;ABCE=;ABL5=;ABNN8)))))))))))))))))))OP)YAFF’BKA;<);/Z[)\’:()]S^))))PO))7&K2:/FG(/CE=):/FG(/LC0=):/FG(/NN8))))/07>:/FG(/?C/07>:/FG(/?NH>;AB?PH>;ABN:/FG(/?=))7&K)2:/FG(/CE=):/FG(/LC0=):/FG(/NN8)))))))OP)5&KF’BKA;<))))))))))))))))))PO)))))/07>:/FG(/?OC5=_)
Á9.2:

i

48

‘ H[0] H[1] H[2] H[3] H[4] H[5] H[6] H[7] H[8] H[9] H[10]

x ab ac dc df ah aj ak ao ad aaap x x x x x x x x xx 3

Îq(0) = Îq(0)+H[3]vH[3] Îq(9)= Îq(9)+H[3]vH[1]

Îq(1)= Îq(1)+H[3]vH[4] Îq(10)= Îq(10)+H[3]vH[2]

Îq(2)= Îq(2)+H[3]vH[5]



394 G. SÁder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

void stpak2(N,akf)
  long N; 
  float akf[ ];
{ int i,j,k=40,lambda,nue;
  float H[41],stpzgr();                            
  for (lambda=0; lambda<=k; lambda++)                    /* Vorbelegungen   */
    { akf[lambda]=0;
      H[lambda]=stpzgr();
    }
  i=0;
  for (nue=0; nue<N; nue++)                              /* ÁuÂere Schleife */
  { j=0; 
    for (lambda=0; lambda<=k; lambda++)                  /* Innere Schleife */
    { j=i+lambda;
      if (j > k)
       j=j-k-1;
       akf[lambda]=akf[lambda]+H[i]*H[j];
    }
    H[i]=stpzgr();
    i++;
    if (i>k) i=i-k-1;
  }
  for (lambda=0; lambda<=k; lambda++)                   /* Division durch N */
    akf[lambda]/=N;
} 

Á10.1:

#include <math.h>
double filabh(nue,M,mx,sigmax,a)
  long nue,M; 
  double mx,sigmax;
  float a[ ];
{ int i; double gauss(),y;
  static double x[41];
  if (nue == 1)                           /* Vorbelegung des Feldes (nue=1) */
    { for (i=0; i<=M; i++)
      x[i]=gauss(mx,sigmax);
    }
  for (i=M; i>=1; i--)              /* Verschiebung um eine Einheit (nue>1) */
    x[i]=x[i-1]; 
  x[0]=gauss(mx,sigmax);   
  y=0.;                                           /* Nichtrekursives Filter */
  for (i=0; i<=M; i++) 
    y=y+a[i]*x[i]; 
  return(y);
}

Á10.2:

#include <math.h>
double filrek(nue,mx,sigmax,a0,b1)
  long nue; 
  double mx,sigmax,a0,b1;
{ static double yalt=0.;
  double gauss(),yneu;
  yneu=gauss(mx,sigmax)*a0+yalt*b1;
  yalt=yneu;
  return(yneu); 
}
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MusterlÁsungen der Vorbereitungsfragen (5. Termin)
V11.1:

a) Allgemein gilt fÁr die Impulsantwort eines Matched-Filters: hÂÄ(t) = K � g(TÀ - t). 

Aufgrund der Symmetrie bezÁglich t = 0 und der Voraussetzung TÀ = 0 folgt daraus

hÂÄ(t) = K � g(t) und dementsprechend HÂÄ(f) = K � G(f) = K � gÅ � T � si(ÃfT). Aus

der angegebenen Normierungsbedingung ergibt sich weiterhin: K = 1Ç(gÅ � T).

b) FÁr das Detektions-SignalstÂrleistungsverhÄltnis gilt mit (11.12) und EÉ = g ÊÅ � T :

ËÈÍÎÏÌ (TÀ) =
2 � EÉ
NÅ =

2 � g ÊÅ � T

NÅ À .

Allgemein kann man das Nutzsignal am Ausgang als das Faltungsprodukt von Impuls

g(t) und Impulsantwort hÂÄ(t) berechnen. Es  ergibt sich ein dreieckfÂrmiger Impuls 

zwischen -T und T mit dem Maximum bei  t = 0: dÑ(0) = K � EÉ . Mit EÉ = g ÊÅ � T und 

K = 1Ç(gÅ � T) folgt dÑ(0) = gÅ. 
 FÁr die StÂrleisung vor dem Detektor erhÄlt man:

Ó ÊÈ =
NÅ
2

� Ô
ÖÒ

ÕÒ
siÊ(ÃfT) d f =

NÅ
2T

À .

c) KausalitÄt bedeutet: hÂÄ(t)=0 fÁr t < 0. Die Impulsantwort von Punkt a) ist akausal.

Durch eine Laufzeit von T/2 erreicht man KausalitÄt. Damit ist der Ausgangsimpuls

gegenÁber Punkt b) ebenfalls um T/2 verschoben. Der kleinstmÂgliche Wert von TÀ
ist somit ebenfalls T/2. Die StÂrung bleibt gegenÁber Punkt b) unverÄndert, da die

Laufzeit nur den Phasengang und nicht den Betrag des Filterfrequenzgangs verÄndert.

d) Integration des Empfangssignals r(t) Áber die Zeitdauer T.

t
T

dÑ(t)

2T

e)

3T

0.5T Š TÀÍÚÛÜ Š 1.5TgÅ Punkt e):

0 Š TÀÍÚÛÜ Š 0.5TPunkt g):g)

f) Das Filter hat die gleiche Form wie das Matched-Filter gemÄÅ Punkt b) und c), ist

aber nur halb so breit. Daraus folgt ein um ca. 3 dB kleineres S/N-VerhÄlnis:

Ó ÊÈ =
NÅ
2

� Ô
ÖÒ

ÕÒ
siÊ(2ÃfT) d f =

NÅ
4T

ËÈ =
(gÅÇ2)Ê

NÅÇ(4T)
=

gÊÅ � T

NÅ =
ËÈÍÎÏÌ

2
À .

h) Das Filter ist nun doppelt so breit wie erforderlich und damit die StÂrleistung auch

doppelt so groÅ wie bei b). Daraus folgt wieder ein um 3 dB kleineres S/N-VerhÄlnis:

Ó ÊÈ =
NÅ
2

� Ô
ÖÒ

ÕÒ
siÊ(Ãf

T

2
)d f =

NÅ
T

ËÈ =
gÊÅ

NÅÇT
=

gÊÅ � T

NÅ =
ËÈÍÎÏÌ

2
À .
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V11.2:

a) Mit  EÁ=g ÂÄ ÀT/ 2Å  : ÃÂÇÉÊ =
2 � EÁ

NË =
2Å � g ÈË � T

NË Â .

b) Ín(f) =
NË
2

�|HÎ(f)|ÈÂ= NË
2

�
1

(1 + j � fÏfË)(1 - j � fÏfË) =
NËÏ2

1 + (fÏfË)È Â .

Nach Anhang C beschreibt HÎ(f) den Frequenzgang eines RC-Tiefpasses 1. Ordnung.

c) HÌÑ(f) = K �
G*(f)

|HÎ(f)|È = K �
G*(f)

NËÏ2
� Ó1 + Ô f

fËÖÈÒÂ .

Ohne den Klammerausdruck ergibt sich das Matched-Filter fÁr weiÄes Rauschen.

ZusÀtzlich werden nun noch diejenigen Frequenzanteile entsprechend dem Klammer�

ausdruck angehoben, bei denen weniger starke StÅrungen vorliegen.

d) ÃÂÂ = Õ
ŠÚ

ÛÚ
|G(f)|È
Ín(f)

Â d fÂÂ = Õ
ŠÚ

ÛÚ
|G(f)|È
NËÏ2

Â d fÂÂ + Õ
ŠÚ

ÛÚ
|G(f)|È
NËÏ2

�
f È
f ÈË

Â d fÂ = ÃÂÇÉÊ + IÈ

IÈ = Õ
ŠÚ

ÛÚ
|G(f)|È
NËÏ2

�
f È
f ÈË

Â d fÂ = Õ
ŠÚ

ÛÚ
g ÈË � T È

� eÛÈÜÙÄÀŸ Ž
NËÏ2

�
f È
f ÈË

Â d fÂ .mit

e) Unter BerÁcksichtigung des Ergebnisses von (a) erhÀlt man weiter:

IÈ =
ÃÂÇÉÊ � 2Å

� T

f ÈË
Õ

ŠÚ

ÛÚ
f È

� eÛÈÜÙÄÀŸ ŽÂ d fÂ Subst. x = 2 � �Å � f � T :

IÈ =
ÃÂÇÉÊ � 2Å

� T

f ÈË
Õ

ŠÚ

ÛÚ
x È

4�T È � eÛx Ž�È Â dx

2 � �Å � T
Â=

ÃÂÇÉÊ
4� � (fË � T) È Õ

ŠÚ

ÛÚ
x È
2�Å � eÛx Ž�ÈÂ dxÂ .

Daraus folgt mit (11.35): ÃÂ = ÃÂÇÉÊ � Ó1 +
1

4� � (fË � T) ÈÒÂ .

f) Aus (e) folgt direkt:

4� � (fË � T) È= 1 fË =
1

2 � �Å � T

Je schmaler der Impuls g(t) - d.h. je breitbandiger das Spektrum G(f) - ist, desto

kleiner muÄ der Wert von fË sein, um zum gleichen Detektions-SignalstÅrleistungs�

verhÀltnis ÃÂ  zu fÁhren.

g) Mit diesen Voraussetzungen wÁrde der Frequenzgang HÌÑ(f) entsprechend (11.23)

mit wachsender Frequenz bis ins Unendliche ansteigen. Theoretisch ergÀbe sich bei

Anwendung von (11.24) auch ein unendlich groÄes S/N-VerhÀltnis, natÁrlich auch

eine unendlich groÄe Bandbreite. Praktisch relevant ist diese Konfiguration nicht.  
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V11.3:

a) P
S

= Â
+Ä

-Ä
ÀÅ(f)Â d f = Â

+Ä

-Ä
À
0

1 + (fÃf
0
)2

Â df = 2 � À
0 � f

0
Â
+Ä

0

1

1 + u2
Â du =

= 2 � À
0 � f

0 � arctan(Ç) = À
0 � f

0 � ÉÂ .

b) H
WF

(f) =
1

1 + ÀÊ(f)ÃÀÅ(f) =
1

1 +
ËÈ
2ÍÈ � Î1 + (fÃf

0
)2Ï =

1

1 + 1Ì � Î1 + (fÃf
0
)2Ï Â .

Bei keinem anderen Filter ist die quadratische Abweichung zwischen dem Ausgangs�

signal d(t) und dem zu approximierenden Nutzsignal s(t) geringer.

f = f
0

H
WF

(f)

fÁr K=3

H
WF

(f)

fÁr K=10

f = 2f
0

f = 0 f = 3f
0

c)

0.750 0.600 0.375 0.231

0.909 0.833 0.667 0.500

Ñ

Ñ
H
WF

(f)

f in kHz1 2 3-3 -2 -1

1

K=3

K=10

Bei kleineren StÄrungen, d.h. grÄÀerem K, muÀ auch weniger gefiltert werden. 

d) Ó 2Ô = Â
+Ä

-Ä
ÀÅ(f) � ÀÊ(f)ÀÅ(f) + ÀÊ(f) Â d f = Â

+Ä

-Ä
H
WF

(f) � ÀÊ(f)Â d f = Â
+Ä

-Ä
N
0
Ã2

1 +
ËÈ
2ÍÈ � Î1 + (fÃf

0
)2Ï Â df

= Â
+Ä

-Ä
À
0

1 + K + (fÃf
0
)2

Â df =
À
0 � f

0 � É
1 + KÖ =

P
S

1 + KÖ (vgl. Punkt a).

MQF ist proportional zur Nutzleistung. Je grÄÀer K ist, um so kleiner wird der MQF.

e) MitÂ K = 3 :Â Â Ó 2Ô =
P
S

2
Â ;Â Â Ó 2Ô =

P
S

10
:Â Â K = 99Â .
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V12.1:

a)

f
A

Â 2 � f
Å,maÃ

= 8Â kHz = 8000Â AbtastwerteÄs.

Nach dem Abtasttheorem (vgl. Abschnitt 12.3) muÁ gelten:

T
A

=
1

f
A

=
1

8000Â Hz
= 125Às.

b) N = ld(M) = ld(256) = 8Â BitÄAbtastwert.

c) T
B

=
T
A

N
=

125Às

8
= 15.625Às.

d) T
B

=
15.625Às

32
= 0.488Às.

e) T
B

=
T
A

Z � N
=

1

2 � f
Å,maÃ � Z � N

f
B

=
1

T
B

= 2 � f
Å,maÃ � Z � N = 2.048Â MbitÄs.

Hinweis:  fÅ,maÃ in Hz, aber fB in bit/s !

V12.2:

a) ÅQ(t)

t
ÃÄ2

TÇÇÉÊ
Aufgrund des vorliegenden Nachrichtensignals genÄgt es, die Integration (Mittelung)

auf die Zeitdauer TÇ’ (siehe Skizze) zu beschrÀnken. Man erhÀlt: 

ÅQ(t) =
Ã
2

� (1 -
t

TÇËÄ2
)

Subst.: x =
t

TÇË

PQ =
ÃÉ

4
� È

Ê

Ç

(1 - 2x)ÉÂ dx =
ÃÉ

4
� È

Ê

Ç

(1 - 4x + 4xÉ)Â dx =
ÃÉ

4
� (x - 2xÉ +

4

3
x3)

ÍÎÏ

ÍÎÌ

dx =
dt

TÇË :

PQ =
ÃÉ

4
� (1 - 2 +

4

3
) =

ÃÉ

12
. Mit Ã =

2 � qmaÃ
M

: PQ =
qÉmaÃ

3 � MÉ
.

PQ =
ÃÉ

4TÇË � È
ÑÉÓ

Ç

(1 -
2t

TÇË)
ÉÂ dt

b) In gleicher Weise erhÀlt man fÄr die Leistung des Nutzsignals (um Faktor MÉ grÅÁer): 

PË =
1

TÇ

� È
ÑÉ

Ç

q(t)ÉÂ dt =
qÉmaÃ

3
Â .
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c) rQ =
PS
PQ

= M2 10 � lg(rQ) = 20 � lg(M) = 20 � lg(2) � ld(M)Â inÂ dBÂ .

10 � lg(rQ) Â 6.02 � 8 = 48.16Â dBÂ ,M=28=256:

10 � lg(rQ) Â 6.02 � 16 = 96.32Â dBÂ .M=216Á:

d) 10 � lg(rQ) = 60Â dB rQ = M2 = 106 M = 1000 È = 10Â .

e) 1. Alle Amplitudenwerte gleichwahrscheinlich (z.B. sÁgezahnfÄrmiges NF-Signal),

2. lineare Quantisierung, 

3.ÍQuantisierer ist genau an das Nachrichtensignal angepaÀt (Îmax = qmax). 

ÄÀÅÃÇÉ
a) Das Signal qA(Ï) ergibt sich bei natÅrlicher Abtastung aus der Multiplikation von q(Ï)

mit pR(Ï). In den Bereichen pR(Ï)Ê0 gilt somit qA(Ï) = q(Ï).  

b) Den Rechteckpuls kann man sich durch Faltung des Diracpulses mit der Rechteck�

funktion entstanden denken: pR(Ï) = pË (Ï) *r(Ï).

c)

� È
+Í

Î=-Í
d(Ì - Ñ �ÌA)

Nach Faltungssatz: PR(Ì) = PÏ(Ì) � R(Ì) R(Ì) = si(p � Ì � ÓR)mit
ÌÑ

1ÓÌÑ
r(Ï)

PR(Ì) = si(p � Ì � ÓR)

D.h.,  die Gewichte der Diracfunktionen sind jetzt nicht mehr konstant, sondern

gemÁÀ einer si-Funktion verÁndert. 

PR(Ì)

ÌÔÌA

ÖÒÖÒÖÖÒÖÒÖ

Õ Š Ú Û

hier: ÓRÔÓA = 4

d)

Ì

Q(Ì)
.Í.Í..Í.Í.

ÜTPÙŸŽ

Bei Abtastung mit einem Rechteckpuls ÍpR(Ï)  ist das Spektrum ÍÎA(Ì)  nicht mehr

periodisch, sondern die "SeitenbÁnder" sind gedÁmpft.

ÎA(Ì)

Ÿ�Ó2- Ÿ�Ó2

e) Wie bei der Abtastung mit einem Diracpuls genÅgt hier ebenfalls ein idealer TiefpaÀ

zwischen �ÌA/2 (KÅpfmÅller-TiefpaÀ, siehe Skizze bei Punkt d).
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MusterlÁsungen der VersuchsdurchfÂhrung (5. Termin)
D11.1:

a) ÔÂÄÖ = 0.01 � À ÅÃ ÀÇ =
ÔÂ
2ÖÉ = 0.005Ê

� ÀÃÂ .

ÔÂÄÖ = 10ËÈ
10 � lgÂ ÍÇÎÏÌÑ
(berechnet)

10 � lgÂ ÍÇÎÏÌÑ ÀÇ
(simuliert)

ÔÂÄÖ = 10ËÓ
ÔÂÄÖ = 10ËÅ
ÔÂÄÖ = 10ËÔ

ÀÃ
43.01Â dB 43.01Â dB 0.007 0.100

33.01Â dB 33.01Â dB 0.022 0.316

23.01Â dB 23.01Â dB 0.071 1.000

13.01Â dB 13.01Â dB 0.224 3.162

Der Effektivwert ÀÇ der StÁrungen im Ausgangssignal Ò(Õ) ist proportional zum StÁr�

effektivwert ÀÃ im Eingangssignal. Bei der hier vorliegenden Konstellation betrÄgt

der ProportionalitÄtsfaktor etwa 0.071. Wird ÀÃ um den Faktor 10 vergrÁÀert, so

wÄchst auch ÀÇ um den Faktor 10 und der StÁrabstand wird um genau 20 dB kleiner. 

b) ÍÇÎÏÌÑ (ÖÖ) =
200À ÅÃ Ò 100 ÀÃ Õ 2Ê!

ÔÂÄÖ Õ 0.02Â .

c)
ÒŠ(ÖÖ) 10 � lgÂ ÍÇÎÏÌÑÀÇ

Rechteckimpuls

GauÀimpuls

Exponentialimp.

1.000 0.100 20.00ÅdB

0.283 0.053 14.56ÅdB

0.125 0.035 10.97ÅdB

d) Nach (11.10) ist der Nutzabtastwert ÒŠ(ÖÖÎÚÛÜ) proportional zur Impulsenergie ŠÙ.
Diese ist beim Rechteckimpuls am grÁÀten, beim Exponentialimpuls am kleinsten. 

e) Je schmaler die Spektralfunkion Ú(Û) des Eingangsimpulses ist, desto schmalbandiger

ist das Matched-Filter und um so kleiner ÀÇ. Nach (11.11) ist  ÀÇ proportional zu ŠÙŸ .

f) Nach (11.12) ist bei exakter Anpassung von Eingangsimpuls und Filterfunktion der

StÁrabstand ÍÇÎÏÌÑ  ebenfalls proportional zur Impulsenergie ŠÙ. 
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D11.2:

a) rÜÂÄÀÅ (ÃÇ) =
2 � ÉÙÊË = 100 ÉÙ = È

Í

Ë
Î ÏË � e ÌÏŸÑÓŸÔÂ dÖ =

! Î ÏË � DÖÙ
2

= 1 ÎË = 2Â .

b) ÒÕ(ÃÇ) 10 � lgÂrÜÂÄÀÅsÜ

Rechteckimpuls

GauÁimpuls

Exponentialimp. 0.250 0.025 20.00ÄdB

0.501 0.071 17.00ÄdB

0.340 0.038 19.16ÄdB

Matched-Filter

fÀr

c) Der Integrator Àber Ã (Matched-Filter fÀr einen Rechteckimpuls der Dauer Ã) ist zu

breitbandig. BezÀglich des Nutzsignals bringt dies zwar eine Verbesserung um den

Faktor 2. Gleichzeitig wird aber auch sÜ um ca. den Faktor 3 vergrÅÁert. Insgesamt

ergibt sich ein um ca. 3 dB kleinerer Rauschabstand als beim Matched-Filter. 

Der GauÁtiefpaÁ, optimal fÀr einen GauÁimpuls mit DÖÙŠ 0.4ÚÃ, ist etwas

gÀnstiger. Hier betrÃgt die Verschlechterung weniger als 1 dB. Dieses Filter paÁt von

der Bandbreite her besser an den gegebenen Eingangsimpuls als der eben untersuchte

Integrator, lediglich die Filterform ist nicht optimal.   

d)

0.147 0.025 15.40ÄdBDÖÙÛÃ = 0.10

ÒÕ(ÃÇ) 10 � lgÂrÜÂÄÀÅsÜ
exponentiell

0.250 0.025 20.00ÄdB

0.305 0.025 21.73ÄdB

fallender Impuls

DÖÙÛÃ = 0.25

DÖÙÛÃ = 0.40

Es ergibt sich aufgrund der unterschiedlichen Zeitkonstanten ein unsymmetrischer

Ausgangsimpuls mit deutlich geringerer Amplitude. Da das Filter nicht verÃndert

wurde, bleibt sÜŠ 0.025 konstant. Der Rauschabstand vermindert sich um 4.6 dB.

e) Auch hier Ãndert sich sÜ nicht; der Nutzabtastwert ist grÅÁer als bei Anpassung (0.305

statt 0.250). Dies ist jedoch kein der Theorie widersprechendes Ergebnis. WÃre das

Filter auch auf DÖÙŠ 0.4ÚÃ abgestimmt,Üso ergÃbe sich aufgrund der grÅÁeren Energie

10Ú lgrÜÂÄÀÅ = 22.04 dB. Dieser Maximalwert wird hier um 0.3 dB unterschritten. 
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D11.3:

a) Das LDS Fs(Â) des Nutzsignals ist siÄ-fÁrmig. Entsprechend (11.29) bleiben die Null�
stellen dieser Funktion im Frequenzgang ÀÅÃ(Â) erhalten. Die Seitenschwinger von
ÀÅÃ(Â) sind ausgeprÂgter als die von Fs(Â), der GleichsignalÄbertragungsfaktor be�
trÂgt ÀÅÃ(0) = Fs(0)/(Fs(0)+FŽ(0))= 64/65= 0.985. Das Ausgangssignal Ç(É) des
Wiener-Filters paÀt sich in etwa dem Nutzsignal Ê(É) an; die grÁÀten Abweichungen
gibt es bei den Sprungstellen. Es ist MQF = 0.111. 

ÀÅÃ(0)fÄr BinÂrsignal

s
Ž

= 1

Matched-Filter
Á Ä
�

Bemerkungen

s
Ž

= 0.5

s
Ž

= 2

0.985 0.111

0.996 0.058

0.941 0.221 MQF etwa doppelt so groÀ

MQF etwa halb so groÀ

kleinstmÁglicher Wert fÄr
gegebene Konfiguration

b) Die Nullstellen von Fs(Â) bleiben im Frequenzgang ÀÅÃ(Â) weiterhin stets erhalten.
Bei kleinerer StÁrung werden die Seitenschwinger von ÀÅÃ(Â) weiter verstÂrkt.
AuÀerdem liegt ÀÅÃ(0) nun nÂher bei 1 und der MQF gegenÄber Punkt a) ist nur etwa
halb so groÀ. Mit sŽ= 2 ergeben sich die dazu gegensÂtzlichen Ånderungen.

c) Á Ä
�

= Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.Wiener-Filter:

Á Ä
�

= Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.Filter 1. Ordnung:

DÂ Ë ÈÍÈÍÈÍÈÈÍÈÍÈÍÈÈÍÈÍÈÍÈÈÍÈÍÈÍÈÍ ÀÎ Ë ÈÍÈÍÈÍÈÈÍÈÍÈÍÈÈÍÈÍÈÍÈÈÍÈÍÈÍÈÍË ÈÍÈÍÈÍÈÈÍÈÍÈÍÈÈÍÈÍÈÍÈÈÍÈÍÈÍÈÍÂÏ

0.111

0.128

0 (TiefpaÀ)6.00 1.00

d) Á Ä
�

= Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.Wiener-Filter:

Á Ä
�

= Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.GauÀfilter:

DÂ = Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã. ÀÎ = Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.= Ã.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.ÃÃ.Ã.Ã.Ã.ÂÏ

0.111

0.130

0 (TiefpaÀ)4.00 1.00

Beide Filter fÄhren gegenÄber dem Wiener-Filter zu einem grÁÀeren MQF. 

D11.4:

a) Das LDS Fs(Â) des Cosinussignals ist wie auch das Amplitudenspektrum ein Linien�
spektrum. AuÀerhalb der Frequenzen ÌÂÎ ergibt sich somit aus (11.29): ÀÅÃ(Â) = 0.
Da eine Diracfunktion um den Faktor Ñ grÁÀer ist als das kontinuierliche LDS FŽ(Â),
erhÂlt man bei ÌÂÎ: ÀÅÃ(ÂÎ)=1. Das Wiener-Filter ist also theoretisch unendlich
schmal. Der MQF ist (theoretisch) unabhÂngig von sŽ gleich 0.
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b) Das Wiener-Filter ist zwar theoretisch unendlich schmal, praktisch muÁ natÂrlich

immer eine gewisse Bandbreite B bereitgestellt werden. In Gl. (11.29) muÁ dann auch

fÂr F�(fÂ) ein endlicher Wert eingesetzt werden. Damit ergibt sich fÂr HÄÀ(fÂ) ein Wert

kleiner als 1. Mit zunehmendem s� wird dieser kleiner und der MQF grÄÁer.

HÄÀ(fÂ) = 0.985À ;s
�

= 0.5 : Á Å
�

= 0.001À ;

s
�

= 2 : HÄÀ(fÂ) = 0.800À ; Á Å
�

= 0.018À .

c) Á Å
�

= 0.021

d) Á Å
�

= 0.022À ;

Df = 1.400À ; fÃ = 3.000À ;

Mit Cosinus-Rolloff-Filter:

HÂ = 0.970À ; r = 0.800À .optimale Werte:

ÇÉÊËÉÈ

a) Das Signal wird durch nur 3 Parameter (Amplitude, Frequenz, Phase) beschrieben.

Durch diese 3 Parameter ist der gesamte Signalverlauf q(t) festgelegt.

b) Entsprechend dem Abtasttheorem muÁ gelten:  fÍ = 10 kHz,  fÎ = 5 kHz.

c) Ja, es ist u(t) = q(t). Bei dieser Parameterwahl besteht Q(f) aus zwei Diracfunktionen,

jeweils mit reellem Gewicht 0.5.  Das Spektrum QÍ(f) ergibt sich aus der periodischen

Fortsetzung von Q(f) im Abstand fÍ. Insgesamt ergibt sich fÂr QÍ(f) ein Diracpuls mit

Impulsgewichten 1; die einzelnen Diraclinien liegen beiÏ5 kHz,Ï15 kHz, Ï25 kHz

usw. Wegen H(fÎ) = 0.5 werden die beiden Linien bei Ï5 kHz halbiert, alle anderen

unterdrÂckt. Dies fÂhrt dazu, daÁ u(t) = q(t) richtig rekonstruiert wird.   

d) Bei dieser Parameterwahl besteht Q(f) auch aus zwei Diracfunktionen beiÏ5 kHz,

nun aber mit komplexen Gewichten. Bei der periodischen Fortsetzung von Q(f) im

Abstand fÍ addieren sich nur deren Realteile konstruktiv; dagegen lÄschen sich die

ImaginÅrteile aus. Dies bedeutet, daÁ die Phaseninformation verlorengeht: Das

Sinkensignal verlÅuft nun cosinusfÄrmig (Phase 0Ì) und ist gegenÂber q(t) auch um

den Amplitudenfaktor cos(45Ì) = 0.707 verfÅlscht.  

e) Aus den unter e) genannten GrÂnden ergibt sich u(t) = 0.

f) Nun fallen die Faltungsprodukte nicht zusammen; z.B. ist QÍ(5 kHz) = Q(5 kHz)  und

QÍ(6 kHz) = Q(-5 kHz). Mit dem idealen TiefpaÁ (fÎ = 5.5 kHz) lassen sich somit

auch die Signale nach d) und e) phasenrichtig rekonstruieren.

g) Mit fÑÓÔÖÒ = 4 kHz und fÍ = 10 kHz ist das Abtasttheorem erfÂllt und u(t) = q(t).

h) Mit fÎ/fÍ = 0.35 (d.h. fÎ = 3.5 kHz) wird der Anteil bei f = 4 kHz fÅlschlicherweise

unterdrÂckt und es gilt u(t) Õ q(t). Bei zu groÁer Grenzfrequenz (z.B.  fÎ = 6.5 kHz)

wird dagegen der aufgrund der Abtastung entstehende Signalanteil bei f = 6 kHz

durch den TiefpaÁ nicht entfernt; dies fÂhrt ebenfalls zu einer SignalverfÅlschung. 
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D12.2:

a) Bei natÁrlicher Abtastung ist innerhalb der durch den Rechteckpuls vorgegebenen

Zeitintervalle das abgetastete Signal q�(t) gleich dem Nachrichtensignal q(t), auÂer�

halb Null. Bei diskreter Abtastung setzt sich q�(t) aus Rechteckimpulsen zusammen,

deren unterschiedliche Amplituden durch die Abtastwerte von q(t) bestimmt werden.

b) Bei natÁrlicher Abtastung ist

q
�
(t) = q(t) � p!(t) = q(t) � ÂpÄ (t) * À(t)ÅÄ .

Dagegen gilt bei diskreter Abtastung:

q
�
(t) = Âq(t) � pÄ (t)Å * À(t)Ä .

c) NatÁrliche Abtastung:

Diskrete Abtastung:

Q
�
(f) = Q(f) * ÂPÄ (f)Ä � R(f)ÅÄ ,

Q
�
(f) = ÂQ(f) * PÄ (f)Å � R(f)Ä .

d) Bei natÁrlicher Abtastung erfolgt zuerst die Multiplikation des Diracspektrums PÃ (f)

mit R(f), anschlieÂend die Faltung mit Q(f). Im Bereich von -5kHz ... 5kHz sind

deshalb alle Spektrallinien gleich hoch; wegen T!/T� = 0.5 sind diese allerdings nur

halb so hoch wie diejenigen von Q(f). Die Spektrallinien im Bereich von Ç5kHz ...

Ç15kHz sind ebenfalls alle gleich hoch, aber (entsprechend der si-Funktion) um den

Faktor 0.636 kleiner als diejenigen im inneren Bereich.

e) Der MQF ist mit 1.87É10"#$  vernachlÀssigbar klein, allerdings nur, wenn H(0) = 2 ist.

Aufgrund der Aussagen zu Punkt d) ist dies verstÀndlich. Das bedeutet: Bei natÁrlicher

Abtastung genÁgt ein KÁpfmÁller-TiefpaÂ zur Signalrekonstruktion.

f) Der MQF zwischen Sinken- und Quellensignal ist nun mit 2.9É10"$ deutlich grÅÂer.

Dies hat folgenden Grund: Bei diskreter Abtastung treten durch die Faltung von Q(f)

mit PÃ (f) konstant hohe Linien auf, wie es auch bei Abtastung mit einem Diracpuls der

Fall ist. Durch die anschlieÂende Multiplikation mit R(f) entsprechend c) werden

diese Spektrallinien nun unterschiedlich gewichtet. Die Folge ist, daÂ auch im Bereich

von -5kHz ... 5kHz alle Linien von Q�(f) unterschiedlich hoch sind. Mit dem

KÁpfmÁller-TiefpaÂ zur Signalrekonstruktion gilt nun V(f) = Q�(f)ÉH(f)= Q(f)ÉR(f),

so daÂ der Fehler durch die diskrete Abtastung auch in Ê(t) erhalten bleibt.

g) Der si-fÅrmige Abfall muÂ durch den inversen Verlauf korrigiert werden. Damit muÂ

das Rekonstruktionsfilter folgenden Frequenzverlauf besitzen:

H(f) =
1

si(ËfT)
� H%&’

(f)Ä .

Mit diesem Filter, das im Programm als "1/si-KTP" bezeichnet wird, ist der mittlere

quadratische Fehler zwischen Sinken- und Quellensignal wieder vernachlÀssigbar

klein, solange H(0) = T�/T!= 2 gilt.  
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D12.3:

a) Bei sÁgezahnfÂrmigem Nachrichtensignal ist auch das Fehlersignal sÁgezahnfÂrmig

(vgl V12.2a). Das Fehlersignal Á(() bei cosinusfÂrmigem Nachrichtensignal unter�

scheidet sich demgegenÄber besonders im flachen Signalverlauf.

b) (simuliert) (berechnet)

)ÂNF-Signal (simuliert) (simuliert)

SÁgezahn

Cosinus

)Ä

0.333 1.31 � 10ÀÅ 24.07ÀdB 24.06ÀdB

1.48 � 10ÀÅ0.500 25.30ÀdB

10 � lg(rÄ) 10 � lg(rÄ)

c) (simuliert) (berechnet)

)ÂNF-Signal (simuliert) (simuliert)

SÁgezahn

Cosinus

)Ä

0.333 5.10 � 10ÀÃ 48.15ÀdB 48.12ÀdB

4.75 � 10ÀÃ0.500 50.23ÀdB

10 � lg(rÄ) 10 � lg(rÄ)

5.02 � 10ÀÃ0.244 46.87ÀdB
Muster-
signal 1

d) Das erreichbare S/N-VerhÁltnis rÄ  hÁngt auch vom Quellensignal ab. Die NÁherung

rÄ=*Ç gilt nur fÄr das sÁgezahnfÂrmige Quellensignal. Bei anderer Signalform sind

Abweichungen von ca. 2 dB durchaus im Bereich des MÂglichen. 

e)

Á
Ç
ÉÊ(() =

)Ä = (siehe Punkt d)

(Fenster /4i5ke56i758l/)

5.02 � 10ÀÃ 46.87ÀdB

4.05 � 10ÀÃ 47.81ÀdB

10 � lg(rÄ) =

10 � lg(rÉ) =

Es ist ein Unterschied, ob man - wie bei 10Ë lg(rÄ) - nur die Differenz zwischen 9(()

und 9Ä(() betrachtet oder - wie bei 10Ë lg(rÈ) - den Unterschied zwischen u(() und 9(().

Letzterer beinhaltet auch die Operationen "Abtastung" und "Signalrekonstruktion"

und verÁndert aufgrund der unzureichenden Quantisierung das Ergebnis, obwohl

Abtastung und Signalrekonstruktion selbst ideal sind. Versteht das jemand?

f) 9Í(n Ë:Í) ist wertkontinuierlich, 9Ä(n Ë:Í) dagegen wertdiskret mit *=256 Stufen.

Die Signale 9Î(() und uÎ(() sind binÁr. Die Zuordnung von 9Ä zu 9Î geschieht nach

der Dualcodierung. Bei den Voraussetzungen gilt uÎ(() = 9Î(() und uÄ(() = 9Ä((). Zu

den Abtastzeitpunkten n Ë:Í hat das Sinkensignal die gleichen Werte wie das quanti�

sierte Signal: u(n Ë:Í) = 9Ä(n Ë:Í) Ï 9(n Ë:Í). Zwischen den Abtastwerten wird auch

das Fehlersignal ÁÉÊ(() = u(() - 9(() durch den KÄpfmÄller-TiefpaÅ interpoliert.
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g)

Q
max

= 1.3 :Â Â 10 � lg(;Â) = 45.83 dB (unnÁtig groÄe Quantisierungsintervalle).

Q
max

= 0.7 :Â Â 10 � lg(;Â) = 25.99 dB (Quantisierung im SÀttigungsbereich),

In beiden FÀllen ist ein merkbarer StÁrabstandsverlust feststellbar. Im ersten Fall

(Qmax zu klein) hÀngt das damit zusammen, daÄ das Signal begrenzt wird. Ist dagegen

Qmax > qmax, so sind die Quantisierungsintervalle grÁÄer als erforderlich. Dagegen

liefert Qmax = 0.8: 10Ä lg(;À) = 49.61 dB. Dieser StÁrabstand ist um ca. 2.7 dB besser

als bei Qmax = 1. Der Grund hierfÅr ist, daÄ der maximale Abtastwert des Signalaus�

schnitts nur 0.775 betrÀgt und nicht qmax = 1. Bei einer anderem Phasenverlauf wÀre

jedoch Qmax = 1 der optimale Wert.  

ÅÃÇÉÊË

a) qK=f(qA): Kompressorkennlinie (kleine Werte werden gespreizt, groÄe gestaucht);

bei gleichmÀÄiger Quantisierung ist diese Kennlinie eine Gerade.  

qQ=f(qK): Kennlinie bei gleichmÀÄiger Quantisierung (beschreibbar durch M).

qQ=f(qA): Quantisierungskennlinie allgemein;

bei gleichmÀÄiger Quantisierung ist diese Kennlinie gleich qQ=f(qK).

uQ=f(uE): Expanderkennlinie (GegenstÅck zur Kompressorkennlinie qK=f(qA)).

uQ=f(qA): Kennlinie des Gesamtsystems;

berÅcksichtigt die kleineren Intervalle innen und die grÁÄeren auÄen.

b) Der Vorteil der ungleichmÀÄigen Quantisierung, kleinere Signalwerte feiner auf�

zulÁsen, kommt bei diesem Nachrichtensignal nicht zum Tragen; der StÁrabstand

bewertet alle Amplituden gleichermaÄen. Hier fÅhrt die nichtlineare Quantisierung

mit der A-Kennlinie sogar zu einer Verschlechterung

mit AÁ=Ã87.56

Quantisierungskennlinie

mit 13-Segmente

<
2
ÂÈ(t) = 4.05 � 10-6

;Â = 47.81 dB

<
2
ÂÈ(t) = 6.32 � 10-5

;Â = 35.88 dB

<
2
ÂÈ(t) = 3.82 � 10-5

;Â = 38.06 dB

<
2
ÂÈ(t) = 6.23 � 10-6

;Â = 25.94 dB

<
2
ÂÈ(t) = 2.97 � 10-7

;Â = 39.15 dB

<
2
ÂÈ(t) = 3.62 � 10-7

;Â = 38.30 dB

<
2
ÂÈ(t) = 6.82 � 10-6

;Â = 50.85 dB

<
2
ÂÈ(t) = 1.15 � 10-4

;Â = 38.60 dB

<
2
ÂÈ(t) = 6.54 � 10-5

;Â = 41.07 dB

gleichmÀÄig

Mustersignal 1
(MS1)

0.1 � MS1

0.9 + 0.1 � MS1

c) Bei diesem Signal ist durch eine nichtlineare Quantisierung aufgrund der kleinen

Amplitudenwerte eine Verbesserung zu erzielen. Eine gleichmÀÄige Quantisierung

mit Qmax = 0.1 wÅrde allerdings auch hier zu 10Ä lg(;À)=47.81dB fÅhren.
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d) Das Signal nach Punkt c) war fÁr die Anwendung einer gleichmÂÄigen Quantisierung
ungÁnstig. Ein Signal mit ausschlieÄlich groÄen Signalwerten ist dagegen fÁr die
Anwendung einer ungleichmÂÄigen Quantisierung ÂuÄerst ungÁnstig, da nur groÄe
Amplitudenwerte auftreten.

e) Bei der A-Kennlinie sind alle Quantisierungsintervalle unterschiedlich, nicht jedoch
bei der 13-Segment-Kennlinie. Bei letzterer ist die Intervallbreite D  in jedem der 13
Segmente gleich, da auch die Steigung in den einzelnen Abschnitten der bereichsweise
linear beschreibbaren Kennlinie q==f(q>) jeweils konstant ist.

f) Die unter Punkt b) bis d) gemachten Aussagen gelten fÁr die 13-Segment-Kennlinie
in gleicher Weise wie fÁr die A-Kennlinie.

ÂÄÀÅÃÇ

a) Dualcode:

LOO

t

LLL LLL LOL LOL OLO OLL OLL OLL

T?

q
C
(t)

FehlerLOÉ ÉOO

Graycode:

q
C
(t)

LOO LOO LLL LLL LLO OLL OLO OLO OLO

Fehler

t

LLÉ ÉLO

b) Wird bei der Àbertragung ein Bit verfÂlscht (O ÊËL bzw. L Ê O), so hat das Auswir�
kungen auf das decodierte Signal. Beim Dualcode hÂngt die GrÅÄe der VerfÂlschung
davon ab, welches Bit verfÂlscht wurde. Bei der Àbertragung des 3. Quantisie�
rungswertes wurde das letzte Bit (LSB) von L Ê O verÂndert; der Fehler betrÂgt hier
nur ein Quantisierungsintervall. Dagegen ist der Fehler bei der Àbertragung des 5.
Quantisierungswertes deutlich grÅÄer, da hier das erste Bit (MSB) verfÂlscht wurde.
Damit ergibt sich eine VerfÂlschung um 4 Stufen.

c) Beim Gray-Code haben die beiden Bitfehler jeweils gleiche Auswirkung, nÂmlich
eine VerfÂlschung um nur ein Quantisierungsintervall. Eine VerfÂlschung von OOO
nach LOO (oder umgekehrt) wÁrde allerdings das decodierte Signal um 7 Quantisie�
rungsintervalle verÂndern.

d) Wie erwartet.
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e) Die Auswirkung des LSB-Fehlers ist mit dem Auge fast nicht zu erkennen. Trotzdem

betrÁgt der StÂrabstandsverlust ca. 1.7 dB. In den beiden anderen FÁllen ergeben sich

jeweils sehr groÄe Abweichungen zwischen u(t) und q(t), und 10@ lg(rÂ) ist sehr klein.

10 � lgÀ (rÄ)

kein Bitfehler  ein Bitfehler
(LSB)

 ein Bitfehler
(3. Bit)

 ein Bitfehler
(MSB)

47.81ÅdB 46.15ÅdB 16.19ÅdB  4.12ÅdB

f)
ÀÀÀ
ÀÀÀ
ÀÀÀ
ÀÀÀ
ÀÀÀ
ÀÀÀ
ÀÀÀ
ÀÀÀ
ÀÀÀ

ÅÅÅÅ
ÅÅÅÅ
ÅÅÅÅ
ÅÅÅÅ
ÅÅÅÅ
ÅÅÅÅ
ÅÅÅÅ
ÅÅÅÅ
ÅÅÅÅ

L

OO

O
O

L
O
O

ON=4: Nr.   0:
Nr.   1:
Nr.   2: L
Nr.   3:

L
L

O
O
O
O

Nr.   4:
Nr.   5:
Nr.   6:
Nr.   7:

LL
LLL

OL
OL

Nr.   8:
Nr.   9:
Nr. 10:
Nr. 11:
Nr. 12:
Nr. 13:
Nr. 14:
Nr. 15:

O
O
O
O
O
O
O
O

OOLL
LOLL
LLLL
OLLL
OLOL
LLOL
LOOL

OOL

wie N=3 von unten nach oben

g) Ein LSB-Fehler hat die gleichen Auswirkungen wie beim Dualcode. Bei Fehlern im

mittleren Bereich sind die Auswirkungen meist weniger stark als beim Dualcode. Ein

MSB-Fehler bewirkt dagegen fast eine Vorzeichenumkehrung. Der MQF ist dann um

so grÂÄer, je grÂÄer der Betrag des Abtastwertes ist. 

10 � lgÀ (rÄ)

kein Bitfehler  ein Bitfehler
(LSB)

 ein Bitfehler
(3. Bit)

 ein Bitfehler
(MSB)

47.81ÅdB 46.15ÅdB 29.68ÅdB 0.28ÅdB

ÃÇÉÊËÈÍÎÉÇÏÌËÏÑÓËÈÑÔÖÇÏÌÉÒÇÕÌÒÖËÏÑŠÚÛÑÜËÈÙŸÏŽ
������
!"#$%"&#&’()*+,+$-
%%&("’/%*12+,12+$123
5%#6/%79;<<+#+#’6&+#=6$+6>=3
%%&"?%)6>=9<3%6>=@973%6>=AA-
%%%%,16>=29*17B6>=23%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%CD%EFH>(I’6/J"?/%,)/-%%DC
%%&"?%)6>=9<3%6>=@9KD73%6>=AA-%%%%%%%%%%%
%%5%#&%)6>=@97-%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%CD%L>FF’/#"6I*?=6M=6%%%DC
%%%%%%5%#’6&9<3
%%%%%%%%#=6$96>=3
%%%%%%O
%%%%=(I=
%%%%%%5%#’6&96>=B73
%%%%%%%%#=6$973
%%%%%%O
%%%%&"?%)#9#’6&3%#@9#=6$3%#AA-%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%CD%P>I*’6*II#*6’(%$)/-%DC
%%%%%%$16>=2%A9%*1#2D,16>=B#23
%%O
O
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MusterlÁsungen der Vorbereitungsfragen (6. Termin)

V13.1:

a)

pÂ = QÄ 2 � EÂÀNÅÃ Ç = Q(2) = 2.27 � 10ÉÊÂ .

EÂ = sÊÅ � T = (2V)Ê �
1

2 � 10Ë s = 2 � 10ÉËÂ VÊsÂ ;
EÂÀNÅ =

2 � 10ÉËÂ VÊs
10ÉËÂ VÊÀHz

= 2Â (entsprichtÂ ca.Â 3 dB)Â ;

b) Q(x) =
1

2ÈÍ � ÎÏÌ
Ñ eÉÓ ÔÖÊÂ du =

1ÈÍ � ÎÏÌ
ÑÖ ÊÒ

eÉÕ ÔÂ dtÂ ;

erfc(x) =
2ÈÍ � ÎÏÌ

Ñ
eÉÓ Ô

Â du

t = uÀ 2Í
Q(x) =

1

2
� erfc(

x

2Í )Â ;

pÂ =
1

2
� erfcÄ sÊÅ � T

NÅŠ Ç =
1

2
� erfcÄ EÂ

NÅŠ Ç =
1

2
� erfcÄ 2Í ÇÂ .

c) Ú ÊÛ =
NÅ
2T

= 1VÊ ÚÛ = 1VÂ ; pÂ = QÄ sÅÚÛ) = Q(2)Â .gÛ(0) = sÅ
d) Nein.

e) pÂ = ÜÙŸŽ� pŸ � p�Ÿ = p� � pÄn(T�) > E + sÅÇ + pÊ � pÄn(T�) <E - sÅÇ
= p� � Q� E + sÅÚÛ !+ pÊ � Ä1 - Q� E - sÅÚÛ ! Ç = p� � Q� sÅ + EÚÛ !+ pÊ � Q� sÅ - EÚÛ !Â .

f)
dpÂ
dE

= - p� �
1

2ÈÍ Â eÉ"#$Ï%&ÔÖ"Ê’Ô(& �
1ÚÛ +Â pÊ �

1

2ÈÍ Â eÉ"#$É%&ÔÖ"Ê’Ô(& �
1ÚÛ = 0

)

p�
pÊ = * +,/1$235Ô7/8:Ô(5

* +,/1$,35Ô7/8:Ô(5 ;* +8<3<1$7:Ô( E=>? =
ÚÊÛ

2 � sÅ � lnÂ
p�
pÊ Â .

g) ÚÛ =
sÅ
2

: E=>? =
sÅ
8

� lnÂ
0.31

0.69
@ - 0.1 � sÅÂ .

Die optimale Schwelle liegt tiefer als E=Á0, da "-1" seltener auftritt.

h) pÂABCD =p� � Q� sÅ + EÚÛ !+ pÊ � Q� sÅ - EÚÛ != 0.31 � Q(1.8) + 0.69 � Q(2.2) @ 0.0207.

GegenÄber E=0 wird  pÂ um ca. 9% kleiner.
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V13.2:

0-1 +1

f
d
(d)

d

a)

p(0)

2ÂÄ À
d

p(Å 1)

2ÂÄ À
d

b) pÃ = ÇÉ
iÊË pi � pÃi = p(- 1) � pÈn(TÍ) > 0.5VÎ + p(+ 1) � pÈn(TÍ) <- 0.5VÎÂ

pÃ = Èp(- 1) + p(+ 1) + 2 � p(0)Î � QÏ 0.5VÀ
d

Ì
+ p(0) � pÈ|n(TÍ)| > 0.5VÎ

= 1.5 � Q(2.5) Ñ 0.93Â %Â .

c) Das Symbol "0" liefert den grÁÄten Anteil, da es hÀufiger auftritt als die beiden

anderen Symbole und zudem nach beiden Richtungen hin verfÀlscht werden kann.

Die kleinste Fehlerwahrscheinlichkeit ergibt sich, wenn die Entscheiderschwellen

jeweils genau bei den Schnittpunkten der beiden jeweiligen WDF-Kurven liegen.

Mit optimalen Schwellenwerten (bei Å0.52) erhÀlt man 0.87%. 

V13.3:

a) MitÂ Ó = 10ÔÖÂ folgtÂ darausÂ :À ÒÁÕ
hŠ =

p � (1 - p)

N
Ú Ñ p

N
Û = 10ÔÖÂ .

pÜ = p(|h
ÒÁÕŠ - pŠ| < Ó) = 1 - 2 � Q(

ÓÀ
hŠ) = 1 - 2 � Q(1) Ñ 68.4% .

b) NÙ p � (1 - p) � ŸŽ
ÓŽAllgemein gilt:

MitÂ Ó = Ó��� � p : NÙ ŸŽ
p � ÓŽ��� Â .

Ñ p � ŸŽ
ÓŽ

c) Ÿ = QÔË � 1 - pÜ
2

! = QÔË �0.025!= 1.96 (siehe Anhang B)

d) N Ù 1.96Ž
p � 0.1Ž Ñ 400

p
Â .Aus Punkt b) und c): p = 10Ô" : N Ù 4 � 10#Â .

V14.1:

a) EŠ = sŽ$ � TŠ = (2V)Ž �
1

10% s = 4 � 10Ô%Â VŽsÂ .TŠ = T =
1

RŠ = 10 nsÂ ,
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b) g
d
(t) = s0 � ÂQÄ2 � 2ÀÅ

� fÂ � (t -
T

2
)Ã - QÄ2 � 2ÀÅ

� fÂ � (t +
T

2
)ÃÇÂ .

g
d
(tÉ) = s0 � ÂQÄ2 � 2ÀÅ � fÂÉ � (tÉ - 0.5)Ã - QÄ2 � 2ÀÅ � fÂÉ � (tÉ + 0.5)ÃÇÂ ;

Mit t’=t/T  und  fÂ’=fÂT=0.4:

g
d
(tÉ = 0) = s0 � ÂQÄ - 0.4 � 2ÀÅ Ã - QÄ0.4 � 2ÀÅ )ÃÇ Ê 2V � ÂQÄ - 1Ã - QÄ1)ÃÇÂ ;

g
d
(t = 0) = 2V � (0.841 - 0.159) = 1.365VÂ ;

g
d
(t =Ë 5ns) = g

d
(tÉ = 0.5) = s0 � ÂQÄ0Ã - QÄ - 0.8 � 2ÀÅ )ÃÇ Ê 0.955VÂ ;

g
d
(t =Ë 10ns) = g

d
(tÉ = 1) Ê s0 � ÂQÄ1Ã - QÄ3)ÃÇ Ê 0.351VÂ .

0
1 2 43 65

+2V

-2V

0

+2V

-2V

+1V

-1V

1 2 43 65

tÈT

s(t)

dS(t)

tÈT

c)

ÍÎÏÌÑÎÓÔÖÒÕÓÖŠÚÛÛÑÏÓÎÜÏÕÙÖÎÓŸÖŽÚ���Ö�Ñ��ŸÑ�!ÑÖÛÕ�!ÎÑ�Ÿ

"#$%&’
a) EoÄÀ=0, TD,oÄÀ=0:

Á(TD = 0) = 2 � Âg
d
(0) - (

n

)=1

|g
d
(+ * � T)| - (

+

)=1

|g
d
(- * � T)|ÇÂ .

Allgemein gilt mit 

Hier n=v=1: Á(TD = 0) = 2 � Âg
d
(0) - |g

d
(+ T)| - |g

d
(- T)|ÇÂ .

g
d
(0) = 1.365VÂ , g

d
(T) = g

d
(- T) = 0.315VÂ :

Á(TD = 0) = 2 � Â1.365 - 2 � 0.315ÇÂ = 1.47V.
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b)

E

d
S
(t)

Á(T
D

)

-Â -Â/2 Å Â/2 Â

Hinweis:

gÁltig fÁr n=2.

FÁr n = Ä = 1 unterscheidet sich das Auge nur geringfÁgig. Beispielsweise sind dann

die obere und die untere Augenbegrenzungen keine horizontalen Linien mehr.À
c) Å 2Ã =

N
0

2
� Ç+É
-É

|H
E
(f)|2 dfÂ=

N
0

2
� Ç+É
-É

expÊ - 2Ë � (
f

2 � f
E

)
2 ÈÂ Â df

Mit der Substitution a =
2ËÍ

2f
E

: Å 2Ã =
N
0

2
�

ËÍ
a

=
N
0 � fE
2Í Â .

N
0

= 10-9
V2

Hz
Â , f

E
= 40 � 106Â Hz : Å 2Ã = 0.0283V2 ÅÃ = 0.168VÂ .

d) Î
U

= Ï Á(T
D
)Ì2ÅÃ Ñ2Â = Ê1.470VÌ2

0.168V
È2 = (4.37)2 10 � lg(Î

U
) = 12.82 dBÂ .

e) p
U

= QÊ Î
U

Í È = Q(4.37)Ó 5.4 � 10-6Â .

f)

p
B

Ô p
U

Ó 5.4 � 10-6Â .

obere Schranke (ungÁnstigste Fehlerwahrscheinlichkeit):

untere Schranke (Nyquist-System): 

p
B

Ö QÊ 2 � EB
N
0

Ò È= QÊ 8 � 10-8Â V2s

10-9Â V2ÌHz
Ò È= Q(8.94) Ó 10-19Â .

g) - AugenÄffnung wird um Faktor 2 kleiner

- StÄreffektivwert bleibt gleich

10 � lg(Î
U

) 10 � lg(Î
U

) Ó 6.82Â dBÂ .wird um 6 dB kleiner, also

p
U

= QÊ Î
U

Í È = Q(2.19)Ó 1.4 � 10-2Â .
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MusterlÁsungen der VersuchsdurchfÂhrung (6. Termin)

D13.1:

a) In V13.1 wurden folgende Parameter verwendet: ÃÂ= 2V, ÄÀ = 1V. Im Programm

"fwk" sind dagegen alle Werte auf ÃÂ  normiert. Daraus folgt: Ä = 0.5. 

b)

0

ÇÅ

ÉÃÃÂ-0.1-0.2-0.3-0.4

4%

2%

0%

2.28%2.07%2.27%
2.83%3.74%

c) Der optimale Schwellenwert ergibt sich sowohl bei der Berechnung in V13.1 als auch

bei der Simulation zu ÉÇÉÊ= -0.1ËÃÂ. Allgemein gilt: Bei nicht gleichwahrscheinlichen

Symbolen liegt der optimale Schwellenwert stets nÁher am Amplitudenwert mit der

niedrigeren Auftrittswahrscheinlichkeit.

D13.2:

a) Die M= 4 mÂglichen Amplitudenwerte liegen bei ÈÃÂ und ÈÃÂ/3, die M-1= 3 Ent�

scheiderschwellen in der Mitte zwischen zwei mÂglichen Amplitudenwerten (also bei

0 und È2/3ËÃÂ). Die Wahrscheinlichkeit, daÄ eine der beiden ÁuÄeren Stufen ver�

fÁlscht wird, betrÁgt  ÇÍ= QÎ(ÃÂ/3)/Ä Ï. Die beiden inneren Stufen kÂnnen dagegen

nach beiden Richtungen verfÁlscht werden (VerfÁlschungswahrscheinlichkeit: 2ËÇÍ).
Durch Mittelung unter BerÀcksichtigung der Auftrittswahrscheinlichkeiten (jeweils

0.25) folgt ÇÌ=1.5ËÇÍ. Dieser Wert ergibt sich auch mit Gl. (13.31).

b) ÇÌ =
2 � (M - 1)

M
� QÑ ÃÂÃ(M - 1)

Ä ÓÔ 10ÖÒ QÑ ÃÂÃ(M - 1)

Ä ÓÔ 0.001 � M

2 � (M - 1)
ÃÂ
Ä

Õ (M - 1) � QÖŠÑ 0.001 � M

2 � (M - 1)
Ó

c) M = 2 :
Ä
ÃÂ

= 0.323; M = 3 :
Ä
ÃÂ

= 0.157; M = 4 :
Ä
ÃÂ

= 0.104.

d) M = 3; ÄÃÃÂ = 0.2 :Å MitÅÉÃÃÂ =È 0.52Å VerbesserungÅ vonÅ 0.93%Å aufÅ 0.87%;

M = 3; ÄÃÃÂ = 0.5 :Å MitÅÉÃÃÂ =È 0.68Å VerbesserungÅ vonÅ 23.8%Å aufÅ 21.8%.

Die optimalen Entscheiderschwellen liegen dabei stets bei den Schnittpunkten der

einzelnen Dichtefunktionen.
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D13.3:

a) m
(Â)ÄB = pB = 10Ê3Â , À (Â)ÄB =

pB � (1 - pB)
N

Å Ã pB
N

Ç = 10Ê4Â .

b) Bei 100 Versuchsreihen ergibt sich der Mittelwert zu 0.97É10Ê3, der Minimalwert zu
0.75É10Ê3 und der Maximalwert zu 1.14É10Ê3. Die Streuung betrÁgt 0.9É10Ê4. 

c) pÊ = p(|h (Â)
B

- pB| < Ë8Ë%) = 1 - 2 � Q(
Ë8Ë%ÀÄB ) =

!
0.8

Q(
Ë8Ë%ÀÄB ) =

!
0.1

Ë8Ë%ÀÄB = 1.26 Ë8Ë% = 1.26 � 10Ê4

D.h.: Im Intervall von 0.874É10Ê3  ... 1.126É10Ê3 sind 80% aller MeÄwerte zu erwarten.

d) Ë8Ë% = 1.2 � 10Ê4; Â IntervallÂ vonÂ 0.00097 È 0.00012 :Â 0.85 � 10Ê3Â À.À.À.ÀÂ 1.09 � 10Ê3Â ;Ë9Ë% = 1.5 � 10Ê4; Â IntervallÂ vonÂ 0.00097 È 0.00015 :Â 0.82 � 10Ê3Â bisÂ 1.12 � 10Ê3Â ;

Ë95% = 1.8 � 10Ê4; Â IntervallÂ vonÂ 0.00097 È 0.00018 :Â 0.79 � 10Ê3Â bisÂ 1.15 � 10Ê3Â .

e) N Í 1.96È

pB � 0.1È
Ã 400

pB
Â . MitÂ pB = 0.01 : N Í 40000

Mit diesen Werten fallen 95 von 100 Versuchsreihen in das Intervall zwischen 0.009
und 0.011. Damit gilt: pÊ = 0.95. Die Faustformel ist somit bestÁtigt.

D14.1:

a) Das Quellensignal q(t) ist unipolar, das Sendesignal s(t) bipolar. Wegen HK(f) = 1  gilt
r(t)= s(t)+n(t); hierbei stellt n(t) weiÄes Rauschen dar. Aufgrund des gauÄfÅrmigen
Empfangsfilters ist das Detektionssignal d(t) bandbegrenzt: Dessen Nutzanteil dÍ(t)
unterscheidet sich vom rechteckfÅrmigen Sendesignal s(t). Der StÅranteil dÎ(t) ist
gegenÃber dem StÅrsignal n(t) am EmpfÁngereingang niederfrequenter und besitzt
zudem eine kleinere Leistung. Zum Sinkensignal Î(t) kommt man durch Schwellen�
wertentscheidung. Im fehlerfreien Fall ist Î(t) bis auf eine schaltungsbedingte Laufzeit
identisch mit q(t). Das Augendiagramm ohne StÅrungen ist wie in V14.2 dargestellt. 

pUÁ(TÏ) ÀÏ pB 10 � lg(ÌU)

berechnet

umgerechnet
auf Ç1V

simuliert

b)

1.470ÉV 0.168ÉV 5.4 � 10Ê6 12.82ÉdB

1.4 � 10ÊÈ0.735ÉV 0.168ÉV  6.80ÉdB

1.4 � 10ÊÈ0.741ÉV 0.168ÉV  6.86ÉdB3.5 � 10Ê3

Ergebnis: gute Êbereinstimmung zwischen gerechneten und simulierten Werten.

c) Da mit diesen Systemarametern  gÏ(t=2T)Ã 0 ist, unterscheiden sich die Simulations�
ergebnisse fÃr  n=Î =2 gegenÃber  n=Î =1 (fast) nicht.  
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d) Die mittlere Fehlerwahrscheinlichkeit pB ist etwa um den Faktor 4 kleiner als die
ungÁnstiste Fehlerwahrscheinlichkeit pU.

___________________________________________________

-1V 0 +1V
d
S
(T

D
)

e)

ÂÄÀ ÂÄÀ ÂÄÀ ÂÄÀ

ÂÄÅÂÄÅ

MÂgliche Werte Wahrscheinlichkeiten

Ã Á(T
D

= 0)Ç2 É 0.367 V

Ã
gÊ(TD = 0)

2
É 0.682 V

Ã 1 V
2
8

= 0.25

2
8

= 0.25

4
8

= 0.50

f) pË0.367
= QÈ

0.367
0.168

Í = Q(2.18) É 1.4 � 10-2Ä Ä (= p
U

)Ä ,

pË0.682
= QÈ

0.682
0.168

Í = Q(4.06) É 2.4 � 10-5Ä , pË1.000
= Q(5.95) É 1.4 � 10-9Ä .

p
B

=
1
4

� pË0.367
+

1
2

� pË0.682
+

1
4

� pË1.000
É

p
U

4
= 3.5 � 10-3Ä .

g)

7 � 10-3Ä .

MÂgliche Werte fÁr den Schwellenabstand mit Wahrscheinlichkeit 1/8:

0.267, 0.467, 0.900, 1.100.

MÂgliche Werte fÁr den Schwellenabstand mit Wahrscheinlichkeit 1/4:

0.582, 0.782.

p
B

É
1
8

� QÈ
0.267
0.168

Í =
1
8

� 5.6 � 10-2 =NÀherung:

h) Gute Åbereinstimmung: Das Programm liefert 7.1Î10-3.

ÏÌÑÓÔÖ

a) p
U

Á(T
D
) ÒÊ p

B 10 � lg(Õ
U

)

HK(f)=1

Koaxialkabel
(aÂ=Ã60dB)

1.4 � 10-20.735 0.168Ã  6.86ÃdB3.5 � 10-3

0.735Ã 70.424Ã -Ã45.65ÃdB0.5 0.5

Die Streuung des StÂranteils ist wegen der erforderlichen Entzerrung (Anhebung der
hohen Frequenzen) sehr hoch. Trotz der relativ groÇen AugenÂffnung ist deshalb das
System unbrauchbar.
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b) FdÌ (Â) = Fn(Â) � |ÄÑ(Â)|Ó =
ÀÔ

2
�

|ÄI(Â)|
Ó

|ÄÖ(Â)|Ó
Â |ÄÑ(Â)|Ó = eÓ�a� Ó�f�TÅ

� eÒÓÃf ÇÉÕŠf ÇÊ ÚÛ.mit 

20 40 60 80 100 MHz Â

FdÌ(Â)ËÈ

Maximum:

5.42 � 10Ü

0.05

Mit Â È=Á0.65, ÂI ÈÙ=Á0.4 und aÁ=Á6.9 (Neper): 

|ÄÑ(Â = 65MHz)| = 328 |ÄÑ(Â = 65 MHz)| Ó = 1.076 � 10Ÿ

FdÌ (Â = 65MHz)ËÈ Í
1

2
� 0.1 � 1.076 � 10Ÿ = 5.4 � 10ÜÂ .

c) Der unter a) ermittelte ungÄnstigste StÀrabstand ergab sich zu -45.65 dB. Erforder�

lich wÅren dagegen 11.35 dB. Das bedeutet: Man muÃ entweder die Sendeleistung um

57 dB erhÀhen oder die StÀrleistung um 57 dB (also um den Faktor 5Î10Ÿ) absenken.

Anstelle von ÀÔ/È= 0.1 ist dann nur noch ÀÔ/È= 2Î10Ò7 zulÅssig.

d) Mit dieser Rauschleistungsdichte ergibt sich ÏŽ= 1.1Î10ÒŠ. Das gestellte Kriterium

wird somit nÅherungsweise erfÄllt.

e) ÏŽÌ(È�) sd Ï� 10 � lg(rŽ)

ÂI � È = 0.25

ÂI � È = 0.30

ÂI � È = 0.35

ÂI � È = 0.40

ÂI � È = 0.45

ÂI � È = 0.50

1.1 � 10ÒŠ
0.735 0.100Á  11.35ÁdB2.5 � 10ÒŸ

9.4 � 10ÒÓ
0.000 0.017 0.5 - Ñ

1.1 � 10ÒÜ7.7 � 10ÒŸ
0.192 0.031Á   9.72ÁdB

1.3 � 10ÒŸ1.8 � 10Ò�ÓÔÖÒÕ ÓÔÓŠÒÚ ÛÜÙÔÖÕÚŸŽ

2.3 � 10ÒÜ5.7 � 10ÒŠ0.962 0.170   9.05ÁdB

2.0 � 10ÒÓ6.2 � 10ÒÜ
1.159 0.281Á   6.28ÁdB

f) Hinsichtlich der Impulsformer-Grenzfrequenz ÂI gibt es ein Optimum; bei den

gewÅhlten Parameterwerten liegt die optimale Grenzfrequenz bei  ÂIÎÈ= 0.35. Ist  ÂI
zu groÃ, so ist dies zwar gÄnstig fÄr das Nutzsignal (d.h. groÃe AugenÀffnung), aber die

StÀrungen machen sich dann extrem ungÄnstig bemerkbar. Bei zu kleiner Grenz�

frequenz Äberwiegt dagegen der EinfluÃ der Impulsinterferenzen (d.h.: zu kleine

AugenÀffnung). FÄr  ÂIÎÈ< 0.27 ergibt sich stets ein geschlossenes Auge. 
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MusterlÁsungen der Âbungsaufgaben (6. Termin)
Á13.1:

#include <math.h>
float Q1(x)
float x;
{ float erfc() ;
  return(0.5*erfc(x/sqrt(2.)));
}

#include <math.h>
float Qo(x)
float x;
{float pi=3.1415926345;
 if (x <= 0.) return (1000000.);
 return (exp(-0.5*x*x)/(x*sqrt(2.*pi)));
}

float Qu(x)
float x;
{float Qo();
 if (x <= 0.) return (1000000.);
 return (Qo(x)*(1.-1./(x*x)));
}

#include <stdio.h>
main()
{ float x,Q1(),Qo(),Qu();
  int i;
  printf("\n   x \t   Q1(x) \t   Qo(x) \t   Qu(x)\n\n");
  for (i=0; i<=20 ; i++)
   { x=0.5*i;
     printf("%5.2f   %12.4e   %12.4e   %12.4e   \n",x,Q1(x),Qo(x),Qu(x));
   }
}

Á13.2:

main()
{ float A,E,Eopt,pu,po,ps,psmin,p0,sigma,x1,x2,x3,Q1();
  int i;
  printf("\nEinlesen des Amplitudenstufenwertes A = ");
  scanf ("%f",&A);
  printf("\nEinlesen der Streuung sigma = ");
  scanf ("%f",&sigma);
  printf("\nEinlesen der Wahrscheinlichkeit p(-1) = ");
  scanf ("%f%f%f",&pu);
  printf("\nEinlesen der Wahrscheinlichkeit p(+1) = ");
  scanf ("%f%f%f",&po);
  p0=1.-pu-po;
  psmin=1.;
  Eopt=0.;
  for (E=0.; E<=A; E+=0.05 )
    { x1=(E-A)/sigma;
      x2=E/sigma;
      x3=(A-E)/sigma;
      ps = pu*(1-Q1(x1)) + 2*p0*Q1(x2) + po*Q1(x3);
      if (ps < psmin)
        { psmin=ps;

     Eopt=E;
        }
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        printf("\nE = %4.2f \t pS = %10.4e",E,ps);
    }
  printf("\n\nMinimale SFW pSmin = %10.4e  bei  Eopt = %4.2f\n",psmin,Eopt);
}

Mit s = 0.1 liegen die optimalen Entscheiderschwellen ziemlich genau bei #ÂÄÀ = Å0.5.

Weicht man mit den Entscheiderschwellen von diesem Optimalwert ab, so ergibt sich

eine deutliche Degradation. Dagegen verschieben sich die optimalen Schwellenwerte auf

#ÂÄÀ =Å0.55 (s = 0.2) bzw. #ÂÄÀ =Å0.7 (s = 0.4), also nach auÁen.

ÃÇÉÊÇË

# include <math.h>
void basaug(n,gd,oef,fld)
long n;
double *oef;
float gd[289],fld[73][32];
{ float a[5],d[73],doben=1.,dunten=-1.,hilf;
  long augzal,i,j,jj,k,l,lmax,m,max,mitte=n;
  double auge;
  augzal=pow(2,2*n+1);
  max=36;
  for(m=0; m<=4; m++)
    { a[m]=-1.; }
  for(i=0; i<=augzal-1; i++)
    {
     for(j=0; j<=72; j++)
       { d[j]=0.; } 
     for(l=-36; l<=36; l++)
       { lmax=l+max;
         for(k=0;k<=2*n;k++)
           { j=l+(mitte-k)*max;
             jj=j+144;
             hilf=gd[jj]*a[k];
             d[lmax]=d[lmax]+hilf;
           }
       }
     for(l=0; l<=72; l++)
       { fld[l] [i]=d[l]; }    
     if(a[mitte] == 1.) 
       { if(d[max] < doben)
           { doben=d[max]; }
       }
     else
       { if(d[max] > dunten)
           { dunten=d[max]; }
       }
     for(m=0; m<=4; m++)
       { if(a[m] == -1.) { a[m]=1.; break; }
         else            { a[m]=-1.; }
       }
    }
    auge=(doben-dunten);
    if(auge <= 0.)
      { auge=0.; }
    *oef=auge;
}
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MusterlÁsungen der Vorbereitungsfragen (7. Termin)

V15.1:

a)

t

f

gÂ(t)

GÂ (f)

f

ÄÀ

ÅÃÇ ÅÃÇÉÅÃÇ

ÊË
ÈÂ(Í) = gÂ(t)Â Â gÂ(- t)*

Î ÅÏÉÅÌ ÇÑÓÔ

Î ÅÏÖ ÉÒÀ ÌÇ

Ö ÀÌÄ ÅÏÖ ÉÒÀÑÓÔ

ÉÌ ÉÅ Å ÌÕÓÔÉÌ ÉÅ Å ÌÕÓÔ

Š

ÊË
ÈÂ(Í)

ÚË
ÈÂ(f)

ÚË
ÈÂ(f) = |GÂ (f)|

Û

GÂ (f) = F[gÂ(t)] ÚË
ÈÂ(f) = F[ÊË

ÈÂ(Í)]

b) Aus (15.11) und (15.12) folgt mit  M= 2:

ÊÂ(Í) =
M + 1

3 � T � (M - 1) � ÊË
ÈÂ(Í) =

1

T � ÊË
ÈÂ(Í) = sÛÜ � tri(ÍÙT)Â ; tri: Dreieckfunktion.

ÚÂ(f) =
M + 1

3 � T � (M - 1)
� ÚË

ÈÂ(f) =
1

T
� ÚË

ÈÂ(f) = sÛÜ � T � siÛ(Ÿ � f � T)Â .

PŽ = ÊÂ(0) = sÛÜ = 9 VÛÂ .

c) Aus (15.11) und (15.12) folgt mit  M= 4:

ÊÂ(Í) =
M + 1

3 � T � (M - 1) � ÊË
ÈÂ(Í) =

5

9 � T
� ÊË

ÈÂ(Í) =
5

9
� s

Û
Ü � tri(ÍÙT)Â ;

ÚÂ(f) =
M + 1

3 � T � (M - 1)
� ÚË

ÈÂ(f)=
5

9 � T
� ÚË

ÈÂ(f) =
5

9
� s

Û
Ü � T � siÛ(Ÿ � f � T)Â .

PŽ = ÊÂ(0) =
5

9
� s

Û
Ü = 5 VÛÂ .

d) Bei gleicher Symboldauer T haben das BinÁr- und das QuaternÁrsystem bis auf einen

konstanten Faktor, der die kleinere Leistung des QuaternÁrsystems berÄcksichtigt,

genau gleiche AKF- und LDS-VerlÁufe. Die Bitrate des QuaternÁrsystems ist doppelt

so groÀ wie die des BinÁrsystems.

Vergleicht man dagegen die LDS von BinÁr- und QuaternÁrsystem bei konstanter

Bitrate, so ist die Symboldauer des QuaternÁrsystems (T= 2T�) doppelt so groÀ als

beim BinÁrsystem (T= T�). Das LDS des QuaternÁrsystems ist dann gegenÄber Punkt

c) nur halb so breit, aber doppelt so hoch.
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V15.2:

a) WÁren die einzelnen Amplitudenkoeffizienten an  des ternÁren Codersignals c(t)

statistisch voneinander unabhÁngig und gleichwahrscheinlich, so ergÁbe sich die

maximale Entropie HÂÄÀÅÃ = ld 3 bit. Da jedoch durch diese Art der Codierung keine

Information hinzugefÂgt wird, ist die tatsÁchliche Entropie HÂ =1 bit gleich der des

redundanzfreien BinÁrsignals. Aus diesen beiden Werten ergibt sich mit (15.18) die

relative Coderedundanz zu  rÇ = 1 - 1/ld(3) É 37%.

b) n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

qÊ +1 +1 +1 +1 +1 +1-1 -1 -1 -1 -1 -1

bÊ +1 +1 -1 -1+1 +1

cÊ 0 +1 -1 -10 0 0 0 0

-1 +1 -1 -1 -1-1

-1 +1 -1

c) Ë 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

qÊ +1 +1 +1 +1 +1 +1-1 -1 -1 -1 -1 -1

bÊ +1 +1 +1 +1 +1-1 -1 -1+1 +1 +1 +1

cÊ +1 0 +1 +1-1 -1 -10 0 0 0 0

d) p(cÊ = + 1) = p(cÊ = - 1) = 0.25, p(cÊ = 0) = 0.5.

e) Der AKF-Wert ÈÍ(0) gibt den quadratischen Mittelwert an: ÈÍ(0)=0.5.

f) FÂr Î > 1 ist ÈÍ(Î ) = 0 (wegen NÇ = 1).

g) ÈÍ(1) = EÏcÊ � cÊÌÑÓ = MittelungÄ ÂberÄ Ï pÔcÊ Ö cÊÌÑÒ � cÊ � cÊÌÑÓ

= - 1 �
1

8
- 1 �

1

8
= -

1

4
(siehe Tabelle auf der nÁchsten Seite).

h)

Õ Š Ú

ÈÍ(Î)

Î = ÛÜTÕÙŠÙÚ

ÈÍ(0) = 1Ü2

ÈÍ(1) = - 1Ü4

ÈŸ(Û)
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f) c
n

0

+1

-1

0

0

+1

+1

-1

-1

c
n+1

pÂc
n

Ä c
n+1

À =
c
n � c

n+1 p(c
n
) � pÂc

n+1
|c

n
À

0

+1

-1

0

+1

-1

0

+1

-1

0

0

0

+1

-1

-1

+1

0

0

1Å4 � 0 = 0

1Å4 � 1Å2 = 1Å8

1Å4 � 0 = 0

1Å4 � 1Å2 = 1Å8

ÃÇÉÊËÈ

a) T = TÍ = 2 � TÎ = 20nsÂ .

b) Der Grundimpuls Ándert sich gegenÄber V14.1 aufgrund der grÀÅeren Symboldauer:

gÏ(t) = s
0 � ÌQÂ2 � 2ÑÓ

� fE � (t -
T

2
)À - QÂ2 � 2ÑÓ

� fE � (t +
T

2
)ÀÔÂ .

gÏ(tÖ) = s
0 � ÌQÂ2 � 2ÑÓ � fEÖ � (tÖ - 0.5)À - QÂ2 � 2ÑÓ � fEÖ � (tÖ + 0.5)ÀÔÂ .Â Daraus :

Mit t’=t/T  und  fE’=fE T=Á0.8:Ò

gÏ(tÖ = 0) = s
0 � ÌQÂ - 0.8 � 2ÑÓ À - QÂ0.8 � 2ÑÓ )ÀÔ Õ 2V � ÌQÂ - 2À - QÂ2)ÀÔÂ ;

gÏ(t = 0) = 2V � (0.97725 - 0.02275) = 1.909VÂ .

gÏ(t =Š 10ns) = gÏ(tÖ = 0.5) Õ s
0 � ÌQÂ0À - QÂ4ÀÔ Õ 0.995VÂ .

gÏ(t =Š 20ns) = gÏ(tÖ = 1) Õ s
0 � ÌQÂ2À - QÂ6)ÀÔ Õ 0.045VÂ .

c) Â(T
D

= 0) = 2 � Ì
gÏ(0)

3
- |gÏ(T)| - |gÏ(- T)|Ô = 2(

1.909

3
Â -Â 2 � 0.045) Õ 1.093 VÂ .

d) Da sowohl N0 als auch HE(f) nicht verÁndert wird, bleibt ÚÏ erhalten. Somit ist:

p
U

= Q(3.25)Û
U

= Ü
Â(T

D
)Å2

ÚÏ
Ù2Â = Â

1.093VÅ2

0.168V
À2 = (3.25)2

10 � lg(Û
U

) = 10.24Â dB

Õ 5.8 � 10-4Â

(Verschlechterung gegenÄber BinÁrsystem: 2.58ÃdB).
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V16.1:

a) G
d
(f) = G

d
(0) � cosÂ(

Ä � f

4 � fÀ
)Â fÁrÂ |f| Å 2 � fÀ Â .

b) FÁr ein Nyquist-System muÄ Gl. (16.15) erfÁllt sein. Es ist offensichtlich, daÄ nur dann

die periodische Fortsetzung von Gd(f) im Abstand fÃ eine Konstante ergibt, wenn fÀ
ein geradzahliges Vielfaches von 2Ç fÃ= 1/T ist. Sinnvoll ist jedoch nur fÀ = fÃ.

c)

É =
G
d

(fÃ - f)

cos ÊÄ � (fÃ - f) � TË
+

G
d

(fÃ + f)

cos ÊÄ � (fÃ + f) � TË
= G

d
(0) =Â const.

MitÂ fÀ = fÃ :ÂG
d
(f) = G

d
(0) � cosÂ(

Ä

2
� f � T)Â fÁrÂ |f � T| Å 1Â .

2. Nyquistkriterium entsprechend (16.8):

É =
G
d
(0) � cosÂ ÊÄÈ2 � (f

N
- f) � TË

cos ÊÄ � (fÃ - f) � TË
Â +

G
d
(0) � cosÂ ÊÄÈ2 � (f

N
+ f) � TË

cos ÊÄ � (fÃ + f) � TË
Â .

Weiter gilt:

cosÂ(x)

cos(2x)
=

Í1 + cos(2x)ÎÈ2

cos(2x)
=

1

2
� Í1 +

1

cos(2x)
ÎÂ .

É =
G
d
(0)

2
� Í1 +

1

cos ÊÄ � (fÃ - f) � TË
+ 1 +

1

cos ÊÄ � (fÃ + f) � TË
ÎÂ .

cos ÊÄ � (f
N

Ï f) � TË =cos Ê
Ä

2
Ï Ä � f � TË = sin ÊÏ Ä � f � TË =Ï sin ÊÄ � f � TË :Mit

É =
G
d
(0)

2
� Í2 -

1

sin ÊÄ � f � TË
+

1

sin ÊÄ � f � TË
Î = G

d
(0) = const.Â .

q.e.d.

Obiges Spektrum eingesetzt:

Daraus folgt:

d) Nach (16.11) gilt mit r = 1:

g
d
(t) = gÌ �

cos(Ä � tÈT)

1 - 4 � (tÈT)Â
� si (Ä �

t

T
)Â .

Die NulldurchgÀnge bei Vielfachen von T (1. Nyquist-Kriterium) entstehen aufgrund

der si-Funktion,  die zusÀtzlichen NulldurchgÀnge  bei Å1.5T, Å2.5T, Å3.5T usw.  (2.

Nyquist-Kriterium) durch die cos-Funktion. Bei t = T/2 ist kein Nulldurchgang.

e) FÁr t = T/2 liefert obige Gleichung einen unbestimmten Wert. Regel nach l’Hospital:

g
d
(TÈ2) = gÌ � si(Ä �

t

T
) �

dÈdt[cos(Ä � tÈT)]

dÈdt[1 - (2 � tÈT)Â]
Â Â

Ñ Ó ÔÖÒ

= gÌ � si(Ä �
t

T
) �

- ÄÈT � sin(Ä � tÈT)]

- 2 � (2tÈT) � (2ÈT)
Â Â Â Â Â Â Â = gÌ �

2

Ä
�

Ä

4
=

gÌ
2

Â .
Ñ Ó ÔÖÒ
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f) HE (f) =
G
Á
(0) � cos2 ÂÄÀ2 � f � TÅ
G
Â
(0) � siÂÄ � f � TÅ

=
cos2 ÂÄÀ2 � xÅ

siÂÄ � xÅ
Â Â mitÂ Â x = f � T, |x| < 1Â .

0.0

1.000cos2 Â Ä
2

� xÅ

x = f � T 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0.976 0.905 0.794 0.655 0.500 0.345 0.206 0.095 0.024 0.000

siÂÄ � xÅ 1.000 0.983 0.935 0.858 0.757 0.636 0.505 0.368 0.234 0.109 0.000

1.000 0.993 0.968 0.925 0.865 0.786 0.683 0.560 0.406 0.220 0.000HE (f � T)

ÃÇÉÊËÈ

a) s(t) = qÍ(t) * hS(t) = Î
+Ï

Ì=-Ï
aÌ � s0 � T � hS(t - Ñ � T)Â ; g

Â
(t) = s0 � T � hS(t)Â .

b)

HS(f)

f � T
0.5 1.0

1

-0.5-1.0

HE(f)

HS,opt(f) = HE,opt(f) = HN(f)Ó = cos(
Ä
2

� f � T)Â Â fÁrÂ Â |f � T| Ô 1Â .

c) Da HS(f) als Produkt einer Cosinusfunktion (Frequenzperiode 4/T) mit einer Recht�

eckfunktion (Breite 2T) dargestellt werden kann, ergibt sich hS(t) durch Faltung zweier

Diracfunktionen (bei ÖT/4, Gewicht jeweils 0.5) mit einer si-Funktion. Damit:

g
Â
(t) = s0 � T � hS(t) = s0 � T �

1

2
�

2

T
Òsi(2 � Ä

T
(t -

T

4
)) +

q.e.d.

si(
2 � Ä
T

(t +
T

4
))Õ =

= s0 � Ò
sin(2 � Ä � tÀT - Š

2
)

ÄÀ2 � (4 � tÀT - 1)
+

sin(2 � Ä � tÀT + Š
2
)

ÄÀ2 � (4 � tÀT + 1)
Õ =

=
2 � s0

Ä � Ò- cos(2 � Ä � tÀT)

(4 � tÀT - 1)
+

cos(2 � Ä � tÀT)

(4 � tÀT + 1)
Õ =

4 � s0
Ä �

cos(2 � Ä � tÀT)

1 - 16 � (tÀT)2

d) Bei ganzzahligen Vielfachen von T liefert die Cosinusfunktion stets den Wert 1. 

g
Â
(0) =

4 � s0
Ä

= 1.273; g
Â
(T) = -

g
Â
(0)

15
= - 0.085;

g
Â
(2T) = -

g
Â
(0)

63
= - 0.020; g

Â
(3T) = -

g
Â
(0)

143
= - 0.009Â .

Daraus folgt:

e) Die mittlere Sendeleistung wird durch die Impilsinterferenzen nicht beeinfluÄt; die

Gleichungen (16.20) und (16.21) gelten somit unabhÀngig vom Rolloff-Faktor r. Da�

gegen wird der Maximalwert des Sendesignals signifikant von den Impilsinterferenzen

und dem Rolloff-Faktor bestimmt. Im Versuch D16.3 wird gezeigt, daÄ der Quotient

Max|s(t)|/s0 je nach Rolloff-Faktor Werte zwischen 1.4 und 2 annehmen kann.  
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MusterlÁsungen der VersuchsdurchfÂhrung (7. Termin)
D15.1:

a) DuobinÁrcode:

Ä 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

ÂÄ +1 +1 +1 +1 +1 +1-1 -1 -1 -1 -1 -1

ÀÄ 0 +1 -1 -10 0 0 0 0-1 +1 -1

AMI-Code:

Ä 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

ÂÄ +1 +1 +1 +1 +1 +1-1 -1 -1 -1 -1 -1

ÀÄ 0 +1 -1 -10 0 0 0 0+1 -1 +1

b) ÀÅ(0)Codierung Ordnung gleichsignalfreiÀÅ(Ã1) ÀÅ(Ã2)

binÁr bipolar
redundanzfrei

DuobinÁrcode

AMI-Code

0 1.00 0.00 0.00 nein

1 0.50 0.25 0.00 nein

1 0.50 -0.25 0.00  ja

c)

FÅ(Ç) =
1

2
� É1 + cos(2p � Ç � Ê)ËDuobinÁrcode: = cosÈ(p � Ç � Ê)Â ,

FÅ(Ç) =
1

2
� É1 - cos(2p � Ç � Ê)Ë = sinÈ(p � Ç � Ê)Â .AMI-Code:

FÅ(Ç) = 1Â ,redundanzfrei:

d) Lange "+1"-Folge und lange "-1"-Folge sind hier nicht mÄglich.

Lange "0"-Folge, falls Quellensymbolfolge "-1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, ..."

Alternierende Folge, falls Quellensymbolfolge "+1,+1,+1,+1,+1,+1, ..."

e) Lange "+1"-Folge, falls Quellensymbolfolge "-1,+1,+1,+1,+1,+1, ..." 

Lange "-1"-Folge, falls Quellensymbolfolge "+1,+1,+1,+1,+1,+1, ..."

Lange "0"-Folge, falls Quellensymbolfolge "-1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, ..."

Alternierende Folge ist hier nicht mÄglich.

f) Mit (15.12) und dem Ergebnis von c) erhÁlt man:

FÍ(Ç) = FÅ(Ç) �F
Î
ÏÍ(Ç) = cosÈ(p � Ç � Ê) � Ì È

Ñ � Ê �
sinÈ(p � Ç � Ê)

Ép � Ç � ÊËÈ
Â .
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sin2(2p � Å � Ã)

Âp � Å � ÃÄ2
=FÀ(Å) =

Ç 2

0 � Ã

4
�

Mit cos(x) � sin(x) =
1

2
sin(2x)Â folgtÂ weiter :

Ç 2
0 � Ã � si2(2p � Å � Ã)Â .

ÁÀ(t) ergibt sich aus ÁÅ(t) durch lineare Interpolation (dreieckfÁrmiger Verlauf). 

Ã Ç É
l = tÊÃÃËÇËÉ

ÁÀ(0) = 1Ê2

ÁÀ(Ã) = 1Ê4

ÁÀ(t)

ÁÀ(2Ã) = 0

ÈÍÎÏÌÑ

a) n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

qÓ +1 +1 +1 +1 +1 +1-1 -1 -1 -1 -1 -1

bÓ -1 +1 -1 +1 +1

cÓ 0 +1 -10 0 0 0 0

+1 -1 -1 -1-1 +1 +1

+1 -1 +1 +1

b) ÁÅ(0)Codierung ÁÅ(Ô1) ÁÅ(Ô2)

Bipolarcode

AMI-Code

2. Ordnung

ÁÅ(Ô3)

0.50 -0.25 0.00 0.00

0.50 0.00-0.250.00

c) FÅ(Å) ist bis auf eine (Abszissen-)Stauchung um den Faktor 2 identisch wie beim AMI-

Code. Dagegen unterscheidet sich FÀ(Å) auch in der Form, da in beiden FÄllen mit der

gleichen si-Funktion multipliziert werden muÀ. 

Ö Ç Å  Ã.

FÀ (Å)

FÅ (Å)
1

ÃÖ Ç

Ã

FÀ (Å)

FÅ (Å)1

Å  Ã

Bipolarcode 2. Ordnung AMI-Code (Bipolarcode 1. Ordnung)

d) Die alternierende Folge "+1, -1, +1, -1, +1, -1, ..." ist hier nicht mÁglich. Man

erkennt dies u.a. daran, daÀ FÀ(Å=1/(2Ã)) gleich Null ist.
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D15.3:

a)
PseudoternÁrcode

AMI-Code

DuobinÁrcode

ungÂnstigste Symbolfolge(n) fÂr das obere Auge

obere Begrenzungslinie untere Begrenzungslinie

. . .  -1   +1   -1  . . .

 . . .  0   +1     0  . . .

. . .  +1    0     0   . . .

. . .  0     0   +1   . . .
bzw.

. . .  +1    0     0   . . .

. . .  0     0   +1   . . .
bzw.

b) AMI-Code: doÉeÊ = gË - 2ÂgÈ , duÊÍeÊ = gÈ ; 

Á(TÎ) = doÉeÊ - duÊÍeÊ= gË - 3ÂgÈ = 0.684 - 3Â0.156 = 0.216V.

DuobinÁrcode: doÉeÊ = gË , duÊÍeÊ = gÈ ;

Á(TÎ=0) = gË - gÈ = 0.684V - 0.156V = 0.528V.

Der AMI-Code ist ungÂnstig, da auch die alternierende Folge auftreten kann.

c) EÏ = (doÉeÊ +duÊÍeÊ)/2, EÈ =-EÏ; 

AMI-Code: EÏ = (gË - gÈ)/2 = 0.264V, EÈ = -0.264V;

DuobinÁrcode: EÏ = (gË + gÈ)/2 = 0.420V, EÈ = -0.420V.

d) pÌÁ(TÎ) ÄÀ pB

fI � T = 0.35

fI � T = 0.40

fI � T = 0.45

0.062 0.057 0.29

5.4 � 10ÑÏ0.214 0.100Á   0.61ÁdB

7.4 � 10ÑÏ0.352 0.170Ä   0.33ÄdB

  -5.30ÄdB0.1

0.14

0.15

10 � lg(ÅÌ)

geschlossenes Auge bei fI,miÊ
ÂT= 0.33.

e) pÌÁ(TÎ) ÄÀ pB

fI � T = 0.25

fI � T = 0.30

fI � T = 0.35

0.117 0.017

3.1 � 10Ñ70.286 0.031Á   13.19ÁdB

3.5 � 10Ñ50.417 0.057   11.28ÄdB

  10.97ÄdB1.9 � 10Ñ5 2.0 � 10ÑÓ

2.5 � 10Ñ6

1.2 � 10ÑÓ

10 � lg(ÅÌ)

geschlossenes Auge bei fI,miÊ
ÂT= 0.22.
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D15.4:

a) Das Codersignal c(t) ist vierstufig und besitzt gegenÁber dem binÂren Quellensignal
q(t) die doppelte Symboldauer. Der Schwellenwertentscheider hat hier M - 1 = 3
Schwellenwerte. Somit ist die AugenÄffnung prinzipiell um den Faktor 3 geringer.
Aufgrund der niedrigeren Symbolrate ist allerdings der EinfluÀ der Impulsinter�
ferenzen weniger stark ausgeprÂgt. Bei der gegebenen Grenzfrequenz fÔÂT=0.4 wird
das Auge aufgrund der Impulsinterferenzen nur von 0.667 auf 0.562 vermindert. Beim
vergleichbaren BinÂrsystem ergab sich eine Verkleinerung von 2 auf 0.735.

b) Nach (15.30) gilt:

Á(TÖ) = 2 � Ä gÀ(TÖ)
M - 1

- Å
ÒÃ

Ç=Õ

|gÀ(TÖ + É � T)| - Å
ÒÊ

Ç=Õ

|gÀ(TÖ - É � T)|ËÅ .

Das bedeutet, daÀ die Summe aller Vor- und NachlÂufer betragsmÂÀig kleiner als der
um den Faktor 3 verminderte Hauptwert sein muÀ. Mit den weiteren EinschrÂn�
kungen gŠÕ = gÕ und gÚ = g3 = ... = gŠÚ = gŠ3= ... = 0 gilt |gÕ|< gÛ/6.  

c) pÜÁ(TÖ) ÈÀ pÙ

fÔ � T = 0.25

fÔ � T = 0.30

fÔ � T = 0.35

fÔ � T = 0.40 3.0 � 10Š30.547 0.100Ã   8.77ÃdB1.2 � 10Š3

5.9 � 10ŠŸ0.106 0.017

2.9 � 10ŠŽ2.8 � 10Š80.313 0.031Á  13.97ÁdB

3.1 � 10ŠŸ3.8 � 10Š�0.455 0.057Ã  12.05ÃdB

 10.15ÃdB6.5 � 10Š�

10 � lg(ÍÜ)

geschlossenes Auge bei fÔ��!"ÂT= 0.23.

d) FÁr alle Systeme gibt es eine optimale Impulsformergrenzfrequenz fÔ�#$%. Ist fÔ<fÔ�#$%,
so entstehen groÀe Impulsinterferenzen und es resultiert daraus eine kleine vertikale
AugenÄffnung. Dagegen fÁhrt ein zu groÀer Wert von fÔ zu einer starken ÇberhÄhung
des Entzerrerfrequenzgangs, so daÀ die DetektionsstÄrleistung sehr groÀ wird. Dieser
grundsÂtzliche Zusammenhang gilt auch bei redundanten/mehrstufigen Codes.

e) Mit dem QuaternÂrcode kann gegenÁber dem BinÂrcode ein StÄrabstandsgewinn von
ca. 2dB erzielt werden. Der Grund hierfÁr ist die um den Faktor 2 niedrigere Symbol�
rate, die zu geringeren Impulsinterferenzen fÁhrt. WÂhrend das binÂre Auge fÁr
fÔ

ÂT<0,27 geschlossen ist, ergibt sich beim QuaternÂrsystem trotz des prinzipiellen
Verlustes um den Faktor 3 erst fÁr fÔ ÂT<0,23 ein geschlossenes Auge. Die optimale
Grenzfrequenz ist deshalb fÁr M= 4 (fÔ�#$%ÂTÎ0.28) deutlich kleiner als bei M= 2
(fÔ�#$%ÂTÎ0.35). Damit ergibt sich auch ein kleinerer StÄreffektivwert.

f) Bei kleinerer KabeldÂmpfung wird die optimale Grenzfrequenz sowohl beim BinÂr-
als auch beim QuaternÂrsystem grÄÀer. Mit aK = 40 dB ist das QuaternÂrsystem
sogar um ca. 0.75 dB schlechter als das BinÂrsystem.  
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g) Bei den gegebenen Voraussetzungen betrÁgt der StÂrabstandsverlust gegenÄber dem

redundanzfreien BinÁrcode ca. 12 dB. Wegen der ternÁren Auswertung ohne gleich�

zeitige Reduzierung der Symbolrate muÀ die Grenzfrequenz deutlich erhÂht werden.

Besonders ungÄnstige Symbolfolgen werden trotz der relativ groÀen Redundanz von

37% durch diesen Code nicht ausgeschlossen. Bereits fÄr fI.T< 0.33 ist das Auge

geschlossen. Die optimale Grenzfrequenz betrÁgt (bei der KabeldÁmpfung 60 dB)

fI,opt .T Â 0.4, und dementsprechend groÀ ist auch die DetektionsstÂrleistung. 

h) Wenn die beiden Grundimpulswerte g1 und g-1 jeweils negativ wÁren.

i) Jeweils vier BinÁrsymbole werden zu drei TernÁrsymbolen zusammengefaÀt. Dadurch

verringert sich die Symbolrate gegenÄber dem BinÁrsystem um den Faktor 0.75. Bei

einem Nyquist-System ergÁbe sich aufgrund der TernÁrentscheidung die Augen�

Âffnung zu 1, wegen der Impulsinterferenzen verringert sich diese auf 0.456. Das

ungÄnstigste SignalstÂrleistungsverhÁltnis ist um 5 ... 7 dB schlechter als bei den

redundanzfreien Systemen, aber auch um ca. 6.5 dB besser als beim AMI-Code.

ÄÀÅÃÀÇ

a) Allgemein gilt: gÉ(t) = 2 � s0 � fG � T � si(Ê � fG � t). Im folgenden sei s0 = 1.

b) Bei  fG.T = 0.5 ist das Auge maximal geÂffnet; die vertikale AugenÂffnung betrÁgt 2.

Eigentlich mÄÀte bei rechteckfÂrmigem Spektrum die horizontale AugenÂffnung

gleich 0 sein (d.h. das Auge zu einem unendlich schmalen Spalt entarten). Da hier

jedoch nur n = Ë = 3 Vor- und NachlÁufer berÄcksichtigt werden (und nicht unend�

lich viele), ergibt sich fÄr die horizontale AugenÂffnung ein deutlich grÂÀerer Wert.

c) FÄr fG.T < 0.5 ergibt sich theoretisch stets ein geschlossenes Auge. Bei  fG.T = 0.4

wird dies auch am Programm deutlich, obwohl nur jeweils n = Ë = 3 Vor- und

NachlÁufer berÄcksichtigt werden. 

d) Auch hier ergeben sich Impulsinterferenzen. Obwohl bei  fG.T = 0.6 der Hauptwert

grÂÀer als 1 ist (nÁmlich 1.2), ist die vertikale AugenÂffnung nur 0.643 (im Gegensatz

zu 2  bei einem Nyquist-System mit  fG.T = 0.5). 

e) Bei  fG.T = 1 ist die vertikale AugenÂffnung maximal (hier gleich 4), da das erste

Nyquist-Kriterium erfÄllt ist. Trotzdem ist bei rechteckfÂrmigen Sendeimpuls eine

Nyquist-Entzerrung mit fG.T = 1 nicht sinnvoll. Betrachtet man einen Sendeimpuls

gÈ(t) GÈ(f) der Dauer T, so ist das Empfangsfilter HE(f) = GÉ(f)/(GÈ(f).HK(f))

nicht mehr realisierbar, da GÈ(f=1/T)=0 ist, wÁhrend GÉ(f=1/T) = 0.5 gilt. Das Fil�

ter hÁtte somit bei f=1/T eine Polstelle, das Rauschen wÄrde unendlich verstÁrkt. 

Das zweite Kriterium ist nicht erfÄllt. Dies erkennt man z.B. daran,  daÀ die hori�

zontale AugenÂffnung deutlich kleiner als T ist. Zwar weist der Grundimpuls  gÉ(t), wie

fÄr das zweite Nyquist-Kriterium erforderlich, NulldurchgÁnge zu den Zeitpunkten

Å1.5T, Å2.5T, Å3.5T auf, aber auch bei 0.5T.  

f) Die Aussagen zum binÁren Augendiagramm lassen sich direkt auf das QuaternÁr�

system Äbertragen.
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D16.2:

a) Beide Spektren (Trapez und Cosinus-Rolloff) erfÁllen das erste Nyquist-Kriterium

unabhÂngig vom Rolloff-Faktor, solange f&ÂT= 0.5 ist. Die vertikale AugenÄffnung

ist somit stets maximal gleich 2. Obwohl der Cosinus-Rolloff-TiefpaÀ asymptotisch

das bessere Abklingverhalten (mit t’) aufweist als der Trapez-TiefpaÀ (mit t(), ist die

horizontale AugenÄffnung bei ersterem ungÁnstiger (0.810 gegenÁber 0.873). Der

Grund hierfÁr ist die grÄÀere Flankensteilheit des Cosinus-Rolloff-Tiefpasses bei

gegebenem r = 0.5. 

b) Der Cosinus-Rolloff-TiefpaÀ mit r = 0.7 hat die gleiche Steilheit wie der Trapez-

TiefpaÀ mit  r = 0.5, aber keine Ecken. Somit ist hier die horizontale AugenÄffnung

etwas gÁnstiger (0.905 gegenÁber 0.873).

c) Das zweite Nyquist-Kriterium wird allein vom Cosinus-Rolloff-TiefpaÀ mit r = 1

erfÁllt. Dies entspricht dem cos(-Verlauf. Der Trapez-TiefpaÀ mit r = 1 hat einen

dreieckfÄrmigen Frequenzgang. Die Zeitfunktion verlÂuft entsprechend Anhang C

proportional zur si(-Funktion; das zweite Nyquist-Kriterium wird nicht erfÁllt.

D16.3:

a) Die angezeigten Werte stimmen exakt mit den berechneten Áberein:

g
)

= gÄ(0) =
4 � s)À = 1.273; g

*
= gÄ(T) = - 0.085;

g
(

= gÄ(2T) = - 0.020; g
’

= gÄ(3T) = - 0.009.

b) s
/9:

= Á(t = 0)Å2 = g
)
- 2 � |g

*
| - 2 � |g

(
| - 2 � |g

’
| =

= g
)
+ 2 � g* + 2 � g( + 2 � g’ = 1.045Å .

Das Programm "nyq" liefert genau diesen Wert. Aufgrund der Grundimpulswerte

(positiver Hauptwert, alle Vor- und NachlÂufer negativ) stammt die obere innere

Augenlinie von der langen Eins-Folge.

c) Zum Zeitnullpunkt ist das Sendesignal maximal fÁr eine Einzel-Eins (alle anderen

Symbole seien -1). Daraus folgt:

s
/a;

= g
)
- 2 � g* - 2 � g( - 2 � g’ = 1.501Å . Oder :Å s

/a;
= 2 � g) - s

/9:
Å .

d) Die lange Eins-Folge fÁhrt aufgrund von HS(f=0) = 1 zum tatsÂchlichen Sendesignal

s(t)=1  (normiert). Mit dem Ergebnis c) ergibt sich somit s/9:=1 und s/a;=1.546.

e) UnabhÂngig vom Rolloff-Faktor r ist das Auge des Detektionssignals maximal ge�

Äffnet. Bei Wurzel-Wurzel-Aufteilung des Nyquist-Frequenzgangs auf Sender und

EmpfÂnger ist entsprechend (16.18) auch die StÄrleistung unabhÂngig vom Rolloff r.

Die  Bitfehlerwahrscheinlichkeit betrÂgt also stets

p
<
= QÃ 2 � E<

N
)

Ç ÉÅ .
Systeme mit unterschiedlichem r differieren bzgl. der horizontalen AugenÄffnung.
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f) Das "Augendiagramm" des Wurzel-Nyquist-Systems beschreibt u.a. die Impulsinter�

ferenzen des Sendesignals. Mit dem Rolloff-Faktor r=0 (KÁpfmÁller-TiefpaÂ) gibt

es auch beim Sendesignal keine Impulsinterferenzen. Der Maximalwert von s(t) liegt

in der Mitte zwischen 2 Symbolen (also bei T/2) und ist doppelt so groÂ als bei t=0.

Mit steigendem r nimmt das VerhÄltnis von smax zu  smin kontinuierlich ab; etwa

fÁr r=0.5 springt tmax/T, also der Zeitpunkt des Signalmaximums, von 0.5 auf 0. Die

erforderliche Bandbreite steigt ebenfalls mit wachsendem Rolloff-Faktor an

g
>
(0)Âs0

r = 1

r = 0.50

r = 0.25

Min |s(t = 0)| Max |s(t)|

(beiÀ tmaxÂT)
BK,minÂfN

2.000 1.273 1.044 1.503

1.750 1.205 0.955

(0.0)

1.455
(0.0)

1.500 1.136 0.832
1.448
(0.0)

r = 0

r = 0.75

1.250 1.067 0.758
1.739
(0.5)

1.000 1.000 1.000
2.030
(0.5)

ÄÀÅÃÇÉ

a) Das Detektionsnutzsignal dS(t) kann zu den Detektionszeitpunkten nur 2 verschie�

dene Werte annehmen. Der Grundimpuls hat - wie bereits in D16.2 dargestellt - den

fÁr  r = 1 typischen Verlauf (1. und 2. Nyquistkriterium erfÁllt). Aufgrund des groÂen

StÅranteils dN(t) sind diese Eigenschaften allerdings im Gesamtsignal nicht mehr zu

erkennen. Trotzdem gilt pB = pU.   

pUÁ(TD) Ê
?

pB 10 � lg(ËU)

(fI � T = 0.35) 0.478 0.057   12.48ÃdB
GauÂ

(r = 1)

Nyquist

1.8 � 10-6 1.3 � 10-5

4.0 � 10-2 4.0 � 10-22.000 0.571    4.87ÃdB

b) Bei einem Nyquistsystem mit  r = 1 erfolgt die Kanalentzerrung in einem viel weiteren

Frequenzbereich als beim optimierten GauÂ-Impulsformer. Dadurch ist hier der

StÅreffektivwert ca. um den Faktor 10 grÅÂer. Dieser Effekt wirkt sich auf das

Gesamtverhalten stÄrker aus als die um ca. den Faktor 4 grÅÂere AugenÅffnung; der

StÅrabstandsverlust betrÄgt etwa 7.6 dB.
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c) Je kleiner der Rolloff-Faktor r ist, desto weniger weit erfolgt die Kanalentzerrung. Da

aber auch die Cosinus-Rolloff-Flanke die StÁrleistung vermindert, gibt es fÂr r ein

Optimum. Bei den gegebenen Randbedingungen liegt dieses etwa bei r = 0.25.

p
U

Á(T
D
) @Â p

B 10 � lg(r
U

)Nyquist

1.2 � 10-82.000 0.179    4.87ÄdB

r = 1

3.5 � 10-12

4.2 � 10-7

ÄÀÅÅÅ ÅÀÃÇÉ ÊÊÃÉÀËÈÍÎÏ

2.000 0.203    13.85ÄdB

r = 0.5

4.0 � 10-22.000 0.571    4.87ÄdB

r = 0

1.2 � 10-8

3.5 � 10-12

4.2 � 10-7

4.0 � 10-2

ÌÑÓÍÅÀÄÔ

d) Der StÁrabstandsgewinn des Nyquist-Systems betrÀgt etwa 4.25 dB. Die mittlere Bit�

fehlerwahrscheinlichkeit ist dabei um fast sechs Zehnerpotenzen geringer. 

ÖÒÕŠÚÛÜÙÕÒŸŽÚŸ��ÚÛ���ÒŸŽÕ!Ò"Ž!�ÚŸ�#$%�&ÚÛ’(Ÿ)
*ÃÔÀÃ+
,/025689:;<=>?@?A
8B6C59:2B8069D069EF900EG069H
::5B0I:069EF900J
:K5B=>:G069J
L:5B0I:NOEPOJ
::K5B=>:C069E2069J
::Q>=>/2:K5B=>:K958RSUJ
::/KD069VVWH:
::::L:K958RXUVYW@J
::::::K958RWUVYW@J
::::Z
::Q[/>2?:DF900H
::::L:2=Q9:W\:NOVWJ

:::::::::POVWJ
:::::::::C]9=FJ
:2=Q9:S\:NOVYWJ
:::::::::POVWJ:
:::::::::C]9=FJ
:2=Q9:^\:NOVWJ
:::::::::POVSJ

::::Z
::/K:DG069:_V:DNO‘K958RPOYWUHH
::::C069VW@XJ
::95Q9
::::C069VYW@XJ:::
::2069VX@a‘DC069YNO‘K958RPOYWUHJ
::K958RWUVK958RXUJ
::K958RXUVC069J
::]9>6]0D2069HJ
Z
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Á16.1:

# include "math.h"
void nyqcrt(fG,r,spektrum,signal)
  double fG,r;
  float spektrum[],signal[];
{ void fft();   
  float fA=0.03125,hlfi[1024],pi=3.1415926,x,TA;
  long N=1024;
  int if1,if2,i,mitte;
  mitte=N/2;
  for (i=0;i<N;i++) spektrum[i]=0.; 
  if1=(int)(fG/fA*(1.-r));
  if2=(int)(fG/fA*(1.+r));
  for(i=0;i<=if1;i++)
    spektrum[mitte+i]=spektrum[mitte-i]=1.; 
  for(i=if1;i<=if2;i++)
    { x=(float)(i-if1)/(float)(if2-if1);
      x=cos(pi/2*x);
      spektrum[mitte+i]=spektrum[mitte-i]=x*x;
    }
  for(i=0;i<N;i++)
    { signal[i]=spektrum[i];
      hlfi[i]=0.; 
    } 
  for(i=0;i<N/2;i++)
    { x=spektrum[i];
      signal[i]=spektrum[i+N/2];
      signal[i+N/2]=x;
      hlfi[i]=0.;
      hlfi[i+N/2]=0.;  
    }
  TA=1./(N*fA);
  fft((long)0,N,signal,hlfi,TA);
  for(i=0;i<N/2;i++)
    { x=signal[i];
      signal[i]=signal[i+N/2];
      signal[i+N/2]=x;
    }           
}
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Anhang A: Einige Hinweise zu den C-Programmen

Die hier verwendeten Graphikprogramme sind in Fortran77 geschrieben. Damit Sie
C-Programmteile in die Hauptprogramme einbinden kÁnnen, muÂten Interfaces erstellt
werden, die die ParameterÄbergabe von den Fortran- zu den C-Routinen (und umge�
kehrt) bewerkstelligen. Dies ist der Grund dafÄr, daÂ Sie bei der C-Programmierung
einige - nach unserer Auffassung nicht sehr gravierende - Restriktionen in Kauf nehmen
mÄssen. Diese sind nachfolgend am Beispiel der Àbungsaufgabe À1.2 zusammengestellt,
wobei die C-Funktion "long z2(M, p)" zu erstellen ist. Diese soll in das Hauptprogramm
"dis" eingebunden werden.

1. Verlassen Sie das HauptmenÄ mit dem MenÄpunkt "Z: Zur DOS-Ebene"; Sie befinden
sich danach in Ihrem Homeverzeichnis. (Dieses wird Äbrigens in "LNTSIM.BAT"

durch die DOS-Variable "SIMTMP" bestimmt).

2. Schreiben Sie Ihren C-Code mit "edit" in die Datei "z2.c". Zum Àbersetzen und
Binden kÁnnen Sie die DOS-Prozedur "mkdis" verwenden. 

3. Starten Sie das Hauptprogramm "dis". Mit dem MenÄpunkt 7 kÁnnen Sie nun Ihre
C-Funktion "z2" testen. Das EingabemenÄ ist dabei an die aktuelle Àbungsaufgabe
À1.2 angepaÂt.   

4. Beachten Sie unbedingt den bei der Aufgabenbeschreibung vorgegebenen Datei�
header, der fÄr vorliegendes Beispiel wie folgt lautet:  

long z2(M,p)
long M; float p;
{ }

Das eigentliche Programm folgt dann zwischen den geschweiften Klammern.

5. Da das Programm "z2" die Funktion "long z1(M, p_mue)" von À1.1 verwenden soll,
muÂ diese intern mit "long z1()" als Longvariable definiert werden.  

6. Der Aufruf von "random()" liefert eine zwischen 0 und 1 gleichverteilte ZufallsgrÁÂe.
Im aufrufenden Programm muÂ diese Funktion vorher mit "float random()" definiert
werden.

7. BenÁtigt Ihr Programm eine mathematische Funktion, so muÂ die Mathematik-
Bibliothek hinzugebunden werden. FÄgen Sie in diesem Fall als erste Zeile in Ihr
Programm ein: 

#include <math.h>

8. Funktionsaufrufe mit einem Parameter lauten: "double aaa (double x)". Beispielsweise
steht hier "aaa" fÄr "cos" (Cosinus), "sin" (Sinus), "tan" (Tangens), "log" (natÄrlicher
Logarithmus), "log10" (Logarithmus zur Basis 10), "exp" (Exponentialfunktion), "sqrt"

(Quadratwurzel). Die Potenz x Á  erzeugt man mit "double pow (double x, double y)".

9. Eine komplexe GrÁÂe z wird wie folgt definiert: "struct cmplx z". Deren Realteil wird
mit "z.x", der ImaginÅrteil mit "z.y" angesprochen. Voraussetzung ist die Bereit�
stellung der entsprechenden Bibliothek mit der Zeile

#include "complex.h"
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Anhang B: Tabellen der Fehlerfunktionen

 0.0           dB   0.500000   0.500000E+00   0.500000E+00
 0.2   -13.979 dB   0.579260   0.420740E+00   0.388649E+00

 0.4    -7.959 dB   0.655422   0.344578E+00   0.285804E+00
 0.6    -4.437 dB   0.725747   0.274253E+00   0.198072E+00
 0.8    -1.938 dB   0.788145   0.211855E+00   0.128950E+00

 1.0     0.000 dB   0.841345   0.158655E+00   0.786496E-01
 1.2     1.584 dB   0.884930   0.115070E+00   0.448430E-01
 1.4     2.923 dB   0.919243   0.807567E-01   0.238577E-01

 1.6     4.082 dB   0.945201   0.547993E-01   0.118259E-01
 1.8     5.105 dB   0.964070   0.359303E-01   0.545475E-02
 2.0     6.021 dB   0.977250   0.227504E-01   0.233887E-02

 2.2     6.848 dB   0.986097   0.139035E-01   0.931423E-03
 2.4     7.604 dB   0.991802   0.819755E-02   0.344257E-03
 2.6     8.299 dB   0.995339   0.466119E-02   0.118017E-03

 2.8     8.943 dB   0.997445   0.255513E-02   0.375066E-04
 3.0     9.542 dB   0.998650   0.134990E-02   0.110453E-04
 3.2    10.103 dB   0.999313   0.687138E-03   0.301288E-05

 3.4    10.630 dB   0.999663   0.336929E-03   0.760996E-06
 3.6    11.126 dB   0.999841   0.159109E-03   0.177931E-06
 3.8    11.596 dB   0.999928   0.723480E-04   0.385020E-07

 4.0    12.041 dB   0.999968   0.316713E-04   0.770863E-08
 4.2    12.465 dB   0.999987   0.133457E-04   0.142774E-08
 4.4    12.869 dB   0.999995   0.541254E-05   0.244585E-09

 4.6    13.255 dB   0.999998   0.211246E-05   0.387480E-10
 4.8    13.625 dB   0.999999   0.793328E-06   0.567606E-11
 5.0    13.979 dB   1.000000   0.286652E-06   0.768730E-12

 5.2    14.320 dB   1.000000   0.996443E-07   0.962455E-13
 5.4    14.648 dB   1.000000   0.333204E-07   0.111384E-13
 5.6    14.964 dB   1.000000   0.107176E-07   0.119142E-14

 5.8    15.269 dB   1.000000   0.331574E-08   0.117780E-15
 6.0    15.563 dB   1.000000   0.986589E-09   0.107599E-16
 6.2    15.848 dB   1.000000   0.282316E-09   0.908340E-18

 6.4    16.124 dB   1.000000   0.776883E-10   0.708539E-19
 6.6    16.391 dB   1.000000   0.205579E-10   0.510666E-20
 6.8    16.650 dB   1.000000   0.523095E-11   0.340042E-21

 7.0    16.902 dB   1.000000   0.127981E-11   0.209191E-22
 7.2    17.147 dB   1.000000   0.301063E-12   0.118891E-23
 7.4    17.385 dB   1.000000   0.680922E-13   0.624192E-25

 7.6    17.616 dB   1.000000   0.148065E-13   0.302727E-26
 7.8    17.842 dB   1.000000   0.309536E-14   0.135621E-27
 8.0    18.062 dB   1.000000   0.622097E-15   0.561215E-29

 8.2    18.276 dB   1.000000   0.120194E-15   0.214511E-30
 8.4    18.486 dB   1.000000   0.223240E-16   0.757313E-32
 8.6    18.690 dB   1.000000   0.398579E-17   0.246937E-33

 8.8    18.890 dB   1.000000   0.684079E-18   0.743680E-35
 9.0    19.085 dB   1.000000   0.112859E-18   0.206852E-36
 9.2    19.276 dB   1.000000   0.178976E-19   0.531368E-38

 9.4    19.463 dB   1.000000   0.272817E-20   0.126064E-39
 9.6    19.645 dB   1.000000   0.399722E-21   0.276196E-41
 9.8    19.825 dB   1.000000   0.562928E-22   0.560519E-43

10.0    20.000 dB   1.000000   0.761985E-23   0.140130E-44

x Á0 � ÂÄÀxÅ ÀxÅ QÀxÅ
1

Á
� ÃrÇÉÀxÅ

- Â
0.135517E+01
0.600963E+00

0.328018E+00
0.185933E+00
0.103777E+00

0.556967E-01
0.283824E-01
0.136295E-01

0.613774E-02
0.258337E-02
0.101388E-02

0.370380E-03
0.125774E-03
0.396614E-04

0.116044E-04
0.314825E-05
0.791538E-06

0.184347E-06
0.397557E-07
0.793640E-08

0.146619E-08
0.250611E-09
0.396247E-10

0.579440E-11
0.783543E-12
0.979642E-13

0.113233E-13
0.120985E-14
0.119481E-15

0.109054E-16
0.919860E-18
0.716989E-19

0.516397E-20
0.343644E-21
0.211284E-22

0.120015E-23
0.629792E-25
0.305304E-26

0.136717E-27
0.565533E-29
0.216084E-30

0.762593E-32
0.248584E-33
0.748421E-35

0.208113E-36
0.534471E-38
0.126766E-39

0.277737E-41
0.560519E-43
0.140130E-44
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1
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Die vorherige Tabelle gilt fÁr Âquidistante x-Werte, die nachfolgende fÁr Âquidistante dB-Werte.

 3.162  10.00 dB   0.999217   0.782701E-03   0.387211E-05   0.404995E-05

 3.255  10.25 dB   0.999432   0.567725E-03   0.208500E-05   0.217578E-05

 3.350  10.50 dB   0.999595   0.404562E-03   0.108385E-05   0.112858E-05

 3.447  10.75 dB   0.999717   0.282936E-03   0.542794E-06   0.564021E-06

 3.548  11.00 dB   0.999806   0.193986E-03   0.261307E-06   0.270989E-06

x ÊË È ÍÎÏxÌ ÑÏxÌ
Ó

Ê
È ÔÖÒÕÏxÌ

 1.000    .00 dB   0.841345   0.158655E+00   0.786496E-01   0.103777E+00

 1.029    .25 dB   0.848307   0.151693E+00   0.727642E-01   0.950314E-01

 1.059    .50 dB   0.855258   0.144742E+00   0.670652E-01   0.867179E-01

 1.090    .75 dB   0.862184   0.137816E+00   0.615667E-01   0.788379E-01

 1.122   1.00 dB   0.869073   0.130927E+00   0.562820E-01   0.713922E-01

 1.155   1.25 dB   0.875910   0.124090E+00   0.512231E-01   0.643805E-01

 1.189   1.50 dB   0.882682   0.117318E+00   0.464013E-01   0.578013E-01

 1.223   1.75 dB   0.889374   0.110626E+00   0.418262E-01   0.516521E-01

 1.259   2.00 dB   0.895971   0.104029E+00   0.375061E-01   0.459288E-01

 1.296   2.25 dB   0.902458   0.975417E-01   0.334476E-01   0.406256E-01

 1.334   2.50 dB   0.908820   0.911804E-01   0.296553E-01   0.357354E-01

 1.372   2.75 dB   0.915040   0.849600E-01   0.261321E-01   0.312490E-01

 1.413   3.00 dB   0.921104   0.788959E-01   0.228786E-01   0.271559E-01

 1.454   3.25 dB   0.926997   0.730031E-01   0.198936E-01   0.234433E-01

 1.496   3.50 dB   0.932704   0.672961E-01   0.171734E-01   0.200970E-01

 1.540   3.75 dB   0.938211   0.617891E-01   0.147111E-01   0.171010E-01

 1.585   4.00 dB   0.943505   0.564953E-01   0.125009E-01   0.144377E-01

 1.631   4.25 dB   0.948573   0.514269E-01   0.105323E-01   0.120881E-01

 1.679   4.50 dB   0.953405   0.465951E-01   0.879383E-02   0.100320E-01

 1.728   4.75 dB   0.957990   0.420097E-01   0.727250E-02   0.824821E-02

 1.778   5.00 dB   0.962321   0.376790E-01   0.595387E-02   0.671483E-02

 1.830   5.25 dB   0.966390   0.336096E-01   0.482252E-02   0.540952E-02

 1.884   5.50 dB   0.970194   0.298063E-01   0.386224E-02   0.430983E-02

 1.939   5.75 dB   0.973728   0.262719E-01   0.305640E-02   0.339355E-02

 1.995   6.00 dB   0.976993   0.230074E-01   0.238829E-02   0.263899E-02

 2.054   6.25 dB   0.979989   0.200113E-01   0.184142E-02   0.202531E-02

 2.113   6.50 dB   0.982720   0.172803E-01   0.139980E-02   0.153275E-02

 2.175   6.75 dB   0.985192   0.148075E-01   0.104828E-02   0.114294E-02

 2.239   7.00 dB   0.987413   0.125871E-01   0.772675E-03   0.839009E-03

 2.304   7.25 dB   0.989391   0.106087E-01   0.560054E-03   0.605749E-03

 2.371   7.50 dB   0.991139   0.886107E-02   0.398796E-03   0.429712E-03

 2.441   7.75 dB   0.992669   0.733107E-02   0.278682E-03   0.299204E-03

 2.512   8.00 dB   0.993996   0.600439E-02   0.190908E-03   0.204260E-03

 2.585   8.25 dB   0.995134   0.486564E-02   0.128054E-03   0.136557E-03

 2.661   8.50 dB   0.996101   0.389863E-02   0.839995E-04   0.892946E-04

 2.738   8.75 dB   0.996913   0.308676E-02   0.538158E-04   0.570355E-04

 2.818   9.00 dB   0.997587   0.241331E-02   0.336273E-04   0.355362E-04

 2.901   9.25 dB   0.998138   0.186176E-02   0.204635E-04   0.215656E-04

 2.985   9.50 dB   0.998584   0.141612E-02   0.121089E-04   0.127275E-04

 3.073   9.75 dB   0.998939   0.106116E-02   0.695578E-05   0.729274E-05
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Anhang C: Tabelle zur Fouriertransformation

KÁpfmÁller-TiefpaÂ

Ábertragungsfunktion Impulsantwort

ÙÂŸÄ À ÅŽ Ã ÇÉÂÊ Ã ÅŽ Ã ŸÄHÂŽÄ À Ë ÈÍÎÏ ÌŽÌ Ñ ŽÓÔÏÖÒÇÕÒÇŠÚÒÏÛ

ÜÉŠ ÇÉÂ�Ä À
ÇÉÒÂ�Ä

�

Trapez-TiefpaÂ

Dreieck-TiefpaÂ

Spalt-TiefpaÂ

si  -TiefpaÂ
Ù

GauÂ-TiefpaÂ

TiefpaÂ n-ter Ordnung

HÂŽÄ À
Ë

ÂË Ÿ Ž Ã Ž�ŽÓÄ�

HÂŽÄ À

HÂŽÄ À Ë �
ÌŽÌ

ŽÓ
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Ž

ŽÓ
Ä
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Ž

ŽÓ
Ä

Ë ÌŽÌ Ñ ŽÓÈÍÎÏ
Ž� � ÌŽÌ

Ž� � ŽÓ
ŽÓ Ñ ÌŽÌ Ñ Ž�ÈÍÎÏ

ÖÒÇÕÒÇŠÚÒÏÛ

ÙÂŸÄ À ÅŽ ÌŸÌ Ñ
Ë

! Ã ÅŽ
ÈÍÎÏ

ÖÒÇÕÒÇŠÚÒÏÛ

ÙÂŸÄ À ÅŽ Ã "# � ÅŽ Ã ÌŸÌ$

ÌŸÌ Ñ
Ë

ÅŽ
ÈÍÎÏ

HÂŽÄ À Ú%&’� Ê Ã Â
Ž

ÅŽ
Ä� ( ÙÂŸÄ À ÅŽ Ã Ú%&’� Ê Ã ÂÅŽ Ã ŸÄ�(

ÙÂŸÄ À ÅŽ Ã ÇÉÂÊ Ã ÅŽ Ã ŸÄ Ã ÇÉÂÊ Ã � Ã ÅŽ Ã ŸÄ

) =
*+ - *,
*+ / *,

0* = *, / *+1ÜÉŠ
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ÙÂŸÄ À 2Ê� Ã ŽÓ
� Ã Ÿ Ã Ú%&’� !Ê Ã ŽÓ Ã Ÿ (

3. Ordnung 56=37:

8. Ordnung 56=87:
f9r Ÿ ; Û

Ÿ ; Ûf9r

1 sonst <

1 sonst <
ŽÓ>Ï?Ï@A�BÎÚÒCÈÎÚDEÚÒC

ÇÉÂ�Ä À
ÇÉÒÂ�Ä

�
ÜÉŠ

ÅŽ À ! Ã ŽF À ! Ã ŽÓ

ÅŽ À ! Ã ŽF

ÅŽ À ! Ã ŽF À ŽÓ

ÅŽ À ! Ã ŽF À ŽÓ

ÅŽ À ! Ã ŽF À ŽÓ
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