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Vorwort

Das Praktikum Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik wird vom Lehrstuhl
fur Nachrichtentechnik der Technischen Universitat Munchen seit dem Sommersemester
1997 als Wahlpflichtlehrveranstaltung fir Studierende der Fachrichtung Elektrotechnik
und Informationstechnik (Studienplan B) angeboten. Es bildet zusammen mit der im
Wintersemester durchgefithrten Veranstaltung Simulation digitaler Ubertragungssysteme
eine gewisse Einheit: Der in beiden Praktika dargebotene Lehrstoff erganzt sich, ohne
daB es zu gravierenden Uberschneidungen kommt. Deshalb kann jede dieser beiden
Lehrveranstaltungen auch unabhangig voneinander besucht werden.

Vorlaufer beider Praktika war Simulation von Nachrichtensystemen, das erstmals im
Wintersemester 1987/88 stattgefunden hat. Dieses entstand ebenso wie das dazugehorige
Lehr-Softwarepaket LNTsim auf Anregung von Herrn Akad. Dir. Gottfried Binkert,
dem ich an dieser Stelle fur die Idee ebenso danken mochte wie fir die groBartige Unter-
stitzung bei der Beschaffung der benotigten Rechnerausstattung in den Anfangsjahren.

In der nun vorliegenden Version 4.0 beinhaltet LNTsim insgesamt 24 interaktive
Graphikprogramme, von denen Sie 16 in diesem Praktikum kennenlernen werden. Vier
weitere werden — zusammen mit einigen WINDOWS-Programmen - fir das Praktikum
Simulation digitaler Ubertragungssysteme herangezogen. Daneben sind neuerdings auch
die vier Lehrprogramme zur Systemtheorie in das Programmpaket LNTsim integriert.

Alle diese Programme wurden im Rahmen von Diplomarbeiten konzipiert und fir
unterschiedliche Rechnerplattformen implementiert. Ich mochte an mich dieser Stelle
bei all meinen Diplomand(inn)en fiir die besonders intensive und freundschaftliche
Zusammenarbeit recht herzlich bedanken. In der ersten Phase (etwa von 1984 bis 1988)
wurden Programme fiir Mehrbenutzer—-Rechner (RSX und UNIX) entwickelt. Die ersten
grundlegenden Arbeiten stammen von Herrn Giinter Froschl, dessen Konzipierung der
Systemtheorie—Versuche auch in der jetzigen Version noch weitgehend zu erkennen ist.
Herr Rainer Gebhart hat wahrend seiner Diplomarbeit die Praktikumsversuche zu den
Statistischen Methoden der Nachrichtentechnik gestaltet (siehe Kapitel 1, 3, 4 und 5). Das
Thema von Herrn Bernhard Knull waren die Anwendungen der Korrelationsfunktionen, die
Sie in dieser Anleitung in den Kapiteln 9 und 10 finden. Herr Christian Ried! hat sich in
seiner Diplomarbeit ausfuhrlich mit der Digitalen Basisbandiibertragung auseinanderge-
setzt und damit die Grundlagen der Kapitel 13 und 14 geschaffen. Die Programme zu den
Digitalen Modulationsverfahren gehen auf die Diplomarbeit von Herrn Manfred Kugler
zuruck. Herr Gerhard Schops hatte zum AbschluB3 der ersten Phase die Aufgabe, die
entstandenen Programme und Anleitungen sowohl inhaltlich als auch didaktisch zu tiber-
arbeiten, sie zu koordinieren und die Ubungsaufgaben zu konzipieren.

Durch die Anschaffung von Personal Computern im Jahre 1991 konnten auch fur das
Praktikum Simulation von Nachrichtensystemen wesentliche Verbesserungen erzielt
werden. Dazu war allerdings auch noch sehr viel Arbeit notwendig. Herr Martin Igmandy
hat dabei die wesentlichen Grundlagen fir die Umsetzung der zahlreichen Graphikrouti-
nen geschaffen und die DOS-Programme zu den Kapiteln 1, 3, 4, 5 und 13 portiert. Herr
Stefan Rasspe hatte die Aufgabe, das neu hinzugekommene Kapitel 2 zu erstellen und die
Programme zu Kapitel 9 und 10 anzupassen.
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Die neu aufgenommenen Kapitel 7 und 8 zur Diskreten Fouriertransformation sind das
Ergebnis der Diplomarbeit von Herrn Oliver Siegel. Ebenso wurde das Kapitel 11 neu
gestaltet, und zwar von Frau Dorothea Pabst, die auch fur den Korrelationsempfinger
verantwortlich ist. Das Programm Codierte und mehrstufige Ubertragung, das Sie im
Kapitel 15 kennenlernen werden, geht auf Herrn Helmut Frohnwieser zuruck, ebenso wie
der Teil Viterbi-Emptfanger des Programms Korrelations— und Viterbi—-Empfinger. Die
Routinen zur Graphikeingabe und zur Meniisteuerung wurden von Herrn Erik Hogl und
Herrn Hans—Peter Christoph geschaffen, die auch die Lehrprogramme Digitale Basisband-
iibertragung (Kapitel 14), Nyquistsysteme (Kapitel 16), Digitale Modulationsverfahren so-
wie Digitale Phasenmodulation auf die Erfordernisse der neuen Rechner anpaliten. Herr
Theodoros Papavassiliu hat die neuen Programme zur Systemtheorie erstellt.

Im Rahmen einer Zulassungsarbeit fur das Lehramt an beruflichen Schulen wurde
schlieBlich 1996/97 von Herrn Peter Werthan noch die Pulscodemodulation realisiert
(Kapitel 12). Dieses Programm vervollstandigt das Software—Paket LNTsim.

Mein Dank gilt weiter meinem langjahrigen Kollegen Dr—Ing. Klaus Eichin sowie
meinen ehemaligen Kolleg(inn)en Frau Dipl.-Ing. Daphne Popescu (in den Jahren 90/91
Gastwissenschaftlerin von der Hochschule fur Elektronik und Telekommunikation in
Bukarest, jetzt Siemens AG, Miinchen), Herrn Prof. Dr.—Ing. Frowin Derr (jetzt Fach-
hochschule Ulm), Herrn Dr—Ing. Michael Fleischmann (jetzt VIAG Interkom, Miinchen),
Herrn Prof. Dr-Ing. Jiirgen Franz (jetzt Fachhochschule Diisseldorf) sowie Herrn Dr.—Ing.
Norbert Hanik (jetzt Telekom, Berlin), die diese Diplomarbeiten teilweise mitbetreut
haben und viele interessante Anregungen gaben.

Nicht ganz ohne Stolz mochte ich noch erwahnen, daB3 das Software-Paket LNTsim
und die dahinter stehende Idee im Oktober 1992 mit dem Deutsch-Osterreichischen
Hochschul-Software-Preis ausgezeichnet wurde und dadurch tber unsere Hochschule
hinaus bekannt wurde. Wir freuen uns, daf} inzwischen "unser” Praktikum an mehreren
Universititen und Fachhochschulen in Deutschland und Osterreich eingesetzt wird.

Ich hoffe, daB} Sie als Teilnehmer im Verlauf dieses Praktikums Thr Wissen aus dem
Gebiet der Nachrichtentechnik etwas auffrischen konnen und vielleicht sogar das eine
oder andere Neue erfahren. Bitte haben Sie Nachsicht, wenn nicht alles Ihren Vorstellun-
gen entspricht. Fur Thre (negative oder positive) Kritik sind wir Thnen sehr dankbar.

Wir wiinschen Thnen viel Erfolg und Spal im Praktikum!

Minchen, im Marz 1999 Gunter Soder

Hinweis: Bei eventuellen Fragen wenden Sie sich bitte an:
Priv.-Doz. Dr.-Ing. habil. Glinter Soder
Lehrstuhl fiir Nachrichtentechnik, Technische Universitit Miinchen, D-80290 Miinchen
Tel: (089) 289-23486, Fax: (089) 289-23490, Email: guenter.soeder@ei.tum.de
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Die Anleitung zu diesem Praktikum wird in zwei Teilen ausgegeben. Teil A beinhaltet die
Versuche der ersten drei Termine, der Teil B die letzten vier.
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0 Vorbemerkungen

Magliche Strategien bei der Planung und Dimensionierung von Nachrichtensystemen

Eine haufig an Ingenieure gestellte Aufgabe lautet: Die prinzipielle Wirkungsweise
eines neu zu konzipierenden Systems sei bekannt; ein mehr oder weniger detailliertes
Blockschaltbild liegt vor. Wie mussen nun die einzelnen Komponenten dimensioniert
werden, damit das Gesamtsystem die gestellten Anforderungen moglichst gut erfullt?
Welche Randbedingungen sind die kritischsten? Welchen Einflu} besitzen realisierungs-
bedingte Unzulanglichkeiten wie z.B. Toleranzen und Laufzeiten?

Eine Moglichkeit — wenn auch die schlechteste — ware es, das System auf “gut Gliick”
aufzubauen und anschlieBend die einzelnen Systemparameter so lange zu verandern, bis
die spezifizierten Anforderungen Tirgendwie” erfillt werden. Diese Vorgehensweise
versagt bei komplexeren Systemen mit Sicherheit.

Eine zweite Moglichkeit bietet die analytische Losung der gestellten Aufgabe. Hierbei
mussen zunachst die physikalischen Eigenschaften der Einzelkomponenten durch mathe-
matisch handhabbare Modelle angenahert werden. AnschlieBend ist das entscheidende
Optimierungskriterium exakt zu definieren und in Abhangigkeit aller freien Systempara-
meter analytisch darzustellen. Als letzter Schritt erfolgt dann die Optimierung dieser
Systemparameter unter Verwendung bekannter mathematischer Verfahren wie z.B. der
Differential- oder der Variationsrechnung.

Ist es fiir ein vorliegendes Problem tiberhaupt praktikabel, so sollte stets eine solche
analytische Optimierung angestrebt werden. Dabei kann zur Unterstiitzung durchaus ein
Rechner eingesetzt werden, beispielsweise fur das Losen umfangreicher Gleichungs-
systeme oder fur die numerische Auswertung komplizierter Integrale.

Eine analytische Losung des Optimierungsproblems versagt immer dann, wenn
zwischen dem Optimierungskriterium und den Systemparametern kein einfacher Zusam-
menhang besteht. Ein solcher Fall ist beispielsweise dann gegeben, wenn statistische
GroBen eine dominante Rolle spielen und die elementaren Gesetze der Statistik nicht
anwendbar sind. Dies gilt z.B. fir alle nichtstationaren Zufallsgro8en und viele Zufalls-
prozesse mit nichtgauBformiger Amplitudenverteilung. In allen diesen Fillen ist die
Simulation ein moglicher und haufig gewahlter Weg zur Losung der gestellten Aufgabe.

Bei der Systemsimulation werden alle Komponenten an einem Digitalrechner soft-
waremalig nachgebildet, was wiederum eine geeignete Modellierung der technischen
Einrichtungen erfordert. Ein solches Modell mufl dabei das zu simulierende Original
nicht in allen Details wiedergeben, sollte jedoch dessen Funktionalitiat hinsichtlich der
gestellten Aufgabe ausreichend genau beschreiben. Meist wird ein Kompromif3 zwischen
mathematischer Handhabbarkeit und dem Bezug zur Realitiat gefunden werden missen.

Die Simulation ersetzt in immer groBerem Umfang experimentelle Untersuchungen.
Die Vorgehensweise bei einer Simulation wird entscheidend dadurch gepragt, ob sie in
Echtzeit erfolgen soll oder nicht. Beim Einsatz eines herkommlichen Digitalrechners
(z.B. Personalcomputer, Workstation, GroBrechenanlage) ist eine Echtzeitsimulation
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meistens nicht moglich. Im allgemeinen ist hier die erforderliche Rechenzeit Tr zur
Simulation eines Zeitausschnitts der Dauer Ty um ein Vielfaches groBer als Ty, wobei TR
sowohl von der Komplexitat des Simulationsobjekts als auch von der Leistungsfahigkeit
und Auslastung des eingesetzten Rechners abhangt.

Eine Simulation ohne Echtzeitbedingungen stellt weniger starke Anforderungen an
Hardware, Software und Programmierer. Inzwischen gibt es eine groe Anzahl kom-
merzieller Simulationsprogramme auf dem Gebiet der Digitalsignaliibertragung. Zu
erwahnen sind hier beispielsweise "Matlab/Simulink”, "Cossap”, "SPW” und "Ptolemy”.

Durch den Einsatz spezieller Prozessoren (z.B. von Signalprozessoren und Parallel-
rechnern) ist unter Umstinden eine Echtzeitsimulation (Tr = Ty) moglich. Eine solche
bietet unter anderem den Vorteil, daB die mittels Simulation gewonnenen Signale nach
einer Digital/Analog-Wandlung physikalisch vorliegen und somit auch eine hybride
Simulationstechnik mit Hard- und Softwarekomponenten ermoglicht wird. AuBerdem
stellt der jeweilige Programmteil zur Simulation einzelner Systemkomponenten gleich-
zeitig die digitale Realisierung dieser Komponente dar.

Grenzen der Echtzeitsimulation sind durch die Leistungstahigkeit der Prozessoren
und die Komplexitit des Ubertragungssystems gegeben, so daB auch derzeit (1999) nur
relativ geringe Bitraten im kbit/s-Bereich in Echtzeit simuliert werden konnen.

Zur Verdeutlichung hierzu ein Zahlenbeispiel: Bei einer Bitrate von Rp = 10 kbit/s
und einer Zeitdiskretisierung von 10 Abtastwerten ("Samples”) pro Bit ergibt sich fiir die
Zeitrasterung To = 10 us. Ein Prozessor mit einer Rechenleistung von 50 MFLOPS kann
wahrend dieses Intervalls 500 Gleitkommaoperationen abarbeiten. Durch Kopplung
mehrerer parallel betriebener Prozessoren kann auf diese Weise die Simulation eines
vollstindigen Ubertragungssystems mit vielen Einzelkomponenten in Echtzeit erfolgen.
Einzelne Systemparameter lassen sich auf diese Weise sehr viel einfacher variieren als bei
einem vergleichbaren Hardwaresimulator.

Durch Variation aller unabhangigen Parameter 1at sich die Systemsimulation zur
Systemoptimierung erweitern. Es ist jedoch anzumerken, da3 bei komplexen Systemen
auch beim Einsatz leistungsfahiger Rechner unzumutbar grole Rechenzeiten entstehen.
Die Systemsimulation eignet sich deshalb weniger gut fur die Optimierung, sondern eher
zur Verifizierung des vorher auf andere Weise optimierten Systems, und sollte daher stets
zwischen der Systemoptimierung und einer Realisierung stehen. Sie ist z.B. besonders gut
fur die Abschatzung von Toleranzeinflissen und Laufzeitproblemen geeignet.

Einige Hinweise zur Durchfithrung des Praktikums

Das Praktikum 7Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik” soll Thnen einen
Einblick in die heute gebrauchlichen Methoden zur Modellierung, Simulation und
Systemoptimierung vermitteln. Die ausgewahlten Beispiele stammen meist aus dem
Gebiet der digitalen Ubertragungsverfahren, doch konnen die Ergebnisse ebenso auf
andere Nachrichtensysteme - z.B. auch solche zur Signalverarbeitung oder zur Muster-
erkennung - ubertragen werden.
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Sie werden im Verlauf dieses Praktikums 16 verschiedene Teilgebiete kennenlernen
und bearbeiten. Zu den einzelnen Terminen sind folgende Themen geplant:

1. Termin am  ................. : 1 Diskrete ZufallsgroBen ("dis”),
2 PN-Generatoren ("png”),
3 Markovketten ("mar”),
2. Termin am ......c.ce..ee. : 4 Kontinuierliche ZufallsgroBen ("kon”),
5 Zweidimensionale ZufallsgroBen ("zwd”),
3. Termin am  ................. : 6 Lineare zeitinvariante Systeme ("/zi”),
7 Diskrete Fouriertransformation ("dft”),
8 Spektralanalyse ("spa”),
4. Termin am .........c....... : 9 Stochastische Prozesse ("stp”),
10 Filterung stochastischer Signale (fil”),
5. Termin am .........c...... : 11 Optimalfilter ("ofi”),
12 Pulscodemodulation ("pcm”),
6. Termin am ................. : 13 Fehlerwahrscheinlichkeit ("fwk”),
14 Digitale Basisbandiibertragung (“bas”),
7. Termin am ................. : 15 Codierte und mehrstufige Ubertragung ("cod”),

16 Nyquist-Systeme (“nyq”).

Fir das Praktikum werden lediglich Grundkenntnisse der Statistik, der Systemtheorie
und der Nachrichtentechnik vorausgesetzt, die an der Technischen Universitat Muinchen
z.B. in den Vorlesungen “Statistische Methoden der Nachrichtentechnik” (Prof. Hauske)
sowie "Nachrichtentechnik I und 2” (Prof. Hagenauer) vermittelt werden. Eine Teilnahme
erscheint daher ab dem 6. Fachsemester als sinnvoll.

Bei jedem der nachfolgenden 16 Kapitel finden Sie zunachst eine kurze Zusammen-
fassung der dazugehorigen Theorie, anschlieBend einige Vorbereitungsfragen, die Sie vor
dem jeweiligen Termin beantworten sollten. In der Versuchsdurchfihrung arbeiten Sie
im Dialogbetrieb mit fertigen Graphik—Programmen, die Thnen den Stoff nochmals ver-
deutlichen sollen, und mit deren Hilfe Sie auch Ihre Ergebnisse der Vorbereitungsfragen
uberpriifen konnen. Zu jedem Kapitel gibt es ein eigenes Programm, dessen Namen aus
obiger Zusammenstellung entnommen werden kann, und das im allgemeinen sehr viel
mehr Moglichkeiten bietet, als es fiur die Versuchsdurchfithrung notwendig ist. Sie
konnen sich also noch beliebig ausfihrlich mit einem Thema beschaftigen, wenn Thnen
eine Versuchsdurchfithrung als nicht ausreichend erscheint.

Ein wesentlicher Bestandteil des Praktikums sind die Ubungsaufgaben, mit denen Sie
praktische Erfahrungen fur die Simulation von Nachrichtensystemen sammeln konnen.
Die von lhnen zu erstellenden Unterprogramme und Programmteile konnen in das
jeweilige Hauptprogramm eingebunden und damit getestet werden, so daB Sie von den
Problemen der graphischen/alphanumerischen Ausgabe weitgehend entlastet werden
und sich ganz auf die Umsetzung der Simulationsalgorithmen konzentrieren konnen. Es
ist empfehlenswert, die zu erstellenden Algorithmen bereits vor dem jeweiligen Termin
zu konzipieren und in die entsprechenden Unterprogramme umzusetzen.
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Sie haben die freie Wahl, Thre Unterprogramme in "C” oder "Fortran77” abzufassen.
Grundkenntnisse einer dieser Programmiersprachen waren daher winschenswert, sind
jedoch nicht Voraussetzung. Im Mittelpunkt des Praktikums steht aber nicht das Erlernen
des Programmierens, sondern das Kennenlernen verschiedener Simulationstechniken.
Eine Umsetzung des hier Gelernten in andere Programmiersprachen wie z.B. "Modulo”
oder “Assembler” sollte Thnen deshalb keine Schwierigkeiten bereiten. AuBerdem
konnen die hier angegebenen Algorithmen auch an Spezialrechnern (z.B. Signalpro-
zessoren) implementiert werden, die fiir Echtzeitsimulationen besonders geeignet sind.

Die hier verwendeten Graphikprogramme sind in Fortran geschrieben. Damit Sie
C-Programmteile in die Hauptprogramme einbinden konnen, muBten Interfaces erstellt
werden, die die Parameteriibergabe von den Fortran- zu den C-Routinen (und um-
gekehrt) bewerkstelligen. Dies ist der Grund dafiir, daB Sie bei der C-Programmierung
einige — nach unserer Auffassung nicht sehr einschrankende — Restriktionen in Kauf
nehmen miussen. Im Anhang A sind diese zusammengestellt. Desweiteren finden Sie im
Anhang noch Tabellen der GauBschen Fehlerfunktionen und zur Fouriertransformation.

Anzumerken bleibt, da3 am Ende dieses Manuskripts eine Zusammenstellung aller
Musterlosungen (Vorbereitungsfragen, Versuchsdurchfiihrung, Ubungsaufgaben) folgt.

Gemeinsamkeiten und Unterschiede bei der Untersuchung verschiedenartiger Systeme

Viele der ausgewahlten Anwendungsbeispiele stammen aus dem Gebiet der digitalen
Ubertragungsverfahren. Wichtig fiir die Verallgemeinerung der vorgestellten Losungs-
vorschlage auf andere Bereiche ist, die Gemeinsamkeiten ebenso wie die grundlegenden
Unterschiede zwischen dem spezifischen Problem und den hier betrachteten digitalen
Ubertragungssystemen zu erkennen und in geeigneter Weise zu beriicksichtigen.

Zur Verdeutlichung dieser Aussage ein kleines Beispiel: Die Qualitat eines jeden
Nachrichtensystems wird durch das unvermeidbare Rauschen mehr oder minder stark
beeintrachtigt. Dies gilt unabhangig davon, welche Aufgaben das Nachrichtensystem zu
erfullen hat, und ob es sich dabei um ein Analog- oder ein Digitalsystem handelt.
Deshalb ist die geeignete Beschreibung und Modellierung der Rauschsignale — z.B. durch
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) und Leistungsdichtespektrum (LDS) - eine
der genannten “Gemeinsamkeiten” bei der Untersuchung verschiedener Nachrichten-
systeme. Dagegen sind die Auswirkungen eines solchen Rauschsignals in starkem Maf3e
anwendungsspezifisch. Bei einem Analogsystem ist z.B. das Rauschen stets mit einem
Qualitatsverlust verbunden, wahrend es sich bei einem Digitalsystem erst dann storend
bemerkbar macht, wenn ein gewisser Grenzwert Uberschritten wird. Dies ist in der obigen
Aussage mit den “grundlegenden Unterschieden zwischen den einzelnen Systemen” gemeint.

Daneben gibt es eine Vielzahl weiterer Randbedingungen, die die sinnvolle
Vorgehensweise bei Systemuntersuchungen beeinflussen. Ein herkommliches Ubertra-
gungssystem — sei es nun analog oder digital — kann stets als "eindimensional” betrachtet
werden. Das heilit, da} hier die Signale nur Funktionen einer Variablen, namlich der
Zeit, sind. Ebenso gibt es beim Ubergang in den Spektralbereich auch nur eine Frequenz.
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Bei einem Quadraturmodulationsverfahren bestehen die einzelnen Signale jeweils aus
zwei Komponenten, namlich der Inphase— und der Quadraturkomponente. Beide Kom-
ponenten sind aber auch nur Funktionen einer Variablen, namlich der Zeit, so daB3 auch
hier eindimensionale Transformationen zum Ubergang in den Spektralbereich aus-
reichen. Quadraturmodulationsverfahren lassen sich demnach in gleicher Weise wie ein
herkdmmliches Ubertragungsverfahren behandeln, nur ist der Aufwand doppelt so gro8.

Ein anderer Sachverhalt ist in der Bildverarbeitung gegeben. Bereits beim einfachsten
Beispiel eines ruhenden SchwarzweiB3bildes ist das Signal - in diesem Fall der Grauwert -
eine Funktion zweier Variabler, namlich der Ortskoordinaten x und y. Beim Ubergang
in den Spektralbereich mufl man in diesem Fall eine zweidimensionale Transformation
verwenden, und es gibt dann auch zwei voneinander unabhangige Frequenzvariable f,
und f;. Es ist klar, daB hier sehr viel mehr Unterschiede als Gemeinsamkeiten zu den
eindimensionalen Ubertragungsverfahren zu finden sein werden. Andererseits lassen sich
aber auch die meisten GesetzmaBigkeiten der zweidimensionalen Transformation aus
den eindimensionalen Transformationsgleichungen herleiten.

Diese Ausfuhrungen lassen sich beliebig fortsetzen. Bei der Untersuchung von ruhen-
den Farbbildern mussen drei ("Rot”, "Griin”, "Blau™) zweidimensionale (x, y) Signale
verarbeitet werden. Bei der Bewegtbildverarbeitung sind die Signale dreidimensional, d.h.
abhangig von der Zeit ¢ und den beiden Ortsvariablen x und y. Entsprechend fihrt die
dreidimensionale Fouriertransformation hier auch zu drei Frequenzen f;, f; und f;. In
der Sensorik schlieBlich ist die Anzahl der Dimensionen noch sehr viel groBer (ca. 20 bis
40), und dementsprechend umfangreicher wird auch die Untersuchung solcher Systeme.

Trotz allem kann wohl gesagt werden, daf viele der nachfolgend aufgefiithrten Gesetz-
maBigkeiten und Eigenschaften fiir sehr viele Nachrichtensysteme gleichermaBen gelten.
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1 Diskrete Zufallsgrof3en

Inhalt: Das erste Kapitel soll Sie mit den diskreten ZufallsgroBen und deren Erzeugung
an einem Digitalrechner vertraut machen. Diese benotigt man z.B. zur Simulation eines
Binir- oder Mehrstufensignals sowie zur Nachbildung eines Ubertragungskanals mit
statistisch unabhangigen Fehlern durch ein digitales Modell, z.B. dem BSC-Modell. Zur
Beschreibung der diskreten ZufallsgroBen werden die Wahrscheinlichkeit, die relative
Haufigkeit sowie die Erwartungswerte und Momente erlautert, und anschlieBend die
Binomial- und die Poissonverteilung als Sondertfalle diskreter Verteilungen behandelt.

1.1 Wahrscheinlichkeit und relative Haufigkeit

Ausgangspunkt einer jeden statistischen Untersuchung ist ein Zufallsexperiment.
Darunter versteht man einen unter gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholbaren
Versuch mit ungewissem Ergebnis E, bei dem jedoch die Menge {E,} der moglichen
Ergebnisse angebbar ist.

Haufig sind die Ergebnisse eines Versuchs Zahlenwerte, z.B. beim Zufallsexperiment
"Werfen eines Wirfels”. Dagegen liefert das Experiment "Munzwurt” die zwei mogli-
chen Ergebnisse "Kopf” und "Wappen”. Zur einheitlichen Beschreibung verschieden-
artiger Experimente und zur besseren Handhabung wurde der Begrift der Zufallsgrofe
(Zufallsvariable) eingefithrt. Eine solche ist eine eindeutige Abbildung der Ergebnis-
menge {E,} auf die Menge der reellen Zahlen. Ergianzend zu dieser Definition wird
zugelassen, daBl eine ZufallsgroBe z neben dem Zahlenwert auch eine Einheit besitzt.

Versuch mit moglichen | _ eineindeutige | ZufallsgroBe mit moglichen

-«

Ergebnissen F, Abbildun Zahlenwerten z, = z(E,)
g u g u u

Nach den moglichen Zahlenwerten z, = z(Ey) unterscheidet man kontinuierliche und
diskrete ZufallsgroBen. Eine kontinuierliche ZufallsgroBe z kann zumindest in gewissen
Bereichen unendlich viele verschiedene Werte annehmen. Ist dagegen die Menge {z.}
abzahlbar, so ist die ZufallsgroBe diskret. Meist ist die Zahl der moglichen Werte auf M
begrenzt. In der Nachrichtentechnik bezeichnet man M als den Symbolumfang (im Sinne
der Codierungstheorie) bzw. als die Stufenzah! (aus der Sicht der Ubertragungstechnik).

Beispiele: a) kontinuierliche ZufallsgroBen:
- Geschwindigkeit v(¢) eines Autos, z.B. 0 < v < 200 km/h,
- Momentanwert eines Rauschsignals n(¢), z.B. gauBverteilt.

b) diskrete ZufallsgroBen:
- Roulette: Symbolvorrat {*0°, ‘1%, ..., 36} = M = 37,
- Binarfolge: Symbolvorrat {*O°, ‘L%} = M= 2
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Eine diskrete, M-stufige ZufallsgroBe z wird durch M Auftrittswahrscheinlichkeiten
pu = p(z=zu) beschrieben, wobei folgender Zusammenhang gilt:

M
>r,=1. (1.1)
u=1

Dagegen ist die Wahrscheinlichkeit p(z=z,), daB eine kontinuierliche ZufallsgroBe z
einen ganz bestimmten Wert z, annimmt, identisch Null. Hier muB, wie in Kapitel 4
beschrieben, auf die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) iibergegangen werden.

Die Wahrscheinlichkeiten nach GI. (1.1) liefern Vorhersagen uber das zu erwartende
Ergebnis eines statistischen Versuchs und sind somit sogenannte Apriori—-Kenngréfien. Sie
unterscheiden sich im allgemeinen von den relativen Hdufigkeiten

n
A = ¥ =1 .M, (1.2)

die statistische Aussagen beziiglich eines vorher durchgefithrten Versuches erlauben
(Aposteriori-Kenngrofien). In (1.2) bezeichnet N die Anzahl aller Versuche und n, die An-
zahl der Versuche mit dem Ergebnis £, bzw. der ZufallsgroBe z,,. Fur alle Werte von N
gilt analog zu (1.1) auch fiir die relativen Haufigkeiten die Normierungsbedingung:

S )
> hy’=1. (1.3)
u=1
Im Grenzfall N = stimmen die relativen Haufigkeiten mit den entsprechenden Wahr-

scheinlichkeiten uberein, zumindest im statistischen Sinne. Dagegen gilt fur endliche
Werte von N nach dem Bernoullischen Gesetz der grofien Zahlen (siehe z.B. [24]):

) 1
pllhy —PM| ze¢] < AN 2
Das bedeutet: Die Wahrscheinlichkeit, daB sich die relative Haufigkeit 4, und die dazu-
gehorige Wahrscheinlichkeit p, betragsmafig um mehr als einen Wert ¢ unterscheiden,

(1.4)

ist kleiner oder gleich 1/(4-N-&?). Fiir ein gegebenes ¢ und eine zu garantierende Wahr-
scheinlichkeit kann daraus der minimale Wert von N berechnet werden (siche V1.1).

Der monotone Abfall mit N entsprechend (1.4) gilt nur im statistischen Sinne und
nicht fur jede einzelne Realisierung. Beispielsweise kann beim Experiment "Munzwurf”
durchaus nach N=1000 Wurfen die relative Haufigkeit exakt gleich der Wahrscheinlich-
keit p=0.5 sein (wenn nwapp, = nKepr = 500 ist) und nach einer groBeren Anzahl von
Versuchen, z.B. nach N=2000, wieder mehr oder weniger stark davon abweichen.

Fihren sehr viele Personen parallel das Experiment "Minzwurf” durch und stellt man
die relative Haufigkeit in Abhangigkeit von N dar, so ergeben sich dementsprechend
Kurvenverlaufe, die zwar tendentiell, aber nicht monoton abfallend sind. Berechnet man
den Mittelwert uber diese alle, so erhalt man den monoton mit N abfallenden Verlauf.

Gl. (1.4) soll nun noch an einem Zahlenbeispiel verdeutlicht werden. Sie besagt u.a.,
daB die Wahrscheinlichkeit, daB nach N=10° Wiirfen die relative Haufigkeit von der
Wabhrscheinlichkeit p =0.5 um mehr als 0.001 abweicht, < 0.025% ist (vgl. auch D1.1).
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1.2 Erwartungswerte und Momente

Die Wahrscheinlichkeiten bzw. relativen Haufigkeiten liefern weitreichende Infor-
mationen uber die betrachtete (diskrete) ZufallsgroBe. Reduzierte Informationen erhalt
man durch die sogenannten Momente

m, = E[z¥] = zk . (1.5)

Hierbei kennzeichnen E[ ... | den Erwartungswert (berechnet als Scharmittel) und die
uberstreichende Linie die Zeitmittelung tiber die Zufallsfolge (z, ) mit der Laufvariablen
v= 1, ..., N. Beide Berechnungsarten fuhren zum gleichen asymptotischen Ergebnis.
Mit k=1 erhidlt man aus der allgemeinen GIl. (1.5) den linearen Mittelwert, der in
Zusammenhang mit (Digital-)Signalen auch als der Gleichanteil bezeichnet wird:

M 1 N
m; = Zpﬂ-zﬂ =N~sz. (1.6)
M:l y=1

Die erste Gleichung in (1.6) beschreibt die Erwartungswertbildung ("Mittelung tiber alle
moglichen Werte”), wahrend die zweite Gleichung die Bestimmung als Zeitmittelwert
angibt. In analoger Weise erhalt man mit k=2 fir den quadratischen Mittelwert:

M N
m, = leﬂ = N Z . (1.7)
P -

Bei Signalen kennzeichnet m; die (mittlere) Leistung, bezogen auf den Widerstand 1Q;
ist z eine Spannung, so hat m, die Einheit "V?”. Mit (1.6) und (1.7) kann als weitere
KenngroBe die Varianz 0 bzw. die Streuung o bestimmt werden (Satz von Steiner):

0% = mz—mf. (1.8)

Die Varianz o entspricht physikalisch der Wechselleistung, wihrend die Streuung o den
Effektivwert angibt. 02>=pu, ist ein Sonderfall (k =2) der Zentralmomente uy, die im
Gegensatz zu den Momenten m nach (1.5) jeweils auf den Mittelwert m; bezogen sind:

ﬂk:E[(Z—ml)k] . (1.9)

Eine weitere wichtige Eigenschaft der ZufallsgroBen ist die statistische Abhangigkeit
bzw. Unabhiangigkeit. Betrachtet man zwei aufeinanderfolgende Zufallsgro8en z, und
Zy +1, so sind diese dann unabhangig, falls fir die bedingten Wahrscheinlichkeiten gilt:

p(z,lz,) = p(z,)=pe,). (1.10)

Beispiel: Die biniare Symbolfolge (zy ) € { O, L} bezeichnet man als statistisch unabhangig,
wenn zu allen Zeitpunkten v die beiden folgenden Bedingungen erfullt sind:

p(0,4110,) = p(O,,4|L,) = p(O), (1.11)
p(L,110,) = p(L,4|L,) = p(L) . (1.12)
Das bedeutet, daB} in diesem Fall das Auftreten von "O” bzw. "L’ unabhangig davon ist,

ob vorher das Symbol "O” oder "L’ aufgetreten ist.
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1.3 Binomialverteilung

Die Binomialverteilung stellt einen Sonderfall fir die Auftrittswahrscheinlichkeiten
einer diskreten ZufallsgroBe dar. Geht man davon aus, daB I binare und statistisch von-
einander unabhangige ZufallsgroBen b; die Werte 0 und 1 mit den Wahrscheinlichkeiten
(1-p) bzw. p annehmen konnen, so ist die Summe

1
z= >b, (1.13)
i=1

ebenfalls eine diskrete ZufallsgroBe mit dem Symbolvorrat { 0, 1, 2, ..., I }. Der Symbol-
umfang betragt somit M = I + 1. Das Auftreten der einzelnen Werte ist dabei unabhangig
von den vorhergegangenen. Fir die Wahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung gilt

1 _
P, =plz=u) = <ﬂ) P (1-p) ™ (1.14)
mit 0 < 4 < [ und der Anzahl der Permutationen (”/ Uber u”)
IN_ 1 rd-D.(-ut ) (1.15)
u ul~(I-p)! 1-2- ... u ' '

Fir die Momente gilt nach den Rechenregeln fur Erwartungswerte allgemein:
! I
me = ELz5]= > wh | ) -p"-(L-py™. (1.16)
u=0

Daraus und aus (1.8) folgt insbesondere fiir den linearen Mittelwert und die Streuung:

m=1p, (1.17)

o= JI'p-(1-p) . (1.18)

Die maximale Streuung o =/I /2 ergibt sich fiir die charakteristische Wahrscheinlichkeit
p = 0.5, In diesem Fall gilt die Symmetriebeziehung Pu=Pr-y-Je mehr p von diesem
Wert abweicht, um so kleiner ist die Streuung, und um so unsymmetrischer werden die
Wahrscheinlichkeiten um den Mittelwert I-p.

Fir sehr groBe Werte von I kann die Binomialverteilung durch die im nachsten Unter-
abschnitt 1.4 beschriebene Poissonverteilung angenidhert werden. Ist gleichzeitig das
Produkt I-p > 1, so geht die Binomialverteilung nach dem Grenzwertsatz von de Moivre—
Laplace in eine diskrete GauBverteilung iber (vgl. Abschnitt 4.4).

Die Binomialverteilung findet in der Nachrichtentechnik ebenso wie in anderen
Disziplinen mannigfaltige Anwendungen. Beispielsweise beschreibt sie die Verteilung
von AusschuBstiicken in der statistischen Qualitiatskontrolle. Ebenso muB sie zur Berech-
nung der Restfehlerwahrscheinlichkeiten bei blockweiser Codierung herangezogen
werden. Auch die per Simulation gewonnene Bitfehlerquote eines digitalen Ubertra-
gungssystems ist im Grunde genommen eine binomialverteilte ZufallsgroBe (vgl. V13.3).
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1.4 Poissonverteilung

Die Poissonverteilung ist ein Grenzfall der Binomialverteilung (Abschnitt 1.3), wobei
von den Grenziubergingen I —+ o und p — 0 ausgegangen wird. Zusatzlich wird vorausge-
setzt, daB} das Produkt /-p =4 einen endlichen Wert besitzt, der die mittlere Anzahl der
“Einsen” in einer festgelegten Zeiteinheit angibt und haufig als Rate bezeichnet wird.

Beriicksichtigt man diese Voraussetzungen in (1.14), so folgt fir die Auftrittswahr-
scheinlichkeiten p, einer poissonverteilten ZufallsgroBe z:

I! 2\ A\
= = = 1 _ . — . 1 _— . 1.19
P =PE=0) = lim ) (1) ( 1) (1.19)
Daraus erhalt man nach einigen algebraischen Umformungen:
u
Py = 'l,.e—z , (1.20)
u!

Mittelwert und Streuung der Poissonverteilung ergeben sich direkt aus (1.17) bzw.
(1.18) durch zweifache Grenzwertbildung:

my=1lim I-p=1, (1.21)
I
p—0
o= lim JT-p-(1-p) = V4 . (1.22)
I
p—0

Daraus ist ersichtlich, daB bei der Poissonverteilung stets 0> = m gilt.

Im Gegensatz zur Binomialverteilung (0 < u < I) kann eine poissonverteilte Zufalls-
groBe beliebig groBe (ganzzahlige) Werte annehmen, d.h. die Menge der moglichen
Werte von z ist hier nicht abzahlbar. Da jedoch keine Zwischenwerte auftreten konnen,
spricht man auch hier von einer diskreten Verteilung.

Die Poissonverteilung beschreibt die Ergebnisse eines Poissonprozesses. Dieser dient
haufig als Modell fir Folgen von Ereignissen, die zu zufilligen Zeitpunkten eintreten.
Beispiele fir derartige Ereignisse sind der Ausfall von Bauelementen oder Geraten, eine
weitverbreitete Aufgabenstellung der Zuverlassigkeitstheorie. Weitere Beispiele sind das
Schrotrauschen bei optischer Ubertragung und der Beginn von Telefongesprichen in
einer Vermittlungsstelle ("Verkehrstheorie”).

Beispiel: Gehen bei einer Vermittlungsstelle im Mittel neunzig Vermittlungswiinsche
pro Minute (gleich 1.5 pro Sekunde) ein, so lauten die Wahrscheinlichkeiten py, dafl in
einem beliebigen Zeitraum von einer Sekunde genau 4 Belegungen auftreten:

_ L s
Py = 7 €
mit den Zahlenwerten pg=0.223, p;=0.335, p,=0.251, ... . Die Zeitdifferenz t zwischen

zwei Vermittlungswiinschen ist exponentialverteilt (vgl. Abschnitt 4.5); die mittlere Zeit-
spanne zwischen zwei eingehenden Vermittlungswiinschen betrigt E[7] = 1/A = 667 ms.

, (1.23)
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1.5 Erzeugung von diskreten Zufallsgrofien

Nahezu alle hoheren Programmiersprachen bieten Pseudo-Zufallsgeneratoren an,
die zwischen 0 und 1 gleichverteilte reelle Zufallszahlen x liefern. Im Praktikum lautet
der C-Funktionsaufruf des Generators: "x =random()”, wahrend in Fortran77 ein Unter-
programm aufzurufen ist: “call random(x)”.

Durch sukzessives Aufrufen der Random-Funktion entsteht eine periodisch sich
wiederholende Folge reeller Zahlen (vgl. Abschnitt 4.3). Da die Periodendauer jedoch
sehr groB ist, kann diese Folge als "pseudozufallig” angesehen werden. Durch Angabe
eines Startwertes wird an bestimmten Stellen der Pseudozufallsfolge begonnen.

Bei der Generierung einer diskreten ZufallsgroBe z wird zweckmaBigerweise von
einer solchen (zwischen 0 und 1) gleichverteilten ZufallsgroBBe x ausgegangen. Bild 1.1
zeigt das Prinzip am Beispiel M = 3, wobei mit pg, p1 und p, die Auftrittswahrscheinlich-
keiten bezeichnet sind. Ist der aktuelle Wert von x kleiner als pg, so wird z = 0 gesetzt.
Im Bereich py <x < pg+p; gilt z = 1, dariiberhinaus wird die ZufallsgroBe zu z = 2.

T z=0 z=1 z=72
fex)

\J
=

0 Po Pot P 1

Bild 1.1: Erzeugung einer ternaren Zufallsgrofie z € {0, 1, 2} mit den Wahrschein-
lichkeiten pg, p1 und p, aus einer gleichverteilten Zufallsgrofe x.

Das folgende Programmbeispiel verdeutlicht diesen Algorithmus zur Erzeugung einer
M-stufigen ZufallsgroBe mit gleichen Auftrittswahrscheinlichkeiten p, = 1/M:

in ”C”: in "F777:
long z (M) integer function z (M)
long M; integer M
{float x,random(); long 1i; real x,random
x=random() ; call random(x)
i=(long) (x*M); z=int (x*M)
return(i); return
} end

Aus Darstellungsgrinden ist hier die C—Version der FORTRAN-Funktion angepaBt. Der
C-Programmteil konnte auch sehr viel kompakter geschrieben werden:

{ float random(); return((long) (random()*M)); }

Beispiel: Fur die Stufenzahl M =3 und den aktuellen Zufallswert x=0.57 ergibt sich
x-M = 0.57-3 = 1.71 und somit die diskrete ZufallsgroBe z = 1. Fir einen zweiten
Zufallswert x = (.95 liefert die Funktion dagegen das Ergebnisz = 2.
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1.6 Vorbereitungsfragen

V1.1:
a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit p,, daB bei N =100 000 Miinzwiirfen die relative
Haufigkeit fir Zahl bzw. Wappen zwischen 0.495 und 0.505 liegt?

b) Wie groB mifite man N mindestens wahlen, damit die Wahrscheinlichkeit, dal die
relative Haufigkeit betragsmaBig um mehr als 0.4% von der Wahrscheinlichkeit
p = 0.5 abweicht, nicht groBer als 5% ist?

V1.2:
a) Berechnen Sie den linearen Mittelwert m; und die Streuung o einer quaterniaren
ZufallsgroBe z € { 0, 1, 2, 3 } mit gleichen Auftrittswahrscheinlichkeiten.

b) Wie groB sind diese Kennwerte bei einer binaren ZufallsgroBez e {0, 1 }mit p(1) =p ?
Welche Werte ergeben sich fir p = 0.5?

V1.3: Ein Zufallsgenerator “z” liefert je Taktzeit maximal einen Impuls und diesen mit
der Wahrscheinlichkeit p = 0.4. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten py =p(z = u), daBl
der Generator in 5 Taktzeiten genau u Impulse abgibt. Welche Werte kann z annehmen
und welche Verteilung liegt hier vor? Tragen Sie Ihre Ergebnisse in die Tabelle und das
Diagramm auf der nachsten Seite ein.
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Pu u=0 | u=11| wu=21| u=3|u=4 | u=>5 Sp.
V13
V14
Pu, ® Binomialverteilung Poissonverteilung
035+ — —+ ——+— —+ — —+ — — + — —
70 A S S
5700 A S S
9570 A S S
5P A S S
1570 A S S S
95 A S S
" S S S -
0 1 2 3 4 5

V1.4: Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitenp, =p(z=u) einer Poissonverteilung mit

der Rate 4 =2, und tragen Sie die Ergebnisse ebenfalls in obige Tabelle und Diagramm

ein. Welche Werte sind hier fur 4 moglich?

Beurteilen Sie anhand dieses Diagramms, welche der beiden ZufallsgroBen ("V1.3”

oder "V1.4”) einen groBeren linearen Mittelwert 727 und eine grofere Streuung o

besitzt. Berechnen Sie anschlieBend zur Kontrolle die genauen Werte fiir 721 und o .
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1.7 Versuchsdurchfithrung
Alle nachfolgenden Aufgaben konnen mit dem Programm “dis” durchgefihrt werden.

D1.1:
a) Bestimmen Sie fir eine Binarfolge mit gleichwahrscheinlichen sowie statistisch unab-
hangigen Symbolen (Meniipunkt 1, M = 2) die betragsmafige Abweichung

eN) = | -p,| (1.24)
zwischen relativer Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit in Abhangigkeit der Anzahl N
der betrachteten Symbole. Fihren Sie diese Aufgabe mit jeweils N =100 000 Zufalls-
groBen und beliebigen, aber unterschiedlichen Startwerten insgesamt dreimal durch

und tragen Sie Thre Ergebnisse in das nachfolgende Diagramm ein (nur Punkte in
Abstanden von N =10 000 einzeichnen).

&(N) 4 Startwerte: 1. 2. 3.

0000 - —+--4+-—F+--F+--+-—-F-—-+--+-—-+--+--

0009 |- bbb p 4

177 2% SN S S S S S

0007 |- 44

17777 SUNN SN S S S S U S

D005 |~ -4 h oo h 4o

9% PR SN S S S S S S S

0008 |~ b bt i

19*% SRR U SN S S U S S

9% SN S S S S S S S

7 J A S S S S S
0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 1000

b) Ist es ein Widerspruch gegeniiber (1.4), daB3 die eingetragenen Kurven nicht notwen-
digerweise monoton abfallen? Welche Tendenz zeigen alle Kurven fir wachsendes N7
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c) Wie ist das Ergebnis der Vorbereitungsfrage V1.1 im Hinblick auf diesen Versuch zu
interpretieren? Berechnen Sie fur obiges Diagramm die 90%-Schranke, d.h. fir ein
gegebenes N denjenigen Wert von ¢, der bei einer sehr groBen Anzahl von MeBreihen
von mindestens 90% unterschritten wird. Skizzieren Sie €9ge,(N) in obiges Diagramm.

d) DasProgramm bietet mit dem Menupunkt 6 die Moglichkeit, die 90%-Schranke per
Simulation zu bestimmen. Dazu werden die betragsmafige Abweichungen bei 100
MeBreihen mit jeweils N ZufallsgroBen ermittelt und derjenige Wert ausgegeben, der
in 10% der Falle uberschritten wurde. Bestimmen Sie die simulierte 90%-Schranke
fir N = 10 000, N = 30 000 und N = 50 000. Interpretieren Sie die Ergebnissse in
Bezug zu den unter Punkt c) berechneten Werten.

D1.2: Wahlen Sie nun den Menupunkt 2, die Stufenzahl M = 2 und die Auftrittswahr-
scheinlichkeit p(0) = 0.3. Uberpriifen Sie anhand der bedingten Haufigkeiten 4(0/0) und
h(0]1) bzw. A(1|0) und ~(1]1), ob die einzelnen Zeichen der Zufallsfolge innerhalb der
Simulationsgenauigkeit tatsachlich als statistisch unabhiangig angesehen werden konnen.
Es gelte wiederum N = 100000.
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D1.3:  Uberpriifen Sie die in V1.3 und V1.4 berechneten Auftrittswahrscheinlichkeiten
mit Hilfe des Programms "dis”. Wahlen Sie hierzu N=100 000. Wie gro8 ist in diesen
Fallen die maximale Abweichung zwischen den Wahrscheinlichkeiten und den relativen
Haufigkeiten? Beachten Sie hierbei, dal bei der Poissonverteilung das Programm “dis”
fiir p(7) die Summe aller restlichen Wahrscheinlichkeiten (d.h. fur g > 7) ausgibt.

a) Parameter der Binomialverteilung: p = .. ...

Emax (V1.3) =

b) Parameter der Poissonverteilung: 4 = .....

£ (V1.4) =

Fir die Aufgaben D1.4 und D1.5 wahlen Sie bitte jeweils den Mentipunkt ”0”. In diesem
Fall werden die einzelnen Verteilungen, die Stufenzahl und die entsprechenden Wahr-
scheinlichkeiten oder Parameter vom Programm “dis” selbst per Zufall ausgewahlt.

D1.4: Mitunten angegebenen Kennzahlen entstehen binare Zufallsfolgen (N = 50000).
Welche dieser Folgen sind statistisch abhangig? Begrinden Sie Thre Antworten.

Kennzahl hO) | A1) || AO0]0)| A(O|1) | A(1]0) | A(1|1) || stat. abhingig ?

a) 1000

b) 2000

c) 3000
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D1.5: Mit den im folgenden angegebenen Kennzahlen entstehen nichtbinare statistisch
unabhangige Zufallsfolgen. Bei welchen dieser diskreten Folgen handelt es sich um eine
Binomialverteilung, Poissonverteilung bzw. eine Verteilung mit beliebigen Wahrschein-
lichkeiten? Beachten Sie bei Ihrer Entscheidung insbesondere den linearen Mittelwert,
die Varianz sowie die Wahrscheinlichkeit p(0) = A(0) fir den Wert 4 = 0. Versuchen Sie
wenn moglich, die entsprechenden Verteilungsparameter zu ermitteln.

Kennzahl Mittelwert Varianz h(0) Verteilung

a) 4000

b) 5000

c) 6000
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1.8 Ubungsaufgaben

Die nachfolgenden Ubungen sollen Thnen an einigen Beispielen die Vorgehensweise
bei der Erzeugung diskreter ZufallsgroBen an einem Digitalrechner deutlich machen.

Hinweis: Schreiben Sie IThre C-Funktionen in Dateien mit der Extension ".c¢”, z.B. die
Funktion "z2(M, p)” in die Datei "z2.c”. Fortran—Programme miissen in Dateien mit der
Extension ”.for” eingetragen werden. Zum Ubersetzen und Binden Threr C-Programme
benutzen Sie die Prozedur “mkdis” (bzw. "mkdis —f” fur die Fortran-Programme). Sie
konnen dann Thre Losungen mit dem Hauptprogramm “dis” testen, das die Parameter-
eingabe und die Ausgabe der Symbolfolgen und Haufigkeiten ibernimmt. Wahlen Sie
zum Test der Ubungsaufgaben jeweils N = 100 000 Zufallszahlen.

Sollte eines Threr Programme zu einem Rechnerabsturz fihren, so konnen Sie zum
Test zunachst die Prozeduren “ftestzl”, “testz2”, “testz3” bzw. “testmom” verwenden (bei
den Fortran-Programmen jeweils mit der Option "—f”). Diese Hilfsprogramme iiberneh-
men das Ubersetzen und Einbinden der Programme und starten jeweils einen Testlauf
im alphanumerischen Modus mit einem vorgegebenen Parametersatz.

Ul.1: Schreiben Sie eine Funktion zur Erzeugung der ZufallsgroBe z; € {0, 1, ... , M-1}
entsprechend dem Prinzip nach Bild 1.1. Der Dateiheader muf3 dabei wie folgt lauten:

C: long z1(M,p_mue) F77: integer function zl1(M,p_mue)
long M; integer M
float p_muel]; real p mue(0:7)

Die wahlbaren Auftrittswahrscheinlichkeiten p, =p(z=u ) werden vom Hauptprogramm
“dis” im Feld "p_mue” uibergeben. Die fir die Berechnung notwendigen gleichverteilten
reellwertigen Zufallszahlen werden mit "x = random()” bzw. “call random(x)” aufgerufen,
wobei die C-Funktion “random()” intern als "Float” zu vereinbaren ist.

Testen Sie Thre Funktion "z/(M, p_mue)” fur die Stufenzahlen M=2, M=4und M= 8§
sowie einigen beliebig gewahlten Auftrittswahrscheinlichkeiten.
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U1.2: Zur Simulation von binomialverteilten ZufallsgroBen gibt es zwei prinzipiell unter-
schiedliche Moglichkeiten. Bei der ersten werden die einzelnen Auftrittswahrscheinlich-
keiten py =p(z=u) fur u= 0, ..., I gemaB GI. (1.14) berechnet und dann die Zufallsgroe
entsprechend dem Programm nach U1.1 erzeugt.

Schreiben Sie die Funktion "z2(M, p)”, wobei M = I+ 1 die Stufenzahl der binomial-
verteilten ZufallsgroBe angibt, wahrend p die charakteristische Wahrscheinlichkeit nach
Abschnitt 1.3 kennzeichnet. Die notwendigen Dateiheader lauten:

C: #include <math.h> F77: integer function z2(M,p)
long z2(M,Dp) integer M
long M; float p; real p

Verwenden Sie hierbei Thre Funktion “z/” von Ubung Ul.1 in geeigneter Weise. Zur
Parameteriibergabe an diese Funktion mufl man intern ein Feld "p_mue” der Lange 8
vereinbaren. Die Auftrittswahrscheinlichkeiten p, konnen nach folgender Rekursions-
formel berechnet werden:

p-(I+1-u)
= 7. . 1.25

Die Funktion "z2(M, p)” kann man vom Hauptprogramm ’dis” mit dem Meniipunkt 8
aufrufen. Testen Sie Thre Funktion fiir die beiden Beispiele:

a) M=4({=3),p=04,
b) M=8{=17),p=0.4.
Vergleichen Sie die Ergebnisse mit denen der vorgegebenen Binomialverteilung nach

Meniipunkt 3 bei gleichem Startwert und tragen Sie die sich ergebenden Rechenzeiten
in das Diagramm auf der nachsten Seite ein.
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U1.3: Die zweite Moglichkeit zur Erzeugung einer binomialverteilten ZufallsgroBe geht
von [/ binaren ZufallsgroBen b; aus, deren Summe per Definition binomialverteilt ist.

Schreiben Sie eine Funktion "z3(M, p)”, die auf diesem Algorithmus beruht. Die not-
wendigen Dateiheader lauten:

C: #include <math.h> F77: integer function z3(M,p)
long z3(M,p) integer M
long M; float p; real p

Testen Sie Thre Funktion (Mentpunkt 9) mit den gleichen Parametersitzen wie in
U1.2. Tragen Sie die Rechenzeiten in unten stehende Tabelle ein. Vergleichen Sie die
Rechenzeiten der beiden Funktionen "z2” (Mentipunkt 8) und "z3” (Meniipunkt 9) mit
der im Programm "dis” verwendeten Funktion (Meniipunkt 3) fir die Beispiele M = 4,
p=0.4und M= 8, p=0.4. Wahlen Sie hierfur wiederum N =100 000.

Welche der Funktionen ("z2” oder "z3”) benotigt die kiirzere Rechenzeit und warum?
Worauf konnten generell die langeren Rechenzeiten lhrer Funktionen gegeniiber der im
Programm 7dis” verwendeten Funktion zurtickzufithren sein? Welchen Einfluf3 hat die
Stufenzahl M bei den einzelnen Realisierungen?

Rechenzeit in Sekunden (N =100000)
Meniipunkt 3 Meniipunkt 8 ("z2”) | Menupunkt 9 (7z37)

M=4,p=04

M=8,p=04
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Ul.4: Schreiben Sie das Unterprogramm “dismom”, das aus einer beliebigen Folge von
N=10000 Zufallszahlen den linearen Mittelwert 71, den quadratischen Mittelwert m,
sowie die Varianz o2 und die Streuung o berechnet und diese Kennwerte an das Haupt-
programm “dis” zuruckgibt. Die Dateiheader miissen folgendermafen lauten:

C: #include <math.h>

void dismom(M,ml,m2,sigma2,sigma)
long M; float *ml,*m2,*sigma2,*sigma;

F77: subroutine dismom(M,ml,m2,sigma2,sigma)
integer M
real ml,m2,sigma2,sigma

Die diskreten Zufallszahlen sollen durch die externe (Long- bzw. Integer-)Funktion
"z(M)” aufgerufen werden. Uberpriifen Sie mit Threm Programm die Ergebnisse der
Vorbereitungsfrage V1.2 (Mentipunkt 1, M =2 und M = 4). Beachten Sie insbesondere
die Genauigkeit Thres Unterprogramms.
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2 Pseudonoise-Generatoren

Inhalt: Dieses Kapitel beschaftigt sich mit der reproduzierbaren Erzeugung von biniren
ZufallsgroBen, wobei sowohl auf die mathematische Darstellung solcher Generatoren
mittels Polynomen als auch auf deren Realisierung mittels Schieberegistern eingegangen
wird. AbschlieBend werden die Eigenschaften solcher PN-Generatoren kurz diskutiert.

2.1 Grundlagen und Definitionen

Eine Moglichkeit zur Erzeugung einer bindren ZufallsgroBe by € {0, 1} mit fir viele
Anwendungsfille hinreichend guten statistischen Eigenschaften bieten die sogenannten
PN-Generatoren. Die Bezeichnung "PN”, die fiir Pseudonoise steht, soll hierbei deutlich
machen, dall die durch einen solchen Generator erzeugte Folge (by) im strengen Sinne
nicht stochastisch ist, sondern periodische und damit deterministische Eigenschaften
aufweist. Ist die Periodenlange P jedoch hinreichend groB, so erscheint die Folge (by)
fur einen Betrachter als zufallig.

Ein Vorteil der PN-Generatoren liegt darin, daBl die Zufallsfolge bei Kenntnis einiger
weniger Parameter reproduzierbar ist. Aus dieser Eigenschaft heraus ergeben sich auch
die wichtigsten Anwendungen, z.B. die Fehlerhaufigkeitsmessung bei der Digitalsignal-
ubertragung (vgl. Kapitel 13, 14). Ein weiteres wichtiges Einsatzfeld der Pseudonoise—
Generatoren sind die sogenannten Bandspreizverfahren (”Spread Spectrum Systems”), die
z.B. im Versuch "Code Division Multiple Access” des Praktikums "Simulation digitaler
Ubertragungssysteme” [30] eingehend behandelt werden. Dabei wird das Sendesignal mit
einer binaren Zufallsfolge moduliert, deren Symbolfolgefrequenz deutlich groBer als die
Bitfrequenz gewahlt ist. Dadurch kann unter gewissen Randbedingungen eine merkliche
Storminderung erzielt werden. Weiterhin bietet sich dadurch die Moglichkeit der Mehr-
fachausnutzung von Kanilen (Codemultiplex). Da am Empfinger wieder die gleiche
Folge phasenrichtig zugesetzt werden muB, ist auch hier der Einsatz von solchen reprodu-
zierbaren Pseudonoise-Sequenzen ublich.

PN-Generatoren werden meist durch riickgekoppelte Schieberegister realisiert. Bild
2.1 zeigt eine solche Anordnung, wobei zu jedem Taktzeitpunkt der Inhalt des Registers
um eine Stelle nach rechts geschoben wird.

OO =

»»{ SR [-e SRy |-e SR3 -« —{ SRy _ |- SR;
v by-1 by by_3 by_r+1 by-1
by

Bild 2.1: PN-Generator der Lange L zur Erzeugung einer Binarfolge {(by).
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Fir das aktuell erzeugte Symbol gilt mit g; {0, 1} und /=1, 2, ..., L-1:
b,=(8b,,+8b,,+ ... +g-b,,+ ... +b,,)mod2 . 2.1)

Die zu vorangegangenen Zeitpunkten generierten Binarwerte by -1 ... by -1 sind in den
Speicherzellen SR; ... SRy des Schieberegisters abgelegt. Die Koeffizienten g1 ... gr._1
sind ebenfalls Binarwerte, wobei eine ”1” eine Rickkopplung an der entsprechenden
Stelle kennzeichnet und eine "0 keine Ruckfihrung.

Die Modulo-2-Addition kann z.B. durch eine XOR-Verkntuipfung realisiert werden:

0 fallsx =y,

+ d2 =x XOR ={
(x+y) mo * Y 1 fallsx =y.

(2.2)

Die statistischen Eigenschaften der erzeugten PN-Folge werden im wesentlichen durch
die Koeffizienten g; €{0, 1} bestimmt (Index /=1, 2, ... , L-1). Zur Kennzeichnung
unterschiedlicher PN-Generatoren werden oft Polynome der Art

G(D) = gL'DL +gL_1'DL_1 + e +g1'D +g0 (2.3)

verwendet. Hierbei ist stetsgy = g7, = 1 zu setzen und D ein formaler Parameter, der eine
Verzdgerung um einen Takt angibt. D’ kennzeichnet dann eine Verzégerung um L Takte.

Ist G(D) primitiv, so entsteht eine PN-Folge maximaler Periodenlinge Ppa =2"-1.
Ein Polynom G(D) vom Grad L wird dann als primitiv bezeichnet, wenn die Division
(D" + 1)/G(D) fiir keinen kleineren Wert als n= P, =2-1 den Rest 0 ergibt. Zu
bertuicksichtigen ist, daBl in der Modulo-2-Algebra "-1” und ”+ 17 identisch sind.

Voraussetzung fir die Entstehung einer PN-Folge maximaler Periodenlange ist, dal
nicht alle Elemente des Schieberegisters mit Nullen vorbelegt sind, da sonst entspre-
chend (2.1) zu jedem spateren Zeitpunkt wieder nur das Symbol "0 erzeugt wirde.

Beispiel: Zur Verdeutlichung obiger Aussagen werden nun verschiedene Pseudonoise—
Generatoren vom Grad L =4 betrachtet, die durch die Koeffizienten g;, g» und g3
festgelegt sind. In Tabelle 2.1 sind die Merkmale dieser Generatoren zusammengefalt.

Tabelle 2.1: PN-Generatoren der Lange L =4 (gy = g4 = 1, Vorbelegung: 1001).

83| 82| &1 G(D) k?fﬁf{g 2% ll)gﬁlgoed%n_
00| 0| D*+ 1] (1) | 1001 1001 4
00| 1| D*+ D+ 1| (23) | 1001000111101011001 | 15

0] 1]0| D*+ D*+ 1| (25 | 1001 111001 6

0] 1] 1| D*+ D>+ D+ 1| (27) | 10010111001 7
10| 0| D*+ D+ 1| (31) | 1001 101011110001001 | 15
10| 1] D*+ D+ D+ 1| (33) | 1001001 3
1110 p*+D¥*+D?>+ 1| (35) | 1001 1101001

1| 1| 1| D'+ D+ D*+D+1| (37) | 100101001
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Als Kurzbezeichnung fir die verschiedenen Konfigurationen ist, wie in der Literatur
ublich, die Oktaldarstellung der Binarzahl (g4 g3 g2 81 80) gewahlt. Diese Oktaldarstellung
soll anhand des Polynoms D*+ D3 + 1 erklart werden, dessen Riickfiihrungskoeffizienten
(8483828180) = (11001) sind. Daraus ergibt sich die Oktalkennung (31). Wichtig ist, daB
bei dieser Kennzeichnung die Rickkopplungskoeffizienten, von rechts mit gy beginnend,
zu Tripeln zusammengefaBt und diese oktal (0 ... 7) geschrieben werden.

Betrachten wir nun einige Anordnungen. Bei der Konfiguration mit der Oktal-
kennung (21) wird nur die Anfangsbelegung zyklisch wiederholt. Die Periodenlange ist
in diesem Fall abhingig von der Anfangsbelegung und nicht gréBer als P = 4. Ahnliche,
wenn auch nicht identische Eigenschaften weist die Konfiguration (37) auf.

Weiterhin ist aus Tabelle 2.1 ersichtlich, daB die zueinander reziproken Anordnungen,
z.B. (27) und (35) bzw. (23) und (31), genau gleiche statistische Eigenschaften besitzen.
Das zum Polynom G(D) reziproke Polynom Gg(D) ist dabei wie folgt definiert:

Gy (D) = DF-G(D™) . (2.4)
Beispielsweise lautet das zum Polynom G(D) = 1 + D? 4+ D3 + D* reziproke Polynom:
GyMD)=D**(1+D?*+D3+D*"N=D*+D*+D+1. (2.5)

Von besonderem Interesse sind PN-Generatoren, die Folgen maximaler Periodenlange
Prax = 25— 1 liefern. Im Fall L = 4 betragt die Maximallinge P, = 15, und es gibt — wie
ebenfalls aus der Tabelle 2.1 hervorgeht — hierfiir zwei mogliche Konfigurationen. Diese
beiden Anordnungen mit den Oktalkennungen (23) bzw. (31) sind zueinander reziprok,
die dazugehorigen Polynome D*+ D +1 bzw. D*+ D3 + 1 primitiv.

Anhand der Konfiguration (31) soll dies gezeigt werden. Entsprechend obiger Defini-
tion eines primitiven Polynoms vom Grad L = 4 muB die Division von (D + 1) durch
(D*+ D? + 1) ohne Rest moglich sein. Wie die folgende Rechnung zeigt, trifft dies zu:

(DP+1): (D*+D3*+1) =D'"+DV+ D+ D8+ DO+ D4+ D3 +1.
D15+D14+D11
/ D¥+Dll41
/ DB+DH4+ D041
D13+ D2+ DY
/ D2+DN4+ DO+ Do +1
D2+ D'+ D3
/7 DY+DY+pB+1
D'+ DY + Db
// D¥+DP+1
D +D’ +D*
/Dl +D° +D* +1
D’ +D% +D?

/' D*+D?+1
DY +D3 +1

0

(2.6)
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Hierbei ist berucksichtigt, dal in der Modulo-2-Algebra ”+1” und ”-1" identisch sind.
Da der Ausdruck (D"+ 1) fiir n < 15 nicht durch G(D) teilbar ist, handelt es sich bei (31)
um ein primitives Polynom, d.h. die Lange der Ausgangsfolge ... 100110101111000 ...
ist maximal (P =2%-1=15).

Die Ausgangsfolgen von reziproken Konfigurationen sind zueinander invers. Das
bedeutet, dal die Ausgangsfolge von (31), von rechts nach links gelesen, die Folge der
reziproken Anordnung (23) ergibt: ...000111101011001 ... . Die Periodenlange be-
tragt in beiden Fillen P = 15. Ahnliches gilt fiir die Ausgangsfolgen von (27) und (35).

In einer Folge maximaler Linge Py, =2"-1 betrigt die maximale Anzahl direkt
aufeinanderfolgender Einsen L, die der direkt aufeinanderfolgenden Nullen L-1. Pro
Periode P, ist stets eine ”1” mehr als Nullen enthalten. Dies fihrt dazu, daB sich der
lineare Mittelwert einer PN-Folge gegenuber einer echt zufilligen Binarfolge mit
gleichwahrscheinlichen Symbolen geringfligig vergroBert. Ist bye{-1, +1}, d.h die
Pseudonoise-Ausgangsfolge bipolar (antipodisch), so ist der Mittelwert (Gleichanteil)
my = 1/(2%-1). Der quadratische Mittelwert (mittlere Leistung) betrigt wie bei je-
der bipolaren Binarfolge m, =1 (Anmerkung: Bei bipolarer Betrachtungsweise wird
manchmal das Symbol "O” mit +1 und das Symbol "L’ mit -1 dargestellt. Damit kann
- wie z.B. in [7] - die Modulo-2-Addition durch eine Multiplikation ersetzt werden).

In [32] sind alle PN-Generatoren maximaler Lange bis zum Grad L = 34 angegeben.
Aus der entsprechenden Tabelle ist ersichtlich, daB bei jedem PN-Generator maximaler
Lange die Anzahl der Riickfithrungen (d.h. die Anzahl der Koeffizienteng; = 1 mit/ = 1,
2, ..., L) geradzahlig ist. Aber nicht jede Anordnung mit geradzahliger Anzahl von Ruck-
fuhrungen fiihrt zu einer Folge maximaler Lange.

Fir Applikationen, die eine hohe Geschwindigkeit erfordern, sind Generatoren mit
nur einer Anzapfung (d.h. zwei Rickfiihrungen) sehr nutzlich. Das bedeutet, daf} die
zugehorigen Generatorpolynome aus drei Gliedern bestehen. Einige dieser Konfigu-
rationen sind in Tabelle 2.2 zusammengestellt.

Tabelle 2.2: PN-Generatoren maximaler Lange mit nur zwei Riickfihrungen.

Grad L Polynom G(D) reziprokes Polyn. Gr(D) Periodenlange P
2 D? +D +1 identisch 3
3 D3 + D2 +1 D3 +D +1 7
4 D4 + D3 +1 DY +D +1 15
5 DS + D3 +1 DS +D? +1 31
6 D¢ + D5 +1 D +D +1 63
7 D7 + D% + 1 D7 +D3 +1 127
9 D9 + D5 +1 D% + D% +1 511
10 DI + p7 + 1 DO + p3 +1 1023
15 DI + p 4+ 1 DY +D +1 32767
23 D3 + D18 + 1 D»3 + D5 + 1 8388607
31 D3 + D¥ + 1 D3 + D3 +1 2147483647
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2.2 Vorbereitungsfragen

V2.1: Gegeben ist nachfolgende Schieberegisterstruktur:

D

g1=1 g=1
o»{ SR| [ SR, |- SR3
. bv—l bv—2 bv—3
by

a) Bestimmen Sie das zugehorige Generatorpolynom G(D) und die Oktalkennung.

b) Zeigen Sie, daB die Polynomdivision (D*+ 1)/G(D) ohne Rest mdglich ist.

¢) Stellt G(D) ein primitives Polynom dar? Begriinden Sie Ihre Antwort. Welche Aussage
ist hieraus fur die Periodenlange ableitbar?

d) Das Schieberegister sei mit folgenden Werten vorbelegt: SRy =1, SR, =0, SR3=1.
Bestimmen Sie die Ausgangsfolge fir 5 Zyklen. Wie grof} ist die Periode dieser Folge?

Zyklus 1 2 3 4 5

0
SR, 1
SR, 0 _
SR; 1
by

Hhu
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e) Wiederholen Sie Punkt d) fiir die Registerbelegung: SRy =1, SR, =0, SR3=0.

Zyklus 1 2 3 4 5

0
SR, 1
SR, 0
SR; 0
by

~
Il

V2.2: Gegeben sei nun das folgende Polynom: G(D) = D + D> + 1 .

a) Handelt es sich bei G(D) um ein primitives Polynom? Fiihren Sie dazu die Division
(D"+1)/G(D) beginnend mitz = 4 solange durch, bis die Division keinen Rest liefert.
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b) Zeichnen Sie die vom Polynom G(D) beschriebene Registerstruktur. Wie lautet die
Oktalkennung? Wie groB ist die Periode P dieser Folge?

¢) Das Schieberegister sei mit folgenden Werten vorbelegt: SRy =1, SR, =0, SR3=1.
Bestimmen Sie die Ausgangsfolge fir 8 Zyklen.

Zyklus 1 2 3 4 5 6 7 8

0
SR, | 1
SR, | 0 _
SR; | 1
by

Hhu

d) Wie lautet das zu G(D) = D? + D? + 1 reziproke Generatorpolynom Gg(D)?

e) Wie lautet die dazugehorige Ausgangsfolge (b,)? Beriicksichtigen Sie zur Beantwor-
tung dieser Frage Thr Ergebnis von Punkt c).

f) Wieviele Nullen und Einsen enthélt diese Folge? Wieviele Nullen und Einsen enthalt
eine Folge maximaler Lange bei einem PN-Generator vom Grad L allgemein?

g) Bestimmen Sie den linearen Mittelwert 71, und die Varianz o2 einer unendlich langen

Ausgangsfolge (by), wenn die Annahme b, €{0, 1} bzw. by e{-1, + 1} gilt.
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2.3 Versuchsdurchfithrung

Die nachfolgenden Aufgaben konnen mit dem Programm “png” durchgetiihrt werden.

D2.1: Mit dieser Aufgabe soll die Arbeitsweise eines Pseudonoise—-Generators nochmals
verdeutlicht werden. Dazu wird nach jedem Schiebevorgang der aktuelle Ausgangswert
by und die aktuelle Registerbelegung am Bildschirm angezeigt. Nach einer vollstandigen
Periode P erscheint die gesamte Folge. Wahlen Sie dazu den Mentipunkt 1 im Hauptment
und den Grad des Registers zu L =5.

a) Welche Eigenschaften besitzt ein PN-Generator mit der Oktalkennung (41) und der
Vorbelegung SRy = 1, SR, = 0, SR3; = 1, SRy = 0, SRy = 1?

81 = g2 = 83 = 84 =

Ausgangsfolge: Periodenlange:

b) Waibhlen Sie nung; = g» = g3 = g4 = 1. Bestimmen Sie die Ausgangsfolge {b,) sowie
die Periodenlange P. Vorbelegung: SR; = 1, SR, = 0, SR3 = 1, SRy = 0, SRs = 1.

Ausgangsfolge: Periodenlange:

¢) Gegeben sei ein PN-Generator mit der Oktalkennung (75). Uberpriifen Sie mit dem
Programm, ob es sich um eine Folge maximaler Lange handelt (Begriindung). Wiahlen
Sie dazu die Vorbelegung SR; = 1, SR, = 0, SR3 = 1, SRy = 0, SRy = 1.

81 = g2 = 83 = 84 =

Ausgangsfolge: Periodenlange:

d) Bestimmen Sie die Oktalkennung des zum Polynom aus D2.1c) reziproken Polynoms
Gr(D). Uberpriifen Sie, ob dieser Generator eine Folge maximaler Linge liefert.

81 = 8 = 83 = g4 = Oktalkennung:

Ausgangsfolge: Periodenlange:
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e) Finden Sie zwei Konfigurationen mit nur zwei Ruckfiihrungen, die jeweils zu einer
Folge maximaler Lange fihren. Bestimmen Sie deren Polynome G(D) und Oktalken-
nungen. Hinweis: Es sei also jeweils nur einer der Koeffizienten g ... g4 gleich 1.

Oktalkennung: g1 = g = g3 = g4 =
Ausgangsfolge:
Oktalkennung: g1 = g = g3 = g4 =
Ausgangsfolge:

Fir die folgenden Versuche mussen Sie im Hauptmenu den Mentipunkt 2 wahlen.

D2.2: Bestimmen Sie, ob der angegebene PN-Generator eine Folge maximaler Lange
erzeugt. Begrinden Sie lhre Antwort. Geben Sie das dazugehorige Generatorpolynom
G(D) an. Ist dieses primitiv?

D2.3: Ermitteln Sie die Periodenlange P der ausgegebenen Folge. Ist diese maximal,
wenn der Registergrad L = 6 ist? Begrinden Sie lhre Aussagen. Wieviele Nullen und
Einsen beinhaltet die Folge und wie groB sind deren Mittelwert und Streuung (vgl. V2.2)?
Wie grof ist hier die Anzahl aufeinanderfolgender Nullen und Einsen?
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2.4 Ubungsaufgabe

U2.1: Zur Realisierung eines PN-Generators verwendet man die Schieberegisterstruktur
entsprechend Bild 2.1. Schreiben Sie eine Funktion "z4(L, g, SR)”, die pro Aufruf ein
Symbol der bindren Ausgangsfolge erzeugt, mit folgendem Dateiheader:

C: long z4(L,g,SR) F77: integer function z4(L,g,SR)
long L,g[ 1,sR[ I; integer L,g(0:10),SR(0:10)

Der Registergrad (zwischen 2 und 10) wird mit der Variablen "L’ ibergeben. Das Feld
“g” enthalt die Rickkopplungskoeffizienten des PN-Generators mit g[0]=g[L]=1 und
das Feld "SR” die Anfangsbelegung (zwischen SR[1] und SR[L]).

Hinweis: Zum Ubersetzen und Binden der C-Funktion verwenden Sie die Prozedur
"mkpng” ("mkpng —f” bei FORTRAN).

Testen konnen Sie Thre Funktion mit dem Programm “png” (Menupunkt 3), das auch die
Eingabe der Variablen ubernimmt. Wahlen Sie fur den Test die unten angegebenen
Konfigurationen (jeweils SR; = SR, = ... = 1) und vergleichen Sie die Rechenzeiten.
Uberpriifen Sie auch jeweils die Periodenlinge.

Rechenzeit "png” Rechenzeit "z4”

L=5 GD)=D+D*+1

L=9 GD)=D"+D +1
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R) Markovketten

Inhalt: Dieses Kapitel behandelt Folgen von diskreten ZufallsgroBen mit (inneren)
statistischen Bindungen. Das bedeutet, da} die Wahrscheinlichkeiten der Folgenelemente
von den vorhergegangenen Symbolen statistisch abhiangen. Solche Folgen bezeichnet man
als Markovprozesse bzw. Markovketten. Zur Beschreibung verwendet man vorwiegend
die Ubergangs- und Ereigniswahrscheinlichkeiten, deren Eigenschaften und Berechnung
im folgenden fir homogene Markovketten erster Ordnung mit zwei bzw. drei Ereignissen
angegeben werden.

3.1 Grundlagen und Definitionen

Eine wichtige Klasse von Zufallsprozessen sind die sogenannten Markovprozesse oder
Markovketten, die hautig als Modelle fir zeit- und wertdiskrete ZufallsgroBen mit inne-
ren statistischen Bindungen herangezogen werden. Ein Beispiel fur deren Einsatz sind
die digitalen Kanalmodelle, durch die Ubertragungssysteme sehr einfach — nimlich auf
Bitfehlerebene - simuliert werden konnen. Diese werden u.a. im Versuch "Digitale Kanal-
modelle und deren Anwendung auf Multimediadaten” des Praktikums “Simulation digitaler
Ubertragungssysteme” [30] behandelt. Das bekannteste digitale Kanalmodell stammt von
Gilbert und Elliott, das im Gegensatz zum sog. BSC-Modell (Binary Symmetric channel)
Kanale mit Bundelfehlercharakteristik nachbildet.

Zur Beschreibung der Markovketten betrachten wir wie im ersten Kapitel eine Folge
(zy) von N diskreten, M-stufigen ZufallsgroBen, wobei fur M =2 der Symbolvorrat aus
{07, "L’} und fur M =3 aus {"A’, "B”, ”C”’} bestehe. In diesem Kapitel sei das Auftreten
der aktuellen ZufallsgroBe z, im Gegensatz zu Kapitel 1 jedoch (statistisch) abhangig
von den zu vorangegangenen Zeitpunkten erzeugten ZufallsgroBenzy_1,zv-2, ... , Zy—k.
Eine solche Folge bezeichnet man dann als Markovkette k—ter Ordnung (vgl. Bild 3.1).

Speziell gilt fiir eine Markovkette erster Ordnung (k = 1), dal das Auftreten des
Symbols zum Zeitpunkt v direkt nur von der unmittelbar vorangegangenen ZufallsgroBe
zy-1 abhangt. Naturlich besteht trotzdem auch eine (allerdings indirekte) statistische
Abhangigkeit zwischen z, und zy -2 und den noch weiter zurtickliegenden ZufallsgroBen,
da zy -1 selbst von z,_2 abhingt usw..

k—ter Ordnurjf;\\

(. ( ~
/) ) | |

20 Z1 Z2 Zy-k Zy-2 Zy-1 Zy

{f —

Bild 3.1: Zeitliche Abhangigkeiten bei einem Markovproze8 k-ter Ordnung.
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Zur Beschreibung einer Markovkette erster Ordnung verwendet man die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten p(zy |zy-1). Bei einer Markovkette mit M Symbolen (Zustanden)
gibt es genau M? verschiedene Ubergangswahrscheinlichkeiten. Beispielsweise erhalt
man fir die Stufenzahl M = 2 mit den beiden moglichen Symbolen ”"O” und "L die vier
bedingten Wahrscheinlichkeiten p(Oy | Oy-1), p(Ly | Oy-1), p(Oy | Ly-1) und p(Ly | Ly-1).

Hierbei miussen stets die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sein:

p0,[0, ) +pL, |0, ) =1, (3.1)
p(ov|Lv—1) +p(Lv|LV—1) =1 . (3.2)

Das bedeutet, daB bei einer Markovkette erster Ordnung mit M Ereignissen insgesamt
nur M-(M-1) Ubergangswahrscheinlichkeiten frei wihlbar sind. Eine binire Markov-
kette ist demnach durch zwei Ubergangswahrscheinlichkeiten vollstindig bestimmt.

Sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten unabhingig vom Zeitpunkt v, so bezeichnet
man die Markovkette als homogen. Fur die im folgenden betrachteten Markovketten
wird stets Homogenitat vorausgesetzt. Deshalb wird beispielsweise fir M =2 verein-
fachend geschrieben:

p(ov|ov—l) =p(O|O) b p(Lv|Ov—1) =p(L|O) >
p(OV|LV—1) :p(O|L) b p(LV|L—1) =p(L|L) .

Eine homogene Markovkette erster Ordnung kann z.B. durch das Markovdiagramm
beschrieben werden, das fiir die Stufenzahlen M =2 in Bild 3.2 dargestellt ist.

p(L]O)

T RONMMROMT

p(O|L)

Bild 3.2: Markovdiagramm fir zwei mogliche Ereignisse (Zustande).

Die Symbolwahrscheinlichkeiten bzw. Zustandswahrscheinlichkeiten py(O)= p(zy ="0")
bzw. py(L)= p(zy ="L’) ergeben sich fir eine binare homogene Markovkette zu

pO) =p(O|0) p, (0) +p(O|L)p, (L) , (3.3)
pL) = p(L]|O) p,1(O) + p(LIL) p, (L) . (3.4)

Bei den GroBen py(O) und py(L) handelt es sich um absolute Wahrscheinlichkeiten im
Gegensatz zu den bedingten Ubergangswahrscheinlichkeiten p(O|0), p(L|O), usw..

Sind neben den Ubergangswahrscheinlichkeiten p(zy |zy-1) auch simtliche Zustands-
wahrscheinlichkeiten unabhangig vom betrachteten Zeitpunkt v, so nennt man die
Markovkette stationdr. Zur Vereinfachung der Gleichungen wird im stationaren Fall auf
den Index "v” verzichtet, und man schreibt fiir M = 2: p,,(O) = p(O) und py(L) = p(L).
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Die Wahrscheinlichkeiten p(O) und p(L) bezeichnet man oft auch als die ergodischen
Wahrscheinlichkeiten. Sie lassen sich aus (3.3) und (3.4) wie folgt bestimmen:

p(O) = p(0]0) -p(O) + p(O|L) "p(L) , (3.5)
p(L) = p(L|O) p(O) + p(L|L) p(L) . (3.6)

Hierbei ist zu beachten, daB diese beiden Gleichungen linear voneinander abhangen — was
bedeutet, daB nur eine dieser Gleichungen verwendet werden kann - und deshalb zur
Berechnung von p(O) und p(L) eine weitere Gleichung benotigt wird, namlich

pO) +pL)=1. (3.7)

Beispiel: Gegeben sei ein Markovproze} erster Ordnung mit den moglichen Zustanden
”O” und "L’ und dem Startzeitpunkt v = 0. Die nachfolgende Darstellung zeigt zehn
Musterfolgen dieses Prozesses, wobei bei jeder Musterfolge die Lautvariable v der Reihe
nach die Werte 0, 1, 2, 3, ... annimmt.

.....

.....

.....

.....

.....

.....

.....

.....

.....

elejololojolololole
oorccCco-n-Dor
CormfQoror OO0
coCoCoorrcorrr
coorrroEororc
unlienlienlinll enll enll enll el el e
oo
coorrorrcCcor
coormoorrorrc
corrCorrrc O

.....

Es ist zu erkennen, dal zum Startzeitpunkt v = 0 der ProzeB8 stets im Zustand "O” be-
ginnt. Die Zustandswahrscheinlichkeiten p,(O) und py (L) werden durch Scharmittelung
uber sehr viele solcher Zufallsfolgen bestimmt. Bei einer endlichen Anzahl beobachteter
Markovketten miissen diese Wahrscheinlichkeiten durch die entsprechenden relativen
Haufigkeiten 4,(O) bzw. i, (L) angenihert werden (vgl. Abschnitt 1.1). Die nachfolgende
Tabelle zeigt das Ergebnis einer Simulation uber 2 000 000 Ketten.

y 0 1 2 3 4 5 0. .. oo
p,(0)=h,(0) 1.0000| 0.4012  0.2808 | 0.2560  0.2512| 0.2502 . . . . . 0.2500
pv(L) = p,(L) 0.0000| 0.5988 | 0.7192| 0.7440| 0.7488 0.7498 . . . . . 0.7500

Man erkennt, daB bei dieser Markovkette die ergodischen Wahrscheinlichkeiten bereits
nach ca. 5 Schritten naherungsweise erreicht sind und damit der nichtstationare Ein-
schwingvorgang bereits nach relativ kurzer Zeit abgeschlossen ist.
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Die Ubergangswahrscheinlichkeiten koénnen z.B. aus den empirisch gewonnenen
Zustandswahrscheinlichkeiten berechnet werden. Aus (3.3) folgt mit v = 1: p(O | O) ~ 0.4.
Mit (3.1) ist damit auch p(LL| O) ~ 0.6 festgelegt. Als weitere Bestimmungsgleichung kann
z.B. (3.5) herangezogen werden. ”Sehr lange” nach dem Einschalten der Kette (d.h. im
Grenzfall fir v— o) gilt: 0.25=p(0]0)-0.25 + p(O|L)-0.75. Daraus ergeben sich die
noch fehlenden Ubergangswahrscheinlichkeiten zu p(O|L) ~ 0.2 bzw. p(L|L)~0.8.

Bei der Erzeugung einer binaren ZufallsgroBe z, mit Markoveigenschaften miissen
die Zeitpunkte v =0 bzw. v = 0 unterschieden werden. Zum Startzeitpunkt wird z, aus
den Startwahrscheinlichkeiten p(zo="0") und p(zy="L") bestimmt. Fir alle weiteren
Zeitpunkte hangt die aktuelle ZufallsgroBe z, auch von der vorherigen ZufallsgroBe zy_;
ab, und ist mit Hilfe der Ubergangswahrscheinlichkeiten p(O|O), p(LIO) bzw. p(OIL),
p(L|L) zu ermitteln (siehe Ubungsaufgabe U3.1).

Fir eine homogene Markovkette mit den drei moglichen Symbolen ”A”, ”B” und ”C”

gilt das Markovdiagramm gema8 Bild 3.3. Hier lauten die Gleichungen zur Berechnung
der Ereigniswahrscheinlichkeiten:

pAA) = p(AlA) p, (A) + p(A|B) ' p,_(B) + p(A|C) 'p,_(C), (3.8)
p,(B) = pB|A) p, (A) + pB|B) p, (B) + p(B|C)p,_(C), (3.9)
pAC) = p(C|A)'p, ((A) + p(C|B) p, (B) + p(C|C)p, (C) . (3.10)

Die ergodischen Wahrscheinlichkeiten ergeben sich wieder aus den Bedingungen, dal3
pv(A) = pr-1(A), py(B) = py-1(B) und py(C) = py-1(C) gilt:

p(A) = p(A[A) p(A) + p(A|B) - p(B) + p(A|C) p(C) , (3.11)
p(B) = p(B|A) p(A) + p(B|B) - p(B) + p(B|C) - p(C) , (3.12)
p(C) = p(C|A) " p(A) + p(C|B)  p(B) + p(C|C)p(C) . (3.13)

Von diesen drei Gleichungen konnen allerdings aufgrund linearer Abhangigkeiten wie-
derum nur zwei verwendet werden, die zusammen mit p(A) + p(B) +p(C) =1 zum

gewiinschten Ergebnis fithren (vgl. Vorbereitungsfrage V3.2).
P(A[A)

Bild 3.3: Markovdiagramme fir M = 3 mogliche Ereignisse "A’, "B” und "C”.
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3.2 Vorbereitungsfragen

V3.1: Gegeben sei eine homogene Markovkette erster Ordnung mit den Symbolen
»0” und "I’ und den Ubergangswahrscheinlichkeiten p(O|O) = 0.75 und p(L|L) = 0.

a) Bestimmen Sie die restlichen Ubergangswahrscheinlichkeiten, und skizzieren Sie das
Markovdiagramm.

b) Fir die Symbolwahrscheinlichkeiten gelte zum Zeitpunkt v = 0:
pr(0)=0 und py(L)=1.

Bestimmen Sie die Symbolwahrscheinlichkeiten p,(O) bzw. py(L) fiir die nachfolgen-
den Zeitpunkte v = 1 bisv = 4.

c) Wie groB sind die Wahrscheinlichkeiten py(O) bzw. py(L) sehr lange nach dem Ein-
schalten der Kette (v — o , ergodische Wahrscheinlichkeiten)?

d) Wie missen, wenn nur der Wert p(O|O) = 0.75 vorgegeben ist, die drei restlichen
Ubergangswahrscheinlichkeiten gewahlt werden, damit sich statistisch unabhéingige
ZufallsgroBen ergeben?
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V3.2: Eine ternare Nachrichtenquelle mit den Symbolen "-17, 70" und ”+1” kann
durch eine homogene Markovkette erster Ordnung mit nachfolgendem Diagramm be-
schrieben werden. Zum Einschaltzeitpunkt v = 0 seien die Symbolwahrscheinlichkeiten
fir alle drei Symbole gleich: py(-1) = py(0) = py(+1) = 1/3.

0.5
HONWONL
0.5

0.5

0.5

a) Berechnen Sie die Symbolwahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt v = 1. Benutzen Sie
zur Vereinfachung der Berechnungen die Symmetrie des Markovdiagramms.

b) Ist die Nachrichtenquelle im strengen Sinne stationar? (Begrindung)

¢) Berechnen Sie die Symbolwahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt v = 2.
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d) Wie groB sind die Symbolwahrscheinlichkeiten py(-1), py(0) und py(+ 1) zum Zeit-
punktv = 3, sowie zu allen spateren Zeitpunkten (v > 3)? Erklaren Sie das Ergebnis.

e) Skizzieren Sie eine mogliche Folge mit bipolaren Rechteckimpulsen der Dauer T in
nachfolgendes Diagramm. Was ist hierbei zu beachten?

_1+

f)  Wie groB ist die Wahrscheinlichkeiten, daf} zwei gleiche Symbole direkt aufeinander-
folgen?

g) Wie grofB} sind der Gleichanteil und die Varianz dieses Signals?
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3.3 Versuchsdurchfithrung

Alle Aufgaben dieses Kapitels konnen mit dem Programm “mar” durchgefiihrt werden.
Dieses Programm nihert die Symbolwahrscheinlichkeiten py (0) und py (1) einer binaren
Zufallsfolge (zy ) € { 0, 1} durch die relativen Haufigkeiten an. Dabei betragt die Anzahl
der parallelen Realisierungen stets N = 10 000.

D3.1: Gegeben sei eine binire Markovkette (M = 2) mit den Ubergangswahrschein-
lichkeiten p(0|0) = 0.25, p(110) = 0.75 und p(0|1) = p(1]1) = 0.5. Beim Einschalten der
Kette zum Zeitpunkt v = 0 sei die Wahrscheinlichkeit von 70" gleich 0.4.

a) Zeichnen Sie in das nachfolgende Diagramm den Verlauf der Symbolwahrscheinlich-
keiten p,(0) und py(1) in Abhangigkeit von v ein.

- == »0 — )
1.0t
0.87
0.67
0.4~

027

0.0 I I I I I I I I I I I I

b) Ist diese Markovkette stationar? Begrinden Sie Ihre Antwort.

¢) Vergleichen Sie die in Teilaufgabe a) ermittelten "ergodischen Wahrscheinlichkeiten”

mit den theoretischen Werten.
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d) Zeigen Sie anhand des Programms “mar”, daB sich die Symbolwahrscheinlichkeiten
pv(0)undpy(1)auch bei anderen Startwahrscheinlichkeiten auf die gleichen Endwerte
einpendeln. Wahlen Sie fiir diesen Versuch fir v = 0: py(0)=0.8. Zeichnen Sie den
Verlauf der Symbolwahrscheinlichkeiten in nachfolgendes Diagramm ein.

— — — p0) E—— YY)
10
0.87
0.6
0.4 1

027

0.0 I I I I T I T T T 1 T T

e) Ab welchem Zeitpunkt kann man diese Kette innerhalb der Simulationsgenauigkeit

als eingeschwungen (stationir) bezeichnen?
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D3.2: Betrachten Sie nun die binare Markovkette, die in der Vorbereitungsfrage V3.1
behandelt wurde, d.h. es sei p(0|0) = 0.75 und p(1|1) = 0. Beim Einschalten der Kette
zum Zeitpunkt v = 0 wird stets mit dem Symbol ”1” begonnen.

a) Welche Eigenschaften dieser Kette konnen Sie bereits an den ausgegebenen Zufalls-
folgen erkennen, insbesondere fiir den Zeitpunkt v = 1?

b) Uberpriifen Sie die in der Vorbereitungsfrage V3.1 berechneten Symbolwahrschein-
lichkeiten.

Ergebnisse der Vorbereitungsfrage V3.1:

p.,(0)

pAD)

c) Wirde diese Markovkette mit der Startwahrscheinlichkeit pg(0)=1 schneller ein-
schwingen? Begrindung.
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D3.3: Geben Sie nun die Kennwerte der ternaren Markovkette gemal V3.2 ein.

pO) = p(FD) =
p(O[0)= p(F10) =
p(FUFD = pCO+D) =
p(-1]-1) = p(0]-1)=

......................

a) Uberpriifen Sie anhand der ausgegebenen Markovketten, ob auf das Symbol ”+1”
("-17) tatsachlich nie unmittelbar das Symbol "+ 17 ("-17) folgt.

b) Stimmen Ihre Ergebnisse aus V3.2 mit den vom Programm “mar” ermittelten Sym-
bolwahrscheinlichkeiten uberein?

Ergebnisse der Vorbereitungsfrage V3.2:

p.,(0)

p+1D)

pv(_ 1)
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¢) Betrachten Sie auch das Einschwingverhalten dieser Markovkette, wenn zum Start-

zeitpunkt v = 0 stets mit dem Symbol ”+1” begonnen wird. Skizzieren Sie den

Verlauf der drei Symbolwahrscheinlichkeiten p,(0), py(+ 1) und py(-1) in das nach-
folgende Diagramm.

1.0

0.8

0.67

047

027

0.0 I I I I I I I I I I I I

D3.4: Mit dem Mentpunkt "1” erscheinen die Zufallsfolgen und die Symbolwahr-
scheinlichkeiten einer binaren Markovkette, deren charakteristische Kenngroen vom

Programm “mar” per Zufall ausgewahlt werden.
a) Lesen Sie die einzelnen Symbolwahrscheinlichkeiten fiir die Zeitpunktev = 0, v = 1

und v — oo fir die mit dem Kennwert 71000” erzeugten Markovkette aus der am
Bildschirm dargestellten Graphik ab (auf 2 Nachkommastellen genau).

......................

...........

...........

......................
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b) Berechnen Sie aus diesen Symbolwahrscheinlichkeiten simtliche Ubergangswahr-
scheinlichkeiten.

¢) Bestimmen Sie die Ubergangswahrscheinlichkeiten der Markovkette, die mit dem
Kennwert ”2000” entsteht. Welche “Einschwingzeit” hat diese Markovkette?

......................

......................

......................
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3.4 Ubungsaufgabe

U3.1:  Schreiben Sie eine Funktion “z5(nue, p0, p00, p11)”, die bei jedem Aufruf einen
Wert der Binarfolge (z, ) € {0, 1} mit Markoveigenschaften liefert. Zum Ubersetzen und
Binden dient die Prozedur “mkmar”. Testen Sie lThre Funktion mit Hilfe des Hauptpro-
gramms “mar” (Menipunkt 4) und den Wahrscheinlichkeiten gemaf D3.1 und D3.2.

Die Ubergabeparameter bedeuten: “nue” (fortlaufende Zihlvariable v, beginnend
mit 0), 'p0” = pe(0), "p00” = p(0|0) und "p11” = p(1|1). Die fiir die Berechnung notwen-
digen gleichverteilten Zufallszahlen werden in C mit "x =random()” aufgerufen, wobei
diese Funktion intern als “float” zu vereinbaren ist.

Bei der Erzeugung missen die Zeitpunkte v = 0 bzw. v = 0 unterschieden werden.
Zum Startzeitpunkt wird z, aus den Startwahrscheinlichkeiten py(0) und pg(1) bestimmt.
Fir alle weiteren Zeitpunkte hangt die aktuelle ZufallsgroBe z, auch von der vorherigen
ZufallsgroBe z,_; ab, und ist mit Hilfe der Ubergangswahrscheinlichkeiten zu ermitteln.
Hinweis: Eine Variable, die sich zwischen zwei Aufrufen einer C-Funktion nicht ver-
andern soll, muB} intern als “static” definiert werden.

C: long z5(nue,p0,p00,pll)
long nue;
float pO,p00,pll;

F77: integer function z5(nue,p0,p00,pll)
integer nue
real pO,p00,pll
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4 Kontinuierliche Zufallsgrofien

Inhalt: In diesem Kapitel werden kontinuierliche ZufallsgroBen betrachtet, d.h. solche
ZufallsgroBen, die zumindest in gewissen Bereichen unendlich viele verschiedene Werte
annehmen konnen. Zur statistischen Beschreibung der kontinuierliche ZufallsgroBen
werden Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF), Verteilungsfunktion (VTF) und die
Momente verwendet. Weiterhin werden Algorithmen zur Erzeugung einiger spezieller
kontinuierlicher ZufallsgroBen angegeben. Hierzu gehoren die Gleich—, Exponential-,
GauB-, Rayleigh- und Rice-Verteilung.

4.1 Wahrscheinlichkeitsdichte- und Verteilungsfunktion

Im Abschnitt 1.1 wurde gezeigt, daB die Amplitudenverteilung einer diskreten
ZufallsgroBe durch ihre M Auftrittswahrscheinlichkeiten bestimmt ist, wobei die Stufen-
zahl M 1i.a. einen endlichen Wert besitzt. Nun werden kontinuierliche Zufallsgroen
betrachtet. Darunter sollen ZufallsgroBen verstanden werden, deren mogliche Zahlen-
werte nicht abzihlbar sind ("wertkontinuierlich”). Uber die Zeitdiskretisierung wird keine
Aussage getroffen, d.h. kontinuierliche ZufallsgroBen konnen durchaus zeitdiskret sein.

Im weiteren kennzeichnen wir kontinuierliche ZufallsgroBen (meist) mit x, im Gegen-
satz zu den diskreten ZufallsgroBen, die wie im Kapitel 1 mit z bezeichnet werden. Ein
Beispiel fir eine kontinuierliche Zufallsgrofe ist der Momentanwert eines stationaren
Rauschsignals. In Bild 4.1 ist der Ausschnitt eines solchen stochastischen Signals x(¢)
dargestellt, dessen Momentanwert sich um einen Mittelwert 7 zufallig andert. Zwischen
den einzelnen Abtastwerten x, bestehen dabei — wie auch fur Kapitel 1 vorausgesetzt —
keine statistischen Bindungen ("Weifies Rauschen”).

| T
‘0 L i il mf
L o —
t— < fdx)

Bild 4.1: Momentanwert x eines (gauBverteilten) Rauschsignals mit Mittelwert als
Beispiel einer kontinuierlichen ZufallsgroBe, und zugehorige WDF fi(x).

Bei einer kontinuierlichen Zufallsgrofe sind die Wahrscheinlichkeiten, daB3 diese ganz
bestimmte Werte annimmt, identisch 0. Deshalb muB3 zur Beschreibung einer kontinu-
terlichen ZufallsgroBe auf die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) Ubergegangen
werden. Der Wert der WDF f(x) an der Stelle x;, ist dabei definitionsgemal3 gleich der
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Wahrscheinlichkeit, daB der Momentanwert der ZufallsgroBe x in einem (unendlich
kleinen) Intervall der Breite Ax um x; liegt, dividiert durch Ax:

X, -MAx/2 <x <x, +Ax/2
fx(x =xlu) — hm p{ (] / (] / } . (4'1)
Ax—0 Ax

Aus dem in Bild 4.1 angegebenen beispielhaften Zeitverlauf und der dazugehorigen
WDF ist zu erkennen, dall die haufigsten Signalanteile bei x ~ m liegen. Obwohl die
Dichtefunktion fi(m1) den groBtmoglichen Wert besitzt, ist die Wahrscheinlichkeit
px = my), daB der Momentanwert exakt gleich dem Mittelwert m2; ist, identisch 0.

Die Wahrscheinlichkeit, da8 die ZufallsgroBBe im Bereich von x, bis x,, liegt, ist

X

plx, <x <x,) = I [, &) dx . (4.2)

*u

Als wichtige Normierungseigenschaft ergibt sich daraus mit x, — —o und x, — + o fur
die Flache unter der Dichtefunktion:
+

I f[x)de =1. (4.3)
Diese Gleichung stellt das Analogon zu (1.1) fiir kontinuierliche ZufallsgroBen dar.
Aus Grunden einer einheitlichen Darstellung ist es zweckmaBig, die Wahrscheinlich-

keitsdichtefunktion auch fur diskrete ZufallsgroBen zu definieren. Bild 4.2 zeigt als Bei-
spiel den Ausschnitt eines Rechtecksignals mit den moglichen Werten -1V, OV und + 1V.

T 1V px=+1V), |y T
x(¢) X
| px=0V)
1 4 5 8 9
IV pe=-1V), | 1y

t)T —> «— fi(x)

Bild 4.2: Momentanwert x eines ternaren Rechtecksignals als Beispiel einer dis-
kreten ZufallsgroBBe mit der Stufenzahl M = 3, sowie zugehorige WDFE

Wendet man (4.1) auf diskrete ZufallsgroBen an, so zeigt sich, dal die WDF aufgrund
des Grenzubergangs Ax — 0 an den Stellen x = x, unendlich groBe Werte annimmt. Es
ergibt sich somit fir die WDF eine Summe von Diracfunktionen ("Distributionen”):

M
f)=> Py 0x-x,). (4.4)
u =1

Die Gewichte der einzelnen Diracfunktionen sind dabei gleich den Wahrscheinlichkeiten
pu =px=xy). Wahrscheinlichkeit und Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion stehen in
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ahnlichem Verhiltnis zueinander wie ein diskreter Spektralanteil (Linienspektrum einer
harmonischen Schwingung) zu einem kontinuierlichen Spektrum (siehe Kapitel 6).

Zur Beschreibung von ZufallsgroBen wird haufig auch die Verteilungsfunktion (VTF)
herangezogen, die wie folgt definiert ist:

F(r)y=px=r). (4.5)

Die Verteilungsfunktion F,(r) entspricht also der Wahrscheinlichkeit, da} die Zufalls-
groBe x kleiner oder gleich einem reellen Zahlenwert 7 ist. Sie kann aus der WDF f(x)
durch Integration berechnet werden. Allgemein gilt mit ¢ > 0 folgender Zusammenhang:

r+e

F.(r) = lir% Ifx(x) dx . (4.6)
£
Die Berechnung der VTF durch Grenzwertbildung ist aufgrund des ”<”-Zeichens in der
Definition (4.5) erforderlich. Bei kontinuierlichen ZufallsgroBen mit dementsprechend
stetiger WDF kann auf den Grenziibergang verzichtet werden, und man erhalt

.
F.(r) = Ifx(x) dx . (4.7)
Da die WDF nicht negativ ist, steigt F;(r) zumindest schwach monoton an, und liegt stets

zwischen den beiden Grenzwerten Fi(r ——o) = 0 und F,(r = + o) = 1. Umgekehrt 1aBt
sich die WDF aus der VTF durch Differentiation bestimmen:

(4.8)

r=x
Der Zusatz “r=x" kennzeichnet hierbei, da3 das Argument der WDF die ZufallsgroBe
selbst ist, wahrend als Argument der VTF eine beliebige reelle Variable r anzusehen ist.

Fir die Berechnung der Verteilungsfunktion einer diskreten ZufallsgroBe x muf stets
von der allgemeineren Gleichung (4.6) ausgegangen werden. Mit (4.4) gilt:

r+e
M

I*;(r)=limI > B, O0(x—x,)dx . (4.9)
e—>(0 u=1

— 0

Vertauscht man in dieser Gleichung Integration und Summation, und berticksichtigt man,
daB die Integration uiber die Diracfunktion die Sprungfunktion ergibt, so erhalt man

M
E() = 2 b n(r-x,) (4.10)
u=1
mit e 0 fir x <0,
7o) = lim I O(u) du = (4.11)
5—>0_Oo 1 fur x=0.

Diese Funktion yg(x) unterscheidet sich von der in der Systemtheorie sonst ublichen
Sprungfunktion y(x) dadurch, da} an der Sprungstelle x = 0 der rechtsseitige Grenzwert
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Eins (anstelle des Mittelwertes Y2 zwischen links— und rechtsseitigem Grenzwert, vgl. Ab-
schnitt 6.2) giiltig ist. Mit obiger Definition der VTF gilt dann fir die Wahrscheinlichkeit
von kontinuierlichen und diskreten ZufallsgroBBen (sowie von gemischten ZufallsgroBen
mit diskreten und kontinuierlichen Anteilen) gleichermaBen:

plx, <x =x.)) =F(x)-F(x,) . (4.12)

Bei rein kontinuierlichen ZufallsgroBBen kann das ” < ”-Zeichen entsprechend (4.2) auch
durch ”<” ersetzt werden.

Beispiel: Bild 4.3(a) zeigt das Foto "Lena”, das haufig als Testvorlage fir Bildcodierver-
fahren dient. Wird dieses Bild in 512-512 Bildpunkte ("Pixel”) unterteilt, und ermittelt
man fur jedes einzelne Pixel die Helligkeit, so erhalt man eine Folge {xy) von Grauwerten,
deren Linge N = 5122 = 262 144 betragt.

Der Grauwertx ist dabei eine wertkontinuierliche Zufallsgro3e, wobei die Zuordnung
zu Zahlenwerten willkurlich erfolgt. Beispielsweise sei ”Schwarz” durch den Wert x = 0
und "Weil}” durch x = 1 charakterisiert. Der Zahlenwert x = 0.5 kennzeichnet dann eine
mittlere Graufarbung.

In Bild 4.3(b) ist die WDF f,(x) der ZufallsgroBe x dargestellt, die in der Literatur auch
als Grauwertstatistik bezeichnet wird. Es ist ersichtlich, da3 im Originalbild einige Grau-
werte bevorzugt sind und die beiden Extremwerte x = 0 ("tiefes Schwarz”) bzw. x = 1

“reines Weill”) sehr selten auftreten. Die Verteilungsfunktion F,(r) dieser kontinuier-
lichen ZufallsgroBe ist stetig und steigt, wie Bild 4.3(c) zeigt, von 0 auf 1 monoton an.

Wird nun der Grauwert mit 8 Stufen quantisiert, so da3 jedes einzelne Pixel durch 3
Bit dargestellt bzw. ubertragen werden kann, ergibt sich die diskrete ZufallsgroBe g.
Durch die Quantisierung geht allerdings ein Teil der Bildinformation verloren, was sich
im quantisierten Bild 4.3(d) durch (mehr oder weniger) ausgepragte Konturen auswirkt.

Die dazugehorige Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f;(g) setzt sich allgemein aus
M = 8 Diracfunktionen zusammen, wobei bei der hier betrachteten Quantisierung den
moglichen Graustufen die Werte g, = (¢ - 1)/7 mit u = 1, ..., 8 zugeordnet sind. Das
Gewicht der u—ten Diracfunktion kann dabei aus der WDF f,(x) des Originalbildes
berechnet werden. Mit (4.2) erhélt man

(u-1)/14
2u-3 2u-1
pﬂ=p(q=qﬂ)=p( ”14 <xsﬂl4)= I febe) dx (4.13)
(2u-3)/14

wobei fiir die beiden unzulassigen Wertebereiche x < 0 bzw.x > 1 die WDF f(x) jeweils
gleich 0 zu setzen ist.

Da im Originalbild die Graustufen x ~ () bzw. x ~ 1 weitgehend fehlen, sind die Wahr-
scheinlichkeiten p; ~ pg =~ 0, so daB in Bild 4.3(e) nur sechs Diracfunktionen sichtbar
sind. Die beiden fehlenden Diracfunktionen bei 0 und 1 sind durch Punkte markiert. Die
Verteilungsfunktion F,(r) von Bild 4.3(f) weist entsprechend (4.10) Unstetigkeitsstellen
auf, bei denen jewelils der rechtsseitige Grenzwert gultig ist.
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T 0.31
fq(CI) 0.23 A
0.14 0.14
0.12
Zr 0.06
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Bild 4.3: links: Originalbild "Lena” (a) mit zugehoriger WDF (b) und VTF (c),
rechts: quantisiertes Bild (d) mit zugehoriger WDF (e) und VTF (f).

Alle digital erzeugten Bilder sind sowohl orts— als auch amplitudendiskretisiert. Bei
den heute (1998) ublichen Scannern und Druckern betragt die ortliche Auflosung meist
600dpi ("dots per inch”), so daB eine mit einem Scanner eingelesene DIN A4-Seite aus
etwa 34.8 Millionen Bildpunkten besteht. Verwendet man zur Amplitudenquantisierung
eine 8 Bit-PCM (vgl. Kapitel 12) mit dementsprechend 256 darstellbaren Graustufen, so
erfordert die digitale Speicherung einer A4-Seite ca. 34.8 MByte (1 Byte = 8 Bit).

Eine Quantisierung von Grauwertbildern mit mehr als 8 Bit ist aufgrund des begrenz-
ten Auflosungsvermogens des menschlichen Auges meist nicht erforderlich. Vielmehr
haben psychooptische Untersuchungen gezeigt, daB bereits mit 7 Bit, d.h. mit 128 (aller-
dings ungleichen) Amplitudenstufen, ausreichend gute Ergebnisse erzielt werden.
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4.2 Erwartungswerte und Momente

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion liefert weitreichende Informationen uber die
betrachtete ZufallsgroBBe. Reduzierte Informationen erhalt man durch die sogenannten
Erwartungswerte und Momente. Der Erwartungswert bezuglich einer beliebigen Funktion
g(x) kann mit der WDF f(x) in folgender Weise berechnet werden:

+ o

Ep@] = | g0)-£,0 d (414
Ein Sonderfall eines solchen Erwartungswertes ist z.B. die charakteristische Funktion
+ 0
C.(w) = E[el®*] = I el f (x) dr . (4.15)

Diese ist somit die Fourierrucktransformierte der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion.
Die Anwendung der charakteristischen Funktion C(w) anstelle der WDF f,(x) kann dhn-
liche Vorteile bringen wie der Ubergang vom Zeit— in den Frequenzbereich in der
Systemtheorie. Hiervon wird beispielsweise in Abschnitt 10.4 Gebrauch gemacht.

Setzt man in (4.14) fiir g(x) = x¥, so erhilt man das Moment k—ter Ordnung:
+ 0

my, = E[x*] = I xkf () dx . (4.16)

— 0

Aus dieser Gleichung folgt mit k=1 fir den linearen Mittelwert
+ 0

m, = E[x] = I x-f,(x) dx , (4.17)
der in Zusammenhang mit Signalen auch als der Gleichanteil bezeichnet wird. Analog
gilt mit k=2 fiur den quadratischen Mittelwert:

+ 0

m, = E[x?] = I x2-f(x) dx . (4.18)
Diese GroBe kennzeichnet die (auf 1 Q bezogene) Signalleistung. Wird z.B. mit x eine
Spannung bezeichnet, so hat m, die Einheit "V?".

Bei einer diskreten, M—stufigen ZufallsgroBe erhalt man aus (4.17) und (4.18) unter
Verwendung von (4.4) wieder die Gleichungen (1.6) bzw. (1.7):

M
m; = Zpﬂ-xﬂ , (4.19)
u=1

M
m, = Z I -xﬂz. (4.20)
u=1

Hierbei ist beriicksichtigt, daB3 das Integral iiber die Diracfunktion d(x) gleich 1 ist.
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Aus linearem und quadratischem Mittelwert ist mit (1.8) die Varianz 0% = m, - mf

berechenbar. Diese entspricht physikalisch der Wechselleistung, wahrend die Streuung
o den Effektivwers angibt. 02 ist ein Sonderfall (k =2) der Zentralmomente, die im

Gegensatz zu den Momenten nach (4.16) jeweils auf den Mittelwert m; bezogen sind:
+ 0

= Elw=m)] = | om0 & (421)
Wie in [24] gezeigt wird, konnen die zentrierten und die nichtzentrierten Momente, u
bzw. my, ineinander umgerechnet werden. Dabei gilt:

ok
we= 2 (%) e mpke (4.22)

k=0

k

k -

my = Z <K>ﬂ,€m’f’c (4.23)
k=0

Die formalen GroBen mg und y o konnen mit (4.16) und (4.21) berechnet werden und

ergeben jeweils 1. Das Zentralmoment erster Ordnung ist definitionsgemaf3 u; =0.

Aus der Kenntnis von Mittelwert und Varianz 1aBt sich eine obere Schranke fur die
Wabhrscheinlichkeit angeben, dall die ZufallsgroBe x betragsmafig um mehr als einen
Wert ¢ vom Mittelwert m abweicht (Tschebyscheffsche Ungleichung):

2
o
p{|x—m1| > 8} < 7z (4.24)

Da diese Gleichung im allgemeinen nur eine sehr grobe Naherung darstellt, sollte sie
allerdings nur bei unbekanntem Verlauf der WDF f,(x) angewandt werden.

Die Berechnung der Momente als Erwartungswerte gemal3 (4.16) bis (4.21) ist eine
Scharmittelung, d.h. eine Mittelung tiber alle moglichen Werte x. Ist der die Zufallsgroe
erzeugende stochastische ProzeB {x;(r)} stationir und ergodisch (genauere Definition in
Kapitel 9), so konnen die Momente ny, auch als Zeitmittelwerte bestimmt werden. Diese
Art der Mittelung wird im folgenden durch eine Uberstreichende Linie gekennzeichnet.

Bei zeitdiskreter Betrachtung wird das Zufallssignal x(¢) durch die Zufallsfolge (x,)
ersetzt. Bei endlicher Folge (d.h. v=1, 2, ..., N) lauten diese Zeitmittelwerte:

— 1
my = xk = ~ fo, (4.25)
v=1
1 X
mp =X, = va , (4.26)
v=1
—_1 <
my =X =g va . (4.27)
v=1

Bei der Bestimmung der Momente mittels Simulation wird sehr viel haufiger der Weg der
Zeitmittelung gemaB (4.25) als der der Scharmittelung gemall (4.16) eingeschlagen.
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4.3 Gleichverteilte Zufallsgroflen

Eine ZufallsgroBe x heiBt gleichverteilt, wenn sie nur Werte innerhalb eines gewissen
Bereichs (z.B. von xp,i, bis x1,c) annehmen kann, und jeder Wert innerhalb des Intervalls
gleichwahrscheinlich ist (vgl. Bild 4.4a). Daraus folgt, da3 die Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion f,(x) im Bereich von xyi, bis xpy, den konstanten Wert 1/(Xmax — Xmin)
besitzt, wobei an den beiden Grenzstellen fir f(x) jeweils nur der halbe Wert (Mittelwert
zwischen links— und rechtsseitigem Grenzwert) zu setzen ist. Die Verteilungsfunktion
Fi(r) gemal (4.7) steigt im Bereich von xpi, bis X linear von 0 auf 1 an (vgl. Bild 4.4b).
Mittelwert und Streuung haben bei der Gleichverteilung folgende Werte:

_ Xmax T Xmin

= , 4.28
m, ’ (4.28)
Xmax —Xmin
= — 4.29
° 73 (4.29)
Bei symmetrischer WDF (d.h. xpin = =Xinax) €rhdlt man m;=0 und o = Xpmax/V3 -
| I
fix) 1 Fi(r)
; X max ~* min
(a) | (v) |
X min m X max X min X max
X — 7y —»

Bild 4.4: 'WDF (a) und VTF (b) einer gleichverteilten ZufallsgroBe x.

Bild 4.5 zeigt zwei Signale mit gleichformiger Amplitudenverteilung. In Bild 4.5(a) ist
statistische Unabhangigkeit der einzelnen Abtastwerte vorausgesetzt, d.h. x, kann hier
alle Werte zwischen xi, und x5 mit gleicher Wahrscheinlichkeit annehmen, und zwar
unabhangig davon, welche Werte in der Vergangenheit (x y—1, x -2, ... ) auftraten. Beim
sagezahnformigen Signal von Bild 4.5(b) ist diese Unabhangigkeit nicht mehr gegeben.

T Xmax | X max |
x(1)
m J& m, ]
Xmin | X min ¥
(a) (b)
f —— [ — »

Bild 4.5: Zwei Beispiele fur Signale mit gleichformiger Amplitudenverteilung:
Zufallssignal (a) und deterministisches, sagezahnformiges Signal (b).
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Bei der Beschreibung von Nachrichtensystemen sind gleichverteilte ZufallsgroBen
eher die Ausnahme. Ein Beispiel fur eine solche GroBe ist die Phase von kreissymmetri-
schen Storungen, wie sie beispielsweise bei Quadraturmodulationsverfahren auftreten
konnen. Auch in der Bildcodierung wird haufig vereinfachend mit einer Gleichverteilung
anstelle der tatsachlichen, i.a. sehr viel komplizierteren Verteilung des Originalbildes
(siehe z.B. Bild 4.3) gerechnet, da der Unterschied des Informationsgehaltes zwischen
naturlichem Bild und dem auf der Gleichverteilung basierenden Modell relativ gering ist.

Die groBe Bedeutung von gleichverteilten ZufallsgroBen fur die Systemsimulation ist
vielmehr darauf zuriickzufihren, daB entsprechende Zufallsgeneratoren relativ einfach
zu realisieren sind, und andere Verteilungen sich daraus leicht ableiten lassen.

Die heute verwendeten Zufallsgeneratoren sind meist pseudozufallig. Das bedeutet,
daB die erzeugte Folge als das Ergebnis eines festen Algorithmus’ eigentlich determini-
stisch ist, fir den Anwender jedoch aufgrund der groBen Periodenlinge P stochastisch
erscheint. Fur die Systemsimulation haben diese Pseudozufallsgeneratoren den Vorteil,
daB die erzeugten Zufallsfolgen ohne Speicherung reproduzierbar sind, was sowohl den
Vergleich verschiedener Konfigurationen als auch die Fehlersuche wesentlich erleichtert.
Ein geeigneter Zufallsgenerator sollte dabei folgende Kriterien erfullen:

(1) Die einzelnen ZufallsgroBen x, einer langen Zufallsfolge sollten naherungsweise
gleichverteilt sein.

(2) Bildet man aus der Zufallsfolge jeweils nichtiiberlappende Paare (Tupel) von
ZufallsgroBen, z.B. (xy,xy + 1), (xp+2, Xp+3) USW., so sollten diese in einer zweidimen-
sionalen Darstellung innerhalb eines Quadrates ebenfalls gleichverteilt sein.

(n) Bildet man aus der Zufallsfolge schlieBlich nicht tiberlappende n-Tupel von Zufalls-
groBen, so sollten auch diese innerhalb eines n—-dimensionalen Wirfels moglichst
die Gleichverteilung ergeben.

Die erste Forderung bezieht sich ausschlieBlich auf die Amplitudenverteilung und ist im
allgemeinen leicht zu erfullen, z.B. bereits durch einen Zufallsgenerator, der ahnlich Bild
4.5(b) der Reihe nach alle moglichen Werte ausgibt (d.h. x, =xy_1 + Ax), und nach dem
Maximalwert xy_1 = X Wieder mit xy = x i, beginnt. Die weiteren Bedingungen (2) bis
(n) betreffen dagegen die statistische Unabhéangigkeit aufeinanderfolgender Zufalls-
werte, und sollen somit eine "ausreichende Zufalligkeit” der Folge gewahrleisten.

Im folgenden werden solche Pseudozufallsgeneratoren betrachtet, die zwischen
O und 1 gleichverteilte ZufallsgroBen liefern. Diese basieren meist auf der sukzessiven
Manipulation einer Integervariablen k. Geschieht die Zahlendarstellung im Rechner mit
L Bit, so kann diese Variable bei geeigneter Behandlung des Vorzeichenbits alle Werte
zwischen 0 und 2% - 1 annehmen. Die hieraus abgeleitete ZufallsgroBe

x:2Lkl=k'Ax e {0, Ax, 2-Ax, ..., 1-Ax, 1} (4.30)
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ist demnach ebenfalls diskret (Stufenzahl M = 27%). Ist die Bitanzahl L hinreichend gro8,
so ist Ax = 1/(2 - 1) sehr klein, und x kann im Rahmen der Simulationsgenauigkeit
durchaus als kontinuierliche ZufallsgroBe interpretiert werden.

Die Folge {ky) von Integerwerten kann z.B. aus den im Schieberegister gespeicherten
Binarwerten by eines PN-Generators der Lange L entsprechend der Beziehung

L
k,= > b, - 2" (4.31)
A=1

abgeleitet werden, wobei k, alle Werte zwischen 1 und 271 annehmen kann (vgl. Bild
2.1). Man spricht dann von einem Modulo-2—Generator nach Tausworthe.

Der Punkt (1) der oben genannten Anforderungen wird durch diesen Generator gut
erfiillt. Wird L geniigend groB gewihlt, z.B. L = 31, so kann die Folge {x,)= {ky/(27-1))
durchaus als gleichverteilt bezeichnet werden. Dagegen ist die statistische Unabhangig-
keit der Folgenelemente nicht gegeben, was insbesondere bei einer Weiterverarbeitung
problematisch sein kann.

Das am haufigsten angewandte Verfahren zur Erzeugung der Zufallsfolge (k) basiert
auf der linearen Kongruenz. Die rekursive Generierungsvorschrift fiir einen solchen
Linear Congruential Generator lautet

k,=(a"k, + c)modm, (4.32)

wobei die statistischen Eigenschaften der Folge entscheidend von den Parametern a, ¢
und m sowie vom Startwert ky abhangen.

In der Fruhzeit der Zufallsgeneratoren, etwa um 1960, wurde die Basis m meist als
eine Zweierpotenz gewahlt, wodurch die Modulo-Operation aufgrund der binaren
Zahlendarstellung in Digitalrechnern sehr einfach zu implementieren war. Ein Beispiel

hierfiir ist der Zufallsgenerator k, = (25173 *k,_; + 13849) mod 26, wobei k; unab-
hingig vom Startwert kg alle Werte zwischen 0 und 2 -1 annehmen kann. Die Perio-
dendauer betrigt demnach P =216, Leider besitzt dieser Zufallsgenerator ungiinstige
statistische Eigenschaften hinsichtlich der Bildung von n-Tupeln.

Bessere Ergebnisse erzielt man mit der Basis m =2/-1, wobei [ eine natiirliche Zahl
angibt. Weit verbreitet ist bei Rechnern mit 32 Bit—Architektur und einem Vorzeichenbit
die Basis m = 231-1 =2 147 483 647. Ein entsprechender Algorithmus lautet:

k, = (16807 *k,_,) mod (23! - 1). (4.33)

Da hier die additive Komponente ¢ =0 ist, spricht man von einem Multiplicative
Congruential Generator. Fir einen solchen ist der Startwert ky = 0 nicht erlaubt. Fur alle
anderen Startwerte betrigt die Periodendauer P = 231 -2,

Der Algorithmus (4.33) kann auf einem 32Bit-Rechner nicht direkt implementiert
werden, da das Ergebnis der Multiplikation bis zu 46 Bit beansprucht. Er kann aber
derart abgewandelt werden, daB3 zu keinem Zeitpunkt der Berechnung der Integerzahlen-
bereich eines 32 Bit-Rechners iiberschritten wird (siehe Ubungsaufgabe U4.2).
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4.4 GauBverteilte Zufallsgrolen

ZufallsgroBen mit GauBscher Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion sind wirklichkeits-
nahe Modelle fir viele physikalische GroBen. Dies gilt insbesondere dann, wenn sich eine
GroBe aus einer sehr groBen Anzahl unabhangiger Beitrage additiv zusammensetzt, eine
Eigenschaft, die gerade bei Rauschsignalen haufig anzutreffen ist. Nach dem zentralen
Grenzwertsatz (vgl. z.B. [24]) besitzt eine solche Linearkombination

I
x = in (4.34)
i=1

im Grenzfall (/— o) unabhdngig von den Dichtefunktionen der einzelnen Summanden
x; eine GaulBlsche Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion:

1 _(x—m])2
L) =7——e " (4.35)

Die Parameter sind hierbei der Mittelwert 721 und die Streuung o. Aus der Darstellung
von Bild 4.6(a) geht hervor, daB die Streuung o als der Abstand von Maximalwert und
Wendepunkt aus der glockenformigen WDF f,(x) auch graphisch ermittelt werden kann.
Ist m; =0 und o = 1, so spricht man auch von der Normalverteilung.

T b
0 £
0,5 1
@) o

Bild 4.6: WDF (a) und VTF (b) einer gauBverteilten ZufallsgroBe x.

Im Gegensatz zur Gleichverteilung konnen bei der GauBverteilung beliebig grofie
Amplitudenwerte auftreten, was auch ein Vergleich der Bilder 4.1 und 4.5 deutlich macht.

Die Zentralmomente uy, identisch mit den Momenten mj der aquivalenten mittel-
wertfreien ZufallsgroBe, sind bei GauBscher WDF — wie auch bei der Gleichverteilung —
aufgrund der symmetrischen Verhaltnisse fur ungerade Werte von k identisch 0. Das
Zentralmoment u, ist definitionsgemaf gleich o 2.

Alle hoheren Zentralmomente mit geradzahligen Werten von k lassen sich bei gauB3-
formiger WDF — und nur bei dieser — durch die Varianz o2

= k-1 (k=-3) ... 3:1-0% falls k gerade . (4.36)

ausdrucken:

Daraus konnen die Momente my gemall (4.16) wie folgt bestimmt werden (vgl. [24]):

K
k _
my= > <K>-ﬂx-m’fx. (4.37)

k=0

Diese Gleichung gilt ganz allgemein, d.h. fir beliebige Verteilungen.
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Die Verteilungsfunktion F,(r) einer gauBverteilten ZufallsgroBe ist punktsymmetrisch
um den Mittelwert 21 (vgl. Bild 4.6(b)). Mit (4.7) und (4.35) erhilt man

r—m
E¢) = o(“51), (4.38)
wobei ¢(x) das Gaufische Fehlerintegral angibt:

X

1 >
)= — | e*/2 du . 4.39
60)= = | (4:39)
Bei vielen Anwendungen ist es zweckmaBig, anstelle von ¢(x) die Komplementarfunktion
+ 0

1 -u?2
= — " d = 1 —_ 4.40
0w == [ e au = 1-6) (4.40)

X
zu verwenden. Beide Funktionsverlaufe sind analytisch nicht berechenbar und aus der
Tabelle im Anhang zu entnehmen. Q(x) kann auch aus der in Programmbibliotheken oft
vorhandenen Funktion “erfc(x)” berechnet werden (vgl. Vorbereitungsfrage V13.1).

Fir die Generierung gauBverteilter ZufallsgroBen gibt es mehrere Moglichkeiten.
Bei der sogenannten Additionsmethode bildet man entsprechend (4.34) die Summe

1
s = > u (4.41)
i=1

aus I gleichverteilten und statistisch voneinander unabhangigen ZufallsgroBen u;. Nach
dem zentralen Grenzwertsatz ist s mit guter Naherung gauBverteilt, wenn / hinreichend
groB3 gewahlt wird. Sind die I ZufallsgroBen u; jeweils gleichverteilt zwischen 0 und 1, so
betragt der Mittelwert m, = 1/2 und die Streuung au=m. Die entsprechenden
KenngroBen der Summe s konnen dann mit den allgemeingiiltigen Rechenregeln fir
Erwartungswerte ermittelt werden, wobei fir [ statistisch unabhangige Summanden gilt:

m,o=1-m,=1/2, (4.42)
o,=V1-0,=1/12 . (4.43)

Soll nun eine gauBverteilte ZufallsgroBe x mit Mittelwert m, und Streuung o, erzeugt
werden, so mufl noch folgende lineare Transformation durchgefihrt werden:

X =m,+ % - (s-my) . (4.44)

S

Die ZufallsgroBe (s — my) ist mittelwertfrei und besitzt die Streuung o;. Durch Multipli-
kation mit dem Faktor o,/0; wird die Streuung zu o,, wahrend der Mittelwert 0 nicht
verandert wird. Der gewtnschte Mittelwert 7, mull deshalb noch hinzuaddiert werden.

Das Bildungsgesetz fir eine gauBverteilte ZufallsgroBe x lautet demnach nach der
Additionsmethode unter Berticksichtigung von (4.42) und (4.43):

— ax d I
x=m, + m[(z u;) —5] : (4.45)

i=1
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Die so approximierte GauB3sche ZufallsgroBe liefert allerdings nur Werte im Bereich
von %3 - I -0, um den Mittelwert m,. Dies 1aBt sich nachweisen, indem man in (4.45) fir
alle u; den Wert 0 bzw. fir alle u; den Wert 1 einsetzt. Der Fehler gegenuber der theoreti-
schen GauBverteilung ist an diesen Grenzen am groBten und wird fiir steigendes [ kleiner.

Fiir I = 12 vereinfacht sich die Generierungsvorschrift (4.45) zu

x=m, + o, [(i u) 6], (4.46)
i=1

was besonders bei rechenzeitkritischen Anwendungen, z.B. bei einer Echtzeitsimulation,
ausgenutzt werden kann.

Bild 4.7(a) zeigt die WDF der nach (4.45) erzeugten ZufallsgroBe fir verschiedene
Werte von I. Fur I = 2 ergibt sich aufgrund der Faltung zweier Rechteckfunktionen eine
dreieckformige WDF f,(x), mit zunehmendem / ndhern sich die WDF-Kurven optisch
dem tatsachlichen Verlauf immer mehr an. Die Kurve fiur /7 = 12 ist in dieser linearen
Darstellung von einer exakten GauBkurve nicht mehr zu unterscheiden.

In Bild 4.7(b) sind die Uberschreitungswahrscheinlichkeiten p(x > r) fiir obige Nihe-
rung (4.45) dargestellt. Im Grenzfall /— oo ergibt sich hierfiir der tatsachliche Verlauf
entsprechend der Q-Funktion (siehe (4.40)). Aus dieser logarithmischen Darstellung
geht hervor, dal bei der Additionsmethode mit endlichen Werten von I erhebliche
Abweichungen vom tatsachlichen Kurvenverlauf auftreten, insbesondere fir grofere
Werte von 7 und damit im Bereich kleiner Fehlerwahrscheinlichkeiten.

fix)
(a)
X —»
8
1 }
T 102 r
px>n
1074 fa
109
1078
10710
(b) 107" I=6 =12 I>w

Bild 4.7:  'WDF (a) und Uberschreitungswahrscheinlichkeit (b) einer entsprechend
(4.45) approximierten gauBverteilten ZufallsgroBe (m, =0, o, =1).
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Eine etwas elegantere Methode zur Erzeugung einer GauBverteilung wurde von Box
und Muller angegeben. Dabei werden zwei statistisch voneinander unabhangige gaul-
verteilte ZufallsgroBen x und y durch nichtlineare Transformationen aus den beiden
zwischen 0 und 1 gleichverteilten und unabhangigen ZufallsgroBen u und v erzeugt:

x =m, + 0, cos(2mw-u)-/-2-1In(v) , (4.47)
y =my,+ 0,-sin(2r-u)-y-2-In(v) . (4.48)

Sowohl (4.47) als auch (4.48) liefern sukszessive GauBsche Zufallswerte ohne statistische
Bindungen. Da auBlerdem zwischen x und y keine Abhangigkeiten bestehen, kann man
diese Tatsache zur Verkiirzung der Simulationszeit nutzen, indem man bei jedem Funk-
tionsaufruf ein Tupel (x, y) von GauBwerten generiert (vgl. Ubungsaufgabe U4.3).

Der theoretische Hintergrund fir die Gultigkeit dieser Generierungsvorschriften ba-
siert auf den GesetzmaBigkeiten fiir zweidimensionale ZufallsgroBen (vgl. Kapitel 5). Im
Gegensatz zur Erzeugung nach (4.45) ist hier der Wertebereich weniger begrenzt, so daB3
bei einer Simulation auch kleine Wahrscheinlichkeiten besser wiedergegeben werden.

SchlieBlich soll hier noch das in [5] ausfihrlich beschriebene Verfahren Tabulated
Inversion kurz skizziert werden. Der Grundgedanke ist dabei, die WDF — wie in Bild 4.8
gezeigt — in J Intervalle gleichen Flacheninhalts (und dementsprechend unterschiedlicher
Breite) aufzuteilen. Jedem Intervall j wird ein charakteristischer Wert ; zugeordnet. So-
mit genugt es, bei jedem Funktionsaufruf einen Integerzahlen-Generator aufzurufen, der
die Werte j= =1, ..., £J/2 mit gleicher Wahrscheinlichkeit liefert und damit ein G
auswahlt. Ist J hinreichend groB, z.B. J= 215 = 32 768, so kann C; vereinfachend gleich
den Intervallmittelwerten gesetzt werden. Die problematischen Randbereiche sind ge-
sondert zu behandeln, z.B. mittels einer nichtlinearen Transformation.

Der Vorteil dieser Methode ist die kirzest mogliche Simulationszeit. Gegenuber
Box-Muller ergibt sich (unter Ausnutzung der Symmetrie) bei vergleichbarer Simulati-
onsgenauigkeit eine um den Faktor 5 ... 10 groBere Geschwindigkeit. Nachteilig ist die
Diskretisierung der Analogwerte, was man aber durch Erhohung von J ausgleichen kann.

S AN OO o
S =T oL — 0
(symmetrisch) ? j’ j’ j’ j’ j’ T T
=y W o Mo /UL g S X
T L | alle Gewichte
2l al =77 16
\ \
\
\
\
\
Randbereich } Randbereich
(Cs) (o CLaGGGG G G (G) X—»

Bild 4.8: Zur Verdeutlichung der Intervallgrenzen bei Tabulated Inversion (J=16).
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4.5 Weitere kontinuierliche Verteilungen

Es folgen nun weitere kontinuierliche Verteilungen, im einzelnen die Exponential-,
Rayleigh- und Riceverteilung. Neben den jeweiligen statistischen Kenngroen sowie
einigen Anwendungsbeispielen werden stets auch Algorithmen zur Generierung der ent-
sprechenden ZufallsgroBen angegeben. Weitere Verteilungen finden Sie z.B. in [29].
Exponentialverteilung

Eine kontinuierliche ZufallsgroBe x heiBt (negativ—)exponentialverteilt, wenn sie nur
nichtnegative Werte annehmen kann, und dabei die WDF mit steigendem x exponentiell
abnimmt, d.h. wenn fiir x > 0 (bzw. r > 0) entsprechend Bild 4.9 gilt:

file) = A-e, (4.49)
F()=1-¢e*". (4.50)

DefinitionsgemaB sei f,(0)=A4/2. Fiir negative Argumente (x < 0 bzw. r < 0) sind beide

Funktionen identisch 0. Aus (4.16) und (4.49) folgt fiir die Momente: m, = k!/AX Je
groBer der Verteilungsparameter 4 ist, um so kleiner sind Mittelwert und Streuung:

m;=—, (4.51)

T 1
O‘ = mz_m% = I s (4.52)

und um so steiler erfolgt der Abfall der WDF und der Anstieg der VTF in Bild 4.9.

T A T 1 -
flx) | Fi(r)
(a) ® /.
x —» my ro—»

Bild 4.9: WDF (a) und VTF (b) einer exponentialverteilten ZufallsgroBe x.

Eine groBe Bedeutung hat die Exponentialverteilung z.B. fir Zuverlassigkeitsunter-
suchungen, wobei in diesem Zusammenhang auch der Begriff "Lebensdauerverteilung”
uiblich ist. Bei diesen Anwendungen ist die ZufallsgroBe oft die Zeit ¢, die bis zum Ausfall
einer Komponente vergeht. AuBerdem ist anzumerken, dafl die Exponentialverteilung
eng mit der Poissonverteilung (vgl. Abschnitt 1.4) zusammenhangt.

Zur Erzeugung einer exponentialverteilten ZufallsgroBe x kann z.B. eine nichtlineare
Transformation verwendet werden. Besitzt eine kontinuierliche ZufallsgroBe u die WDF
fu(u), so gilt fiir die WDF der an der Kennlinie x = g(u) transformierten ZufallsgroBe x:

fx) = w . (4.53)
l§'@)| | u=he

Hierbei gibt g'(u) die Ableitung der Kennlinie und /(x) die Umkehrfunktion zu g(u) an.
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Gl. (4.53) gilt nur unter der Voraussetzung, dal die Ableitung g'(u«) ungleich 0 ist. Bei
einer Kennlinie mit horizontalen Abschnitten (d.h. g'(x) = 0) treten in der WDF zusatz-
liche Diracfunktionen auf, wenn die EingangsgroBe in diesem Bereich Anteile besitzt.
Die Gewichte dieser Diracfunktionen konnen mit (4.2) berechnet werden.

Fir das Folgende wird vorausgesetzt, da3 die zu transformierende ZufallsgroBe u
gleichverteilt zwischen 0 und 1 sei. Die nichtlineare Kennlinie x = g(u) ist derart zu
bestimmen, da} die ZufallsgroBe x eine WDF gemal (4.49) aufweist.

Durch Umstellen von (4.53) erhilt man fiir den Bereich O < u < 1:

vont = Ju®@) _ b ew
|8’ )] £ s 7 80 | (4.54)

Fiir eine monoton steigende Funktion x = g(u) gilt nun mit |g’(x)| = dx/du:
du = 1-e** dx . (4.55)
Daraus erhalt man durch unbestimmte Integration auf beiden Seiten der Gleichung:
u=K-e’*, (4.56)

Die Konstante K wird mit der (eigentlich willkiirlichen) Bedingung berechnet, daf} die
EingangsgroBe u = 0 auf die Ausgangsgrofie x = 0 abgebildet wird. Man erhalt K = 1.
Daraus folgt fir die monoton steigende Transformationskennlinie:

X =i-1n(1fu). (4.57)

Bei der Rechnerimplementierung von (4.57) ist sicherzustellen, daB fiir die gleichverteilte
ZufallsgroBe u der kritische Wert 1 ausgeschlossen wird. Unter der Annahme einer mo-
noton fallenden Kennlinie (| g'(«)| = —dx/du) erhdlt man anstelle von (4.56) und (4.57):

U= e | (4.58)

x=i'ln(i)=—ln§u) : (4.59)

Diese Kennlinie wird in der nachfolgend angegebenen C-Funktion "evz” (exponential-
verteite ZufallsgroBe) verwendet. Der kritische Wert u = 0 ist hierbei ausgeschlossen.

# include <math.h>
float evz(k,lambda)
long *k; float lambda;
{ float random(),u;

| Mathematische Library

|

|

|
u=0. |

|

|

|

|

Ubergabeparameter sind:
Pointer *k fiOr random(), lambda=A

while (u==0.)
u=random(k) ;
return (-log(u)/lambda)

u ist gleichverteilt
Transformation nach (4.59)

}
Bild 4.10 verdeutlicht die Erzeugung der exponentialverteilten ZufallsgroBe x aus der
gleichverteilten GroBe v anhand der Kennlinie (4.59). Ist der aktuelle Wert von u relativ
klein (z.B. u = uy), so ergibt sich aufgrund der monoton fallenden Kennlinie fiir die
Ausgangsgrofie x ein relativ groBer Wert x;. Ein groBerer Wert (z.B. u = uy) liefert
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dagegen einen deutlich kleineren x—Wert. Alle Werte aus dem hell bzw. dunkel unter-
legten Intervallen um u; bzw. u; werden in die entsprechenden Bereiche um x| bzw. x;
transformiert, wobei Ax deutlich groBer als Ax; ist. Da die Intervallflachen um u; bzw.
uy gleich groB sind, und dies aufgrund der eindeutigen Abbildung auch fur die Flachen
um x| bzw. x; gilt, ist das Intervall um x;, deutlich hoher als dasjenige um x;. Dies erklart
die Haufigkeit von relativ kleinen Funktionswerten bei der Exponentialverteilung.

X X
vy ]
Avp / -5
4 /
(a) hey e L, ©
u—* ~— £
T Auy Au,
Fu(w) (a) Nichtlineare Kennlinie x = g(u),
(b) WDF f,(u) der EingangsgroBe,
(b) ‘ (c) WDF f,(x) der AusgangsgroBe.
0 u U, 1 u—>

Bild 4.10: Erzeugung einer exponentialverteilten ZufallsgroBe x aus einer Gleich-
verteilung durch Transformation mittels der Kennlinie (4.59).

Rayleigh- und Riceverteilung

Diese beiden Verteilungen spielen u.a. bei der Basisbandsimulation von digitalen
Tragerfrequenzsystemen eine wichtige Rolle, insbesondere auch fir die Beschreibung
zeitvarianter Kanale, z.B. im Mobilfunk. Dazu betrachten wir die Zufallsgrofie

x = J(C+u)?+v?, (4.60)

wobei C eine Konstante ist, wahrend u und v jewelils als gauBBverteilt und mittelwertfrei
(my, = my = 0) angenommen werden. Die beiden ZufallsgroBen u und v seien auBerdem
statistisch voneinander unabhéngig und besitzen die gleiche Streuung: 0,=0y= 1.

Fir den Sonderfall C = 0 ergibt sich die Rayleighverteilung. Betrachten wir zunachst
die ZufallsgroBe y = u?+ v2. Unter Beriicksichtigung der Streuungen o, = oy = 4 folgt:

1 Y
L) = A (4.61)

Die WDF der rayleighverteilten ZufallsgroBe (fiir positives x) erhdlt man entsprechend
der Beschreibung im letzten Abschnitt durch Transformation an der Kennlinie x=y :

2

X _xZ
L) =5 2t (4.62)
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x(¢) X

(2)

t —— < fix)

x(¢)

(b)

1

t —— < fix)

Bild 4.11: Zeitverlauf und WDF einer rayleighverteilten ZufallsgroBe mit 4 =14 (a)
und einer riceverteilten ZufallsgroBe mit A =% und C =1 (b).

Eine riceverteilte ZufallsgroBBe (C=0) besitzt dagegen fiir x = 0 die folgende WDF:

C2442 x.C

X -
fx) = T5e 222 .IO(—/12 ), (4.63)
wobei die Besselfunktion nullter Ordnung durch folgende Reihe approximiert wird:
- ( 1) 2k
I 4.64
O(X) ZK’ F(K+ 1)( ) ( 6)

Bild 4.11(a) und (b) zeigen Ausschnitte aus den Zeitverlaufen einer rayleigh- und einer
riceverteilten ZufallsgroBe sowie die zugehorigen Dichtefunktionen gemal (4.62) bzw.
(4.63). Aus dem oberen Bild erkennt man, daB bei einer rayleighverteilten Zufallsgrofe
die WDF stets unsymmetrisch zum Mittelwert ist.

Das k-te Moment einer rayleighverteilten ZufallsgroBe ergibt sich allgemein zu
m, = (2-A%)k2-1(1 + %) , (4.65)

woraus Mittelwert und Streuung folgendermaBen berechnet werden konnen:

m, = z-\/g , (4.66)

o=A 2-% . (4.67)

Bei der Riceverteilung ist der Ausdruck fir das Moment m deutlich komplizierter und
nur mit Hilfe hypergeometrischer Funktionen angebbar. Gilt jedoch 4 < C (was haufig
zutrifft), so ist m1 ~ C und o ~ 4; unter dieser Voraussetzung kann die Riceverteilung
durch eine GauBverteilung mit Streuung 4 und Mittelwert C angenahert werden.
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4.6 Vorbereitungsfragen

V4.1: Die Verteilungsfunktion einer kontinuierlichen ZufallsgroBe x hat die in der
nachfolgenden Skizze (a) eingezeichnete Form.

a) Bestimmen Sie die dazugehorige WDF, und skizzieren Sie f,(x) in das vorgegebene
Diagramm (b).

b) Geben Sie den linearen Mittelwert 721 und die Streuung o an.

¢) Wie groB} sind die folgenden Wahrscheinlichkeiten?

p1=pk=0)=

p2=plx<2)=

p3=p(lx —my|= o) =

d) Welche Schranke laBt sich fiir die Wahrscheinlichkeit p; angeben, wenn von der
ZufallsgroBe x nur der Mittelwert 721 und die Streuung o bekannt sind, nicht jedoch
die Form der WDF?
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V4.2:  Jeder Betreiber von ISDN-Geraten muf} gewisse Anforderungen hinsichtlich der
Bitfehlerquote einhalten, die z.B. durch die CCITT-Empfehlung G.821 ("Error Perfor-
mance”) spezifiziert sind. Diese besagt unter anderem, daB jedes Ubertragungssystem —
uber einen sehr langen Zeitraum gemittelt — in mindestens 99.8% aller Einsekunden—
Intervalle eine Fehlerquote kleiner als 1073 aufweisen muB. Bei einer Bitrate von 64 kbit/s
bedeutet diese Forderung weniger als 65 Fehler pro Sekunde. Bezeichnet man mit xg die
Anzahl der Ubertragungsfehler in Einsekunden-Intervallen, so lautet dieses Kriterium
Severely Errored Seconds:

!
plxg < 64) = 0.998 .

Fir das Folgende wird von der vereinfachenden Annahme ausgegangen, daf} auftretende
Ubertragungsfehler statistisch unabhingig seien. Die Verfilschungswahrscheinlichkeit
jedes einzelnen Symbols betrage p.

a) Bestimmen Sie die WDF f.s(xs) und geben Sie die Wahrscheinlichkeit p(xg < 64)
allgemein an.

b) Bestimmt man den maximalen Wert von p, fir den obige Bedingung (bei statistisch
unabhingigen Fehlern) gerade noch erfiillt ist, so erhilt man p< 0.7-1073. Aufgrund
der groen Zahlenwerte kann es allerdings bei der numerischen Auswertung der in a)
ermittelten Gleichung zu Problemen kommen. Ist das Produkt /-p > 1, so kann man
jedoch die Binomialverteilung durch eine diskrete GauBverteilung annahern (Grenz-

wertsatz von de Moivre-Laplace), und es gilt mit m; = I*p und 0 = JI'p - (1-p)

fur die Auftrittswahrscheinlichkeiten naherungsweise:

1 ~ w—mgz
p(xs = lLl) = m € 2o . (468)

Driicken Sie die Wahrscheinlichkeit p(xg < 64) mit Hilfe dieser Gleichung aus.
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¢) FEine weitere Naherung fiir die Wahrscheinlichkeit p(xg < 64) ergibt sich mit dem
GauBschen Fehlerintegral gemaB (4.39), wenn man die diskrete GauBverteilung
durch die kontinuierliche GauBverteilung ersetzt. Wie lautet diese Naherung?

d) Berechnen Sie nun mit der in ¢) angegebenen Naherung die maximal mogliche Fehler-
wahrscheinlichkeit p, so da} die obige Bedingung p(xs < 64) = 0.998 gerade noch
erfullt ist, und vergleichen Sie Thr Ergebnis mit dem exakten Wert. Verwenden Sie zur
Vereinfachung die weitere Naherung 1-p = 1 und die Tabelle im Anhang B.

e) Fir das Folgende sei p=2.5-10"* Geben Sie den Wert von x an, fiir den die Wahr-
scheinlichkeit p(xg =u) maximal wird. Wie groB ist in diesem Fall p(xg =u)?

f)  Weiterhin sei p=2.5-10"* Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit p(8 < xg < 24).
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V4.3:  Gesuchtist die nichtlineare Kennlinie x = g(u), die aus einer zwischen -1 und + 1
gleichverteilten ZufallsgroBe u eine neue ZufallsgroBBe x mit folgender WDF erzeugt:

=
Man spricht hier von der Cauchy-Verteilung. Beispielsweise ist der Quotient u/v zweier
unabhangiger gauBverteilter mittelwertfreier Groen # und v cauchyverteilt ist, wobei
der Verteilungsparameter 4 =0,/0v betragt.

(4.69)

a) Skizzieren Sie diese Funktion in das nachfolgende Diagramm.

1 4
T T4

filx)

\J
=

2 P

b) Berechnen Sie eine der moglichen Transformationskennlinienx = g(u), und zwar die-
jenige mit monoton ansteigendem Verlauf: g'(u) =dv/du = 0. Hinweis: Es gilt

1 1 X
—  _ dx = - Zy. 4.70
Ilz-i-xz 7 arctan(l ) ( )

c) Zeigen Sie, daB die Cauchy-Verteilung eine unendlich gro3e Streuung besitzt.
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V4.4: Manchmal stellt sich die Aufgabe abzuschatzen, ob eine vorliegende, in ihren
statistischen Eigenschaften unbekanne ZufallsgroBe (zumindest ndherungsweise) eine
GauBsche WDF besitzt. Hierzu kann man auf die sogenannte Kurtosis zuruckgreifen, die
mit dem Zentralmoment 4. Ordnung (x#4) und der Streuung (o ) wie folgt definiert ist:

K= Ma (4.71)

W
o
Ebenfalls verwendet wird der Begriff der Gaufi-Abweichung (engl. Gauss—Unlikeness):
AK = K-3 . (4.72)

a) Begriinden Sie anhand einer gauBverteilten ZufallsgroBe, warum fir die Beschrei-
bungsgroBe nach (4.72) der Name “GauB3-Abweichung” sinnvoll ist. Welchen Wert
hat hier AK unabhangig von Mittelwert und Streuung?

b) Berechnen Sie K und AK fiir eine gleichverteilte ZufallsgroBe. Hinweis: Da diese
GroBen unabhangig von Mittelwert und Streuung sind, konnen Sie z.B. vereinfachend
von einer Gleichverteilung zwischen —1 und 1 ausgehen.

c) Welche Werte ergeben sich fir K und AK bei einer zweiseitig-exponentialverteilten
ZufallsgroBe: f.(x) = 1/2 - e, Hinweis: Es gilt

(4.73)

d) Verallgemeinern Sie die Ergebnisse von Punkt b) und c).
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4.7 Versuchsdurchfithrung

Alle nachfolgenden Aufgaben konnen mit dem Programm “kon” durchgefihrt werden.

D4.1: Betrachten Sie zunichst den Signalverlauf x(¢), die WDF f.(x) sowie die VTF
F.(r) einer zwischen -1 und +3 gleichverteilten ZufallsgroBe (Mentupunkt 1).

a) Wie unterscheiden sich die per Simulation gewonnenen Werte fiir Mittelwert m;,
Streuung o, Kurtosis K und Unterschreitungswahrscheinlichkeit p(x < 2) von den
theoretischen Werten? Wahlen Sie fir diesen Versuch N = 1000, N = 10000 sowie
N = 100000 Zufallszahlen?

N =1000 N = 10000 N = 100000 | (theoretisch)

p(x = 2)

Interpretieren Sie diese Ergebnisse.

b) Erklaren Sie die unterschiedlichen Abweichungen bezliglich der Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion (WDF) und der Verteilungsfunktion (VTF) fur einen gegebenen Wert
von N, z.B. N = 10 000.
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D4.2:  Ein Signal x(¢) besitzt die folgende WDF:

f.00) = \F L el
4

a) Wie heiBit diese Verteilung und wie gro8 sind der Gleichanteil und die Wechselleistung
(Varianz) des Signals?

b) Geben Sie die VTF F,(r) unter Benutzung des GauBschen Fehlerintegrals ¢(x) an.

c) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, da3 das Zufallssignal x(¢) kleiner als 0 ist?
Hinweis: Die Werte fur das GauBsche Fehlerintegral finden Sie im Anhang B.

d) Uberpriifen Sie das unter Punkt c) ermittelte Ergebnis mit dem Programm “kon”
(Mentpunkt 1, "Box & Muller-Verfahren”, N= 50000). Beachten Sie insbesondere
die Simulationsgenauigkeit anhand der unten angegebenen Grofen.

Mittelwert | Streuung Kurtosis | p(x < 0) | Rechenzeit

theoretisch -

simuliert
(Box & Muller)
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e) Vergleichen Sie nun die Simulationsgenauigkeit und die erforderliche Rechenzeit der
Additionsmethode (Kenn—-Nummer 3) fiir verschiedene Werte von I mit dem Box&
Muller—Verfahren. Verwenden Sie weiterhinm; = 1, 0 = 0.5 und N = 50000. Wie
gro muB / mindestens gewahlt werden, damit die GauBfunktion auch in ihren Aus-
laufern einigermafBen genau approximiert wird? Um welchen Faktor ist das Verfahren
nach Box& Muller schneller oder langsamer als die Additionsmethode mit ] = 127

Mittelwert | Streuung Kurtosis | p(x < 0) | Rechenzeit

Box&Muller

Additionsmeth.
I =2)

Additionsmeth.
(I = 6)

Additionsmeth.
(I = 12)

Additionsmeth.
(I = 20)

f) Berechnen Sie die Kurtosis der Additionsmethode mit M = 2 und vergleichen Sie das
Ergebnis mit dem simulierten Wert. Welche WDF liegt hier tatsachlich vor?
Hinweis: Da K nur von der Form der WDF abhangt und nicht von deren Parametern,
ist deren Wahl fir die Berechnung unerheblich. Vorteilhaft ist beispielsweise, von
zwischen -1 und + 1 gleichverteilten ZufallsgroBen u; und u, auszugehen. Dann gilt
fir die Zentralmomente: u, = 1/3 bzw. u,, = 1/5.
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D4.3: Betrachten Sie die in Vorbereitungsfrage V4.3 beschriebene Cauchyverteilung.

a) Berechnen Sie unter Verwendung von (4.70) die Wahrscheinlichkeiten p(x < k-1)
fur k = 0,k = 1 und k = 2. Hinweis: Es gilt

1 1 X
I FE dx = h arctan(z) . (4.74)

b) Uberpriifen Sie das Ergebnis von a) mit dem Programm “kon”. Wihlen Sie fiir diesen
Versuch den Parameter 4 = 0.4 und die Anzahl der ZufallsgroBen N = 50 000.

pix < 0) plx < A) plx < 22)

berechnet

simuliert

¢) Uberpriifen Sie mit dem Programm auch das Ergebnis von Vorbereitungsfrage V4.3
hinsichtlich Mittelwert und Streuung der Cauchyverteilung.
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D4.4: Mit dem Mentupunkt 0: "Zufallige Verteilung” entstehen vom Programm “kon”
selbst ausgewahlte kontinuierliche Verteilungen mit bestimmten Parametern. Um welche
Verteilung handelt es sich jeweils bei den Aufgaben a) bis h)? Mogliche Antworten sind
Gleich-, Dreieck—, Gaul—-, Cauchy-, Exponential-, Rayleigh— und Rice-Verteilung.

Berucksichtigen Sie fiir lhre Entscheidung sowohl die Zeitsignale als auch WDF, VTF
und Momente. Die Anzahl der bertcksichtigten Zufallszahlen betragt stets N = 50000.
Tragen Sie Ihre Antworten in nachfolgende Tabelle ein. Schatzen Sie auBerdem jeweils
die charakteristischen Parameter ab, z.B. die untere und obere Grenze oder den linearen
Mittelwert und die Streuung.

Verteil
crietung Bemerkungen

mit Parameter

(2)

(b)

(©)

(d)

(e)

(®)

(8

(h)
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4.8 Ubungsaufgaben

U4.1:  Schreiben Sie ein Unterprogramm “konwdf(xm, wdf, vtf. m1, m2, sigma)”, das fiir
eine kontinuierliche, ansonsten aber beliebig verteilte ZufallsgroBe x die nachfolgenden
GroBen ermittelt:

Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion f(x) im Feld "wdf”,

Verteilungsfunktion F(r) im Feld "vif”,

linearer Mittelwert m,

quadratischer Mittelwert i,

Streuung o.
Das Ubersetzen und Binden iibernimmt die Prozedur “mkkon [-f]”.

Testen Sie anschlieBend Thre Losung fir die zwei unten angegebenen Parametersatze.
Machen Sie einen Zeitvergleich zwischen IThrem Unterprogramm “konwdf” und dem im
Hauptprogramm “kon” realisierten Programmteil (jeweils mit N = 10 000). Versuchen
Sie gegebenenfalls, Ihr Programm zu beschleunigen.

a) Zwischen -2 und +3 gleichverteilte ZufallsgroBe (Kenn—-Nummer 1):

Mittelwert m Streuung o plx < 2) Rechenzeit in s

UP von
”kon b4

“konwdf”

b) GaubBverteilte ZufallsgroBe (Kenn-Nummer 4) mit Mittelwert 0.5 und Streuung 1:

Mittelwert m Streuung o plx < 2) Rechenzeit in s

UP von
”kon b4

“konwdf”
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Hinweise:

1. Gehen Sie davon aus, daB die ZufallsgroBBe x auBBerhalb des Bereichs vonx,j, = -4.02
bis xmax = +4.02 nur vernachlassigbar kleine Anteile besitzt. Teilen Sie den mog-
lichen Wertebereich von x entsprechend der nachfolgenden Skizze in 201 Intervalle
gleicher Breite Ax = 0.04 ein und speichern Sie die Mittelpunkte x)i(7) der einzelnen
Intervalle im Feld "xm” ab, wobei die Laufvariable i = 0, 1, ..., 200 sei.

Intervallgrenzen fur die Zufallsgroe x

-4.02 -3.98 -3.94 -390 -0.10 -0.06 -0.02 0.02 0.02 0.10 390 394 3.98 4.02
O] D@ - (99 (99)(100# (101#(102# SRR (198#(199#(200#
T l T l T l T T l T l T l T T T T l T T T
-4.00 -3.96 -3.92 -0.08 -0.04 0 004 008 392 396 4.00

Intervallmittelpunkte im Feld x,()

2. Die ZufallsgroBe soll N= 10 000 mal nacheinander mit "float x()” aufgerufen werden,
wobei jewelils gepruft wird, zu welchem Intervall i die aktuelle ZufallsgroBBe gehort.
Das entsprechende Element eines (internen) Zahlfeldes, z.B. "zf(i)”, wird dann um
1 erhoht. Nach N Durchlaufen gilt somit fiir die Wahrscheinlichkeit (oder besser
gesagt fur die relative Haufigkeit), daf} die ZufallsgroBe x im i-ten Intervall liegt:

Pxy() - Ax/2 < x < xpy(i) + Ax/2) = zf}\([l) .
3. Aus diesen Wahrscheinlichkeiten konnen die Verteilungsfunktion sowie die Mittel-

werte m und m, jeweils durch numerische Integrationen bestimmt werden.

4. Dagegen gilt fur die WDF-Werte:
: zf(i)
df(i) = .
wfli) = 2
5. Das zusatzliche Feld 7zf(i)” wurde in dieser Beschreibung nur zur Verdeutlichung des
Sachverhaltes verwendet; es kann selbstverstandlich identisch mit "wdf(i)” sein.

6. Benutzen Sie die folgenden Dateiheader:

C: void konwdf (xm,wdf,vtf,ml,m2,sigma)
float xm[ |,wdf[ ],vtf[ ];
float *ml,*m2,*sigma;

F77: subroutine konwdf (xm,wdf,vtf,ml,m2,sigma)
real xm(0:200) ,wdf(0:200),vtf(0:200)

real ml,m2,sigma
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U4.2:  Schreiben Sie die Funktion “x1(xmin, xmax)” zur Erzeugung einer (zwischen x i,
und x,,) gleichverteilten ZufallsgroBe unter Verwendung der Funktion “uniform()”.
Diese in der gleichen Datei zu erstellende Funktion soll eine (zwischen 0 und 1) gleich-
verteilte ZufallsgroBe mit Hilfe der linearen Kongruenz liefern. Mit ¢ = 16 807 und
m=231-1 = 2147 483 647 lautet die entsprechende Gleichung: k, = (a * k,_,) mod m.

Auf einem 32Bit-Rechner kann dieser Algorithmus nicht direkt implementiert
werden, da die Multiplikation bis zu 46 Bit beansprucht. Er kann aber so abgewandelt
werden, daB zu keinem Zeitpunkt der Berechnung der Integerzahlenbereich eines 32Bit-
Rechners uberschritten wird. Dazu berechnet man z.B. aus a und m die Integerwerte
q = int(m/a)und r = m -a * q und formuliert den Algorithmus (4.33) folgendermaBen:

k =

v

) fir i >
{z uri = 0, (4.75)

i+ m furi < 0,
mit {=a(k,, modg)-r's und s =int(k,,/q) .

Testen Sie Thre Funktion "x/” mit dem Hauptprogramm “kon” fir die Parameterwerte
Xmin = =1, Xmax = 3 und N = 50000 und erganzen Sie nachfolgende Tabelle.

Mittelwert m Streuung o px < 2) Rechenzeit in s
Kenn-Nr. 1
)ixl))
Datei—-Header:
C: double x1(xmin,xmax) F77: real function x1(xmin,xmax)

double xmin,xmax; real xmin, xmax
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U4.3:

a) Schreiben Sie eine komplexwertige Funktion "x2(mx, sigma)”, mit der gauBverteilte
ZufallsgroBen entsprechend der "Box & Muller—-Methode™ realisiert werden. Der
Datei-Header muf3 dabei lauten:

in C: #include "complex.h" in F77:
struct cmplx x2(mx,sigma) complex function x2(mx,sigma)
double mx,sigma; real mx,sigma

Bei jedem Aufruf von "x2” werden zwei statistisch unabhangige GauBlwerte gemal3
(4.47) bzw. (4.48) erzeugt, die mit Real- und Imaginarteil der komplexwertigen Funk-
tion "x2” ibergeben werden. Die beiden Funktionsparameter sind der Mittelwert und
die Streuung. Beruicksichtigen Sie auch, daf die in den Gleichungen (4.47) bzw. (4.48)
verwendete ZufallsgroBBe v wegen der Logarithmusbildung nicht 0 werden darf.
Das Zusammenfassen zweier reeller Variablen "x” und ”y” zu einer komplexen
GroBe “c” ist in Fortran77 mit der Anweisung "c = cmplx(x, y)” moglich. In C missen
komplexe GroBen dagegen stets als Strukturen des Typs "cmplx” deklariert werden.

Die Zuweisung von Real- bzw. Imaginarteil erfolgt dann uber "c.x” bzw. "c.y”.
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b)

Testen Sie Thre Funktion "x2” mit dem Programm “kon” (Menipunkt 2, m = 1.5,
o = 0.5). Ergianzen Sie die folgende Tabelle und interpretieren Sie die Ergebnisse.

Mittelwert m; Streuung ¢ px < 0) Rechenzeit in s

theoretisch

Kenn-Nr. 4
Box&Muller

)ixz b4
Box&Muller

Wiirde man die Uberschreitungswahrscheinlichkeit p(x > r) in einem zu Bild 4.7(b)
aquivalenten Diagramm auftragen, so ergabe sich auch beim Box & Muller—Vertahren
nicht der genau mit / — o gekennzeichnete theoretische Kurvenzug. Vielmehr ware
bei einem bestimmten Wert x,,,x €in steiler Abfall feststellbar.

Wie groB} ist der maximal mogliche Wert x,,,x beim Box & Muller—Vertahren fur
my = Ound o = 1, wenn zur Erzeugung der gleichverteilten ZufallsgroBen die Funk-
tion “x1” gemiB U4.2 und ein 32 Bit-Rechner verwendet wird?
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S Zweidimensionale Zufallsgrofen

Inhalt: Zur Vorbereitung der Korrelationsfunktionen werden nun zweidimensionale
ZufallsgroBen betrachtet. Auch diese lassen sich durch Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
(WDF), Verteilungsfunktion (VTF) und Momente beschreiben. Weiterhin wird der Korre-
lationskoeffizient zur quantitativen Erfassung der linearen statistischen Abhangigkeiten
eingefuhrt. Als Sonderfall werden zweidimensionale GauB3sche ZufallsgroBen behandelt.

5.1 Grundlegende Definitionen

Zur Beschreibung der Wechselbeziehungen zwischen zwei stochastischen GroBen x
und y ist es zweckmaBig, die Einzelkomponenten zu einer zweidimensionalen Zufalls—
groBe (x, y) zusammenzufassen. Die beiden Einzelkomponenten konnen dabei wiederum
Signale sein, z.B. der Real- und Imaginarteil eines phasenmodulierten Signals.

Die meisten der bisherigen Definitionen und Kenngrofen konnen problemlos auf den
zweidimensionalen Fall erweitert werden. Beispielsweise gilt in Analogie zu (4.1) fir die
WDF der zweidimensionalen Zufallsgroe an der Stelle (xu, yu):

];y(x :xlu’y :y/’t) =

i p{(xﬂ—Ax/Z =x=x,+AN&/2)N0,-N/2=<y=<y,+ Ay/2)} G
Ax—0 Ax - Ay
Ay—0

Hierbei kennzeichnet das Symbol "N” die logische UND-Verkniipfung. Analog zu (4.5)
kann auch die zweidimensionale Verteilungsfunktion definiert werden:

E, (r.1,) =p{ec=r)N(= ry)} . (5.2)

Im folgenden beschrinken wir uns auf kontinuierliche ZufallsgroBen, fur deren (stetige)
VTF man in Anlehnung an (4.7) erhilt:

ry re

ByGer) = | [ fy60) dry. (53)
Uber einem kartesischen Koordinatensystem als dritte Dimension aufgetragen, steigt
die VTF Fy (7, 1) von links unten nach rechts oben (schwach) monoton an. Im Grenzfall
1 oo und 7, = oo ergibt sich F (7, 7,) = 1. Daraus erhalt man die Normierungsbedingung

fur die WDF einer zweidimensionalen ZufallsgroBe:
4o 4o

I I fyt.y) dedy = 1. (5.4)
Im Gegensatz zu den eindimensionalen ZufallsgroBen, bei denen die Flache unter der
WDF stets den Wert 1 ergibt, ist demnach bei zweidimensionalen ZufallsgroBen das
WDF-Volumen immer gleich Eins. Umgekehrt kann auch die Dichtefunktion aus der
Verteilungsfunktion durch partielle Differentiation nach . und 7, berechnet werden.
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x —» <—fy(y)

!

filx)

mx=0 X —»

Bild 5.1: Ein- und zweidimensionale Dichtefunktionen fi(x), f,(v) und f,,(x,y) einer
2D-ZufallsgroBe (x, y) mit statistisch unabhingigen Komponenten (o, = 0).

In Bild 5.1 und 5.2 sind jeweils die Momentanwerte von zweidimensionalen Zufalls-
groBen als Punkte in die (r,y)-Ebene eingetragen. Bereiche mit vielen Punkten, die
dementsprechend dunkel wirken, kennzeichnen groBe Werte der WDF f,(x, y). Dagegen
besitzt die ZufallsgroBe (x,y) in eher hellen Bereichen verhaltnismaBig wenig Anteile.

Anhand der zweidimensionalen WDF f,,(x, y) konnen die statistischen Eigenschaften
der ZufallsgroBe (x, y) sehr viel detaillierter abgeschatzt werden als aufgrund der beiden
eindimensionalen Dichtefunktionen (Randwahrscheinlichkeitsdichtefunktionen):

fx) = I fy.y) dy, (5.5)
0 = | e a (5.6)

Diese beiden Funktionen fi(x) und f,(y) liefern lediglich statistische Aussagen iiber die
Einzelkomponenten x und y, nicht jedoch tiber die Bindungen zwischen diesen. Beispiels-
weise lassen die beiden Randwahrscheinlichkeitsdichten f(x) und f;(y) von Bild 5.1 und
Bild 5.2 erkennen, dall sowohl x als auch y gauBBahnlich und mittelwertfrei sind, und dal
die ZufallsgroBe x eine groBere Streuung als y aufweist. Die Randwahrscheinlichkeits-
dichten liefern jedoch keine Information dartber, dal bei der in Bild 5.2 betrachteten
ZufallsgroBe statistische Bindungen zwischen den beiden Komponenten bestehen. Dage-
gen ist aus der zweidimensionalen WDF f,,(x, y) ersichtlich, daB bei einem groBen x—Wert
im statistischen Mittel auch der Wert von y groBer ist als bei kleinem x.

Sind die beiden Komponenten x und y statistisch unabhangig, so gilt fur die Verbund-
wahrscheinlichkeit nach den elementaren GesetzmaBigkeiten der Statistik:

Pl = x < )N <y <y)} =px; <x<x)ply, <y <y, . (5.7)



5 Zweidimensionale Zufallsgro3en 83

KG T

fiy&:¥)

fr&)

n@c‘=0 x —>

Bild 5.2: Ein- und zweidimensionale Dichtefunktionen f(x), f,(v) und f,;(x, y) sowie
Korrelationsgerade (KG) zweier korrelierter ZufallsgroBen (g, ~0.8).

Hierfir kann bei unabhangigen Konponenten auch geschrieben werden:

X Y2
p«nsstwquysm»=jg@d»[mw®u (5.8)
X1 Y1

Daraus folgt, daB bei statistischer Unabhangigkeit folgende Bedingung erfillt sein mub:
£,09) = £&)£,0) - (5.9)

Beispielsweise sind die beiden ZufallsgroBen x und y von Bild 5.1 statistisch unabhangig.
Hier liefert jeder Schnitt parallel zur y-Achse eine Funktion, die formgleich mit der
Randwahrscheinlichkeitsdichtefunktion f;(y) ist. Ebenso sind alle Schnitte parallel zur
x—Achse formgleich mit f(x).

Die ZufallsgroBe (x, y) von Bild 5.2 erfiillt die Bedingungen (5.9) nicht. Das bedeutet,
daB hier die Komponenten x und y statistisch voneinander abhangen: Unterschiedliche
Schnitte parallel zur x— bzw. y—Achse liefern hier unterschiedliche Funktionen. Je groBer
der x—Wert ist, desto groBer ist hier im statistischen Mittel auch die y-Komponente.

Ein Sonderfall der statistischen Abhangigkeit ist die Korrelation. Darunter versteht
man - wie fiir Bild 5.2 vorausgesetzt — eine lineare Abhangigkeit zwischen x und y.

Zur quantitativen Erfassung der Korrelation benotigt man verschiedene Erwartungs-
werte. Fir die Momente und Zentralmomente der zweidimensionalen ZufallsgroBe (x, y)
gelten analog zu (4.16) und (4.21) folgende Beziehungen:

my = E[x*-y] = I I xk-yl-fxy(x,y) dx dy , (5.10)
g = E[x-m)* ¢y-m)] . (5.11)

Hierbei sind die beiden linearen Mittelwerte m g = E [x] und mg; = E[y] mit m, bzw. m,
abgekurzt. Die Varianzen 0x2 und 0y2 sind durch uyy bzw. ug, gegeben.



84 (. Soder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

Besondere Bedeutung besitzt die sogenannte Kovarianz (k =1=1)

g = El=m)--m)] = [ | @-m)-g-m) o) dedy. (.12

die ein MaB fur die lineare statistische Abhangigkeit zweier ZufallsgroBen ist. Im folgen-
den wird w11 auch u,, genannt, falls sich die Kovarianz auf die GroBen x undy bezieht.

Hautig wird als BeschreibungsgrofBe anstelle der Kovarianz der Korrelationskoeffizient

_ My (5.13)

verwendet, fir den aufgrund obiger Normierung stets -1 < ¢, < +1 gilt. Sind die beiden
ZufallsgroBen x und y unkorreliert, so ist o, = 0. Dagegen ist bei strenger linearer
Abhangigkeit (das hei3t, x und y sind direkt proportional) g, = 1.

Aus (5.12) kann abgeleitet werden, daB die Kovarianz u,, mit dem nichtzentrierten
Moment my; = my, = E[x"y] wie folgt zusammenhéngt:

My = My =M m,, . (5.14)

Dies ist fur die numerische Auswertung von Vorteil, da m,y, m, und m, im Gegensatz

zur Kovarianz u,, aus den Folgen (xy) und (yy) direkt, d.h. in einem Durchlauf, ermittelt
werden konnen.

Die beiden in Bild 5.2 betrachteten ZufallsgroBen x und y sind positiv korreliert,
wobel g, =~ 0,8 betriagt. Das bedeutet, daB3 bei einem groBeren x—Wert im statistischen
Mittel auchy einen groBeren Wert besitzt als bei kleinem x. Dagegen drickt ein negativer
Korrelationskoeffizient aus, dafl y mit steigendem x im Mittel kleiner wird.

Man kann nun in die (x, y)-Ebene eine Gerade durch den Punkt (m,, m,) einzeichnen,
und zwar derart, dal die mittlere quadratische Abweichung von dieser Geraden - in
y-Richtung betrachtet — minimal wird (vgl. Bild 5.2):

o N
ey2 = ]1[ > [y,-Kx,)FF = Minimum . (5.15)
v=1

Man bezeichnet K(x) als Korrelationsgerade, mitunter auch als Regressionsgerade. Die
Gleichung dieser Korrelationsgeraden, die als eine Art "statistische Symmetrieachse”
interpretiert werden kann, lautet:

o,
y = Kx) = BX~Qxy~(x—mx) +m, . (5.16)
X
Der Winkel, den die Korrelationsgerade zur x—Achse einnimmt, ist demnach:
o,
Opsx = arctan(az-gxy) . (5.17)

X
Durch diese Nomenklatur soll verdeutlicht werden, daB es sich hier um die Regression
von y auf x handelt. Die Regression von x auf y, d.h. die Minimierung der mittleren
quadratischen Abweichung in x-Richtung, ergibt im allgemeinen eine andere Gerade.
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5.2 Zweidimensionale GauBBsche Zufallsgrofien

Fir den Sonderfall einer mittelwertfreien GauBschen ZufallsgroBe (x,y) lautet die
zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion gemaB (5.1) mit dem durch (5.13)
definierten Korrelationskoeffizienten oyy:

1 Xy
fy.y) = rexpl-o (5 520, 1. (5.18)
v ZJTOxOy /1- szy 2(1 - szy OxZ ayz Y o ay
Die beiden Randwahrscheinlichkeitsdichtefunktionen f(x) und f;(y) sind ebenfalls gauB-
formig mit den Streuungen o, bzw. oy. Ersetzt man in (5.18) x durch (x—m) undy durch
(y—-my), so ergibt sich der allgemeine Fall einer GauBschen ZufallsgroBe mit Mittelwert.

Aus der Beziehung f,(x, y) = const. konnen die Hohenlinien der WDF berechnet
werden, die Ellipsen ergeben:
2 2

x_2 + y_2 - 2:0," Y = const.. (5.19)
o oy 0,0,

Deren Form hiangt auBer vom Korrelationskoeffizienten g, auch vom Quotienten o,/0,
ab. Gleiches gilt fur den Neigungswinkel der Ellipsenhauptachse gegenuber der x—Achse:

1 0.0
o = —-arctan(2-0, - —=—X) . 5.20
( Qxy 0,2_0,)}2) ( )

2
Bild 5.3 zeigt die WDF und die VDF einer zweidimensionalen GauB3schen ZufallsgroBe
(x, y) mit relativ starker positiver Korrelation der Einzelkomponenten (g, = 0.8). Ist
dagegen g, = 0, so sind die Komponenten x und y unkorreliert, und die Hohenlinien
ergeben Kreise (falls o, =0,) oder Ellipsen in Ausrichtung des Koordinatensystems (falls
0y = 0y). Dieser Fall wird in der Versuchsdurchfiihrung D5.1 noch eingehend betrachtet.

Gleichung (5.18) zeigt, daB fiir o, = 0 die Beziehung f,(x,y) = fi(x) £,(v) gilt. Das
bedeutet gleichzeitig, daB bei einer GauBlschen Dichtefunktion — aber nur bei dieser —
aus der Nichtkorreliertheit auch die statistische Unabhangigkeit folgt.

(b)

Bild 5.3: WDF (a) und VTF (b) einer zweidimensionalen GauBschen Zufallsgrofe
mit korrelierten Einzelkomponenten (0, =20y 0, = 0.8).
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5.3 Linearkombinationen von Zufallsgroflen

Leitet man aus den beiden mittelwertfreien und statistisch voneinander unabhangigen
ZufallsgroBen u und v die neuen ZufallsgroBBen

x=Au+B-v+C (5.21)
und

y=D-u+E-v+F (5.22)
ab, so sind diese mittelwertbehaftet (m,= C, my=F) und im allgemeinen korreliert.
Unter der Voraussetzung, daf die GroBen u und v die gleiche Streuung o besitzen, ergibt
sich fur die Varianzen und die Kovarianz der beiden neu gebildeten Zufallsgroen:

02=(A%+ B?) 02, (5.23)
of = (D*+ E?) 0?, (5.24)
#y,=A-D+B-E) o> (5.25)

Diese Eigenschaft kann zur Erzeugung korrelierter ZufallsgroBen ausgenutzt werden.

Beispiel: Es soll eine zweidimensionale ZufallsgroBe (x, y) entsprechend (5.21) und
(5.22) mit m, = m, = 0 generiert werden. Daraus folgt: C= F= 0. Die weiteren statisti-
schen KenngroBen seien mit oy, 0y, und o, vorgegeben Da auBer diesen drei Parameter-
werten keine weiteren Voraussetzungen getroffen werden, ist einer der vier Koeffizienten
A, B, D, E frei wahlbar. Im folgenden wird willkirlich £ = 0 gesetzt.

Mit der weiteren Festlegung, da3 die AusgangsgroBen u und v jeweils die Streuung
o =1 aufweisen, erhalt man aus (5.23) bis (5.25) die Gleichungen D = 0), A = o, 0,,

und B = o,- /1-0} .

Beispielsweise kann zur Erzeugung einer zweidimensionalen Zufallsgroe mit den
KenngroBen o, =1, 0, = 2 und g, = 0.8 der ParametersatzA= 0.8, B=0.6, D=2, E=0
verwendet werden. Sind die GroBen u und v gauBverteilt, so besitzt (x, y) ebenfalls eine
GauBsche Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion entsprechend (5.18). Die hier angegebenen
Zahlenwerte fihren zu einer WDF entsprechend Bild 5.3. Mit anderen Parameterwerten,
zB.A=0.99; B=0.14; D=E= /2, ergeben sich identische statistische Eigenschaften.

Dagegen werden bei nichtgauBverteilten ZufallsgroBen u und v die Form der WDF
f(x,y) und der beiden Randwahrscheinlichkeitsdichten f(x) und f,(y) durch die Wahl der
Koeffizienten entscheidend gepragt. Verschiedene Parametersitze fuhren hier zu unter-
schiedlichen statistischen Eigenschaften, auch wenn die Streuungen o, und o, sowie der
Korrelationskoeffizient g, jeweils die gleichen sind. Bei gleichverteilten GroBen u und
v ergeben sich fir f,(x, y) im allgemeinen Parallelogramme, deren GroBe und Lage vom
Parametersatz abhiangen. Die zwei Randwahrscheinlichkeitsdichten fi(x) und f,(y) sind
hier als Faltungsprodukt zweier unterschiedlich breiter Gleichverteilungen trapezformig.
(Allgemein gilt: Ist s die Summe zweier statistisch unabhangiger ZufallsgroBen u und v,
so gilt fur deren WDF f(s) =f,,(u) *fu(v), wobei ” *” die Faltungsoperation kennzeichnet.)
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5.4 Vorbereitungsfragen

V5.1:  Gegeben sei die WDF einer zweidimensionalen ZufallsgroBe (x, y):

16 , 32

25
=K-exp[-== - @*+ — - y*-—=. .

a) Um welche WDF handelt es sich hierbei?

b) Geben Sie die Zahlenwerte fiir die Streuungen o, und o, sowie den Korrelationsko-
effizienten g, an.

c) Welchen Wert besitzt die Konstante K=f,,(0, 0)?

d) Berechnen Sie den Winkel o zwischen der Ellipsenhauptachse und der x—Achse und
zeichnen Sie diese in das folgende Diagramm ein. Skizzieren Sie auch einige Hohen-
linien der zweidimensionalen WDF.

Ya

+1 71

y

=

-1 +1
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e) Wie groB} ist demgegeniiber der Erhebungswinkel 0, der Korrelationsgeraden?
Zeichnen Sie auch diese in das Diagramm auf der letzten Seite ein.

f) Wie kann die Wahrscheinlichkeit p{(-1 < x < 1)N (y < - 1.5)} allgemein mit der
zweidimensionalen Verteilungsfunktion Fy (7, 7,) ausgedriickt werden?

g) Berechnen Sie unter der Voraussetzung ¢,, = 0 die Wahrscheinlichkeit

r{1=x=< DN < -15}.
Die Werte fur das GauBlsche Fehlerintegral finden Sie im Anhang B.
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V5.2:  Ausden beiden statistisch unabhiangigen und jeweils zwischen -1 und + 1 gleich-
verteilten ZufallsgroBen u# und v werden durch Linearkombination die beiden neuen
ZufallsgroBen x und y gebildet:

x =2u-2v,

y=u+3v+1.

a) Bestimmen und skizzieren Sie die Randwahrscheinlichkeitsdichtefunktionen f,(x) und
fy(v) mittels graphischer Faltung.

T 1/4 + T 1/4 +
flx) 1 £0)
4 32-10 12345 4321012345
X —>» y —

b) Warum ergibt sich fiir x = 2u + 2v die gleiche WDF f(x)?

¢) Welche maximalen und minimalen Werte konnen x und y annehmen? Zeichnen Sie
damit das Gebiet "f,(x, y) =0” in die (x, y)-Ebene auf der nachsten Seite ein.
Hinweis: Die vier Extrempunkte sind die Ecken eines Parallelogramms.
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yi

d) Istanhand der Dichtefunktionen eine Aussage moglich, ob die beiden ZufallsgroBenx
und y statistisch abhangig sind? Kann man hieraus auf die Korreliertheit schlieBen?

e) Berechnen Sie die Kovarianz u,, =u1; und den Korrelationskoeffizienten gy,

f) Geben Sie die Gleichung der Korrelationsgeraden an und zeichnen Sie diese in obiges

Diagramm ein.
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3.5 Versuchsdurchfithrung
Alle nachfolgenden Aufgaben sollen mit dem Programm “zwd” durchgefithrt werden.

D5.1:  Im ersten Versuch werden zweidimensionale GauB3sche Zufallsgrofen (x, y) mit
folgenden Parameterwerten behandelt:

A)  o,=10 o, = 1.0 0= 0.0;
B) o,=10 o, = 1.0 0y = 0.95;
C) o0,=20 o, = 0.5 0= 0.75;
D) o0,=20 o, =0.5 0y = -0.75;
E) o0,=20 o, = 0.2 0= 0.7;
F) o, =02 o, = 2.0 0= —0.7.

a) Uberpriifen Sie WDF und VTF mit dem Programm “zwd” (Meniipunkt 1). Skizzieren
Sie jeweils qualitativ die WDF in Form von Hohenlinien und der Ellipsenhauptachse.
Zeichnen Sie auch die jeweilige Korrelationsgerade ein.

A) o= B) o= ) o=
Qy —x = 0y—>x - 0y—>x =
Ay Ay Ay
- X - X - X
D) o= E) o= F) o=
Qy —x = 0y—>x - 0y—>x =
Y Y Y
- X - X - X

b) Inwelchem Bereich kann der Erhebungswinkel 6, _, ~der Korrelationsgeraden allge-

mein liegen? Welche Einschrankung gilt fir o, = 0,?
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¢) Welche geometrischen Auswirkungen auf die Hohenlinien hat eine VergroBerung des
Korrelationskoeffizienten gy,?

d) Was bedeutet eine negative Korrelation zwischen den beiden ZufallsgroBen x und y
prinzipiell? Wie wirkt sich dies auf die Korrelationsgerade aus?

D5.2:  Imzweiten Versuch werden nun Linearkombinationen von Zufallsgroen unter—
sucht. Wahlen Sie hierbei die Anzahl der Zufallszahlen stets zu N = 10000.

a) Uberpriifen Sie mit dem Programm “zwd” Thre Ergebnisse der Vorbereitungsfrage
V5.2 unter Beachtung der Simulationsgenauigkeit (Mentupunkt 2: ”Linearkombina-
tionen”). Betrachten Sie insbesondere auch die Mustersignale x(¢) und y(¢) sowie die
beiden Randwahrscheinlichkeitsdichtefunktionen f(x) und f,(y).

Eingabeparameter:
My my o, 0, Oy
"V5.2”

“zwd”
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b) Welche Anderungen ergeben sich fiir das Gebiet "f,(x,y) = 0” gegeniiber Punkt a) bei
ansonsten gleichen Parametern, wenn nun die beiden ZufallsgroBen  und v normal-
verteilt sind? Begriinden Sie Thre Antwort. Wird dadurch der Korrelationskoetfizient
0xy verandert?

c) Welche Form besitzen in diesem Fall die eindimensionalen Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktionen f(x) und f;(y)? Wie groB sind die Mittelwerte und Streuungen der
abgeleiteten ZufallsgroBen x und y, wenn 0, = oy = 1 gilt.

d) Welcher Korrelationskoeffizient g, und welches Gebiet "f,(x, y) = 0” ergeben sich,
wenn u und v jeweils gleichverteilt sind (Meniipunkt 2) undy = -2x gilt? Wahlen Sie
fur diesen Versuchsteil die Parameter 4 = 0.5, B =1 und C = -1. Wie mussen die
restlichen Parameter ausgewahlt werden?

D = E = F =
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e) Welcher Zusammenhang ist an den Zeitsignalen x(¢) und y(¢) erkennbar, wenn die
Parameter A bis F' wie unter Punkt d) gewahlt werden?

f) Wie muBl man die Parameter A bis F' wahlen, damit die beiden ZufallsgroBen x undy
statistisch voneinander unabhangig sind und fur die Kennwerte gilt:

my =10, my, =05, 0, =10, g, =207

Dabei seien u und v jeweils gleichverteilt zwischen -1 und + 1.

g) Wie sieht bei statistischer Unabhéangigkeit das Gebiet “f,(x, y) = 0” aus?

h) Welcher Art sind in diesem Fall die eindimensionalen Dichtefunktionen?
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5.6 Ubungsaufgaben

3

Die beiden nachfolgenden Programmierbeispiele konnen mit der Prozedur “mkzw.
ubersetzt und in das Hauptprogramm “zwd” eingebunden werden.

U5.1:  Eine zweidimensionale ZufallsgroBe (x, y) kann im Gegensatz zu eindimensiona-
len ZufallsgroBe nicht durch eine reelle Funktion ("float” bzw. “real”) erzeugt werden, da
mit x und y zwei Werte an das aufrufende Programm zu iibergeben sind. Hier verwendet
man - dhnlich wie in U4.3 - eine komplexe Funktion, wobei x mit dem Real- und y mit
dem Imaginarteil ubergeben werden. Das Zusammenfassen zweier Variablen x undy zu
einer komplexen GroBe z ist in Fortran mit der Anweisung "z = cmplx(x, y)” moglich. In C
mussen dagegen komplexe GroBen als Strukturen des Typs "cmplx” deklariert werden.

a) Schreiben Sie eine Funktion "xy(4, B, C, D, E, F)”, die aus den zwischen 0 und 1
gleichverteilten GroBen u und v die zweidimensionale ZufallsgroBe (x, y) erzeugt,
wobei fur die beiden Komponenten gilt:

x=A-u+B-\v+C,
y=D-u+E-v"+F.

Datei—-Header:

C: #include '"complex.h" F77: complex function xy(A,B,C,D,E,F)
struct cmplx xy(A,B,C,D,E,F) real A,B,C,D,E,F
float A,B,C,D,E,F;
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b) Testen Sie Thre Funktion “xy” mit dem Hauptprogramm “zwd” (Menupunkt 3) fiir
N = 10000 zweidimensionale ZufallsgroBen und folgende Parametersatze:

(1) A=2 B=1 C=-15 D=0, E=2, F=-1,
2) A=1 B=1 C=-1 ,D=1 E=-1, F=0.

Skizzieren Sie flir diese beiden Parametersitze jeweils das Gebiet “f,(x,y) = 0” in
die nachfolgenden Diagramme. Uberpriifen Sie durch einfache Uberlegungen, ob
diese "Gebiete” richtig oder falsch sind. Besitzt die zweidimensionale WDF in den
jeweiligen Gebieten "f,(x, y) = 0” eine konstante Hohe? Wie auBert sich in der
gewahlten Darstellung eine nicht konstante Hohe?

(1) Ay
-2
-2 2 X
-2
2) Ay
-2
-2 2 X
-2
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U5.2: In dieser zweiten Ubung sollen alle zur Darstellung der Korrelationsgeraden
einer zweidimensionalen ZufallsgroBe (x, y) notwendigen Kennwerte berechnet werden.

a) Schreiben Sie ein Unterprogramm “zwdkor”, das die linearen Mittelwerte (m 1x, m1ly),
die quadratischen Mittelwerte (72x, m2y), das gemeinsame Moment erster Ordnung
(mxy) gemal (5.12), die Kovarianz (uxy) gemal (5.14), die Streuungen (sigmax und
sigmay), den Korrelationskoeffizienten rhoxy gemaB (5.13) sowie den Winkel der Kor-

relationsgeraden (THETA = ) aus N ZufallsgroBen berechnet.

Gy_>x
Die Parameter miussen in C als Pointer deklariert werden. Die zweidimensio-

nale ZufallsgroBe (r, y) kann mit dem C-Funktionsaufruf "void zwdfkt(&x, &y)”
erzeugt werden, in Fortran77 mittels des Unterprogramms “zwdfkt(x, y)”.

Datei—-Header:

C: void zwdkor(N,mlx,mly,m2x,m2y,mxy,uxy,sigmax, sigmay,rhoxy,THETA)
long N;

float *mlx,*mly, *m2x,*m2y, *mxy, *uxy, ¥*sigmax, *sigmay, *rhoxy, *THETA;

F77:
subroutine zwdkor(n,mlx,mly,m2x,m2y,mxy,uxy,sigmax,sigmay,rhoxy, THETA)
integer N
real mlx,mly,m2x,m2y,mxy,uxy,sigmax,sigmay,rhoxy, THETA
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b) Verwenden Sie zum Test Ihres Programms N = 10000 und die Parameter aus D5.2.

O % Py O 0y

UP von
”de”

zwdkor”
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6 Lineare zeitinvariante Systeme

Inhalt: Eine wichtige Voraussetzung fir die Simulation nachrichtentechnischer Systeme
sind Grundkenntnisse der Systemtheorie und der Spektraltransformationen, die in ihrer
einfachster Form allerdings nur bei linearen zeitinvarianten Systemen angewandt werden
konnen. Dieses Kapitel bringt eine zusammenfassende Darstellung dieses Sachverhaltes,
wobei insbesondere die Fouriertransformation zur Beschreibung aperiodischer Vorgange
und die Fourierreihe zur Darstellung periodischer Signale behandelt werden. Hinweis:
Sie konnen dieses Kapitel tiberspringen, wenn Sie bereits den Versuch Systemtheorie im
Grundpraktikum Nachrichtentechnik durchgefihrt haben.

6.1 Methoden der Systemtheorie

Um den Zusammenhang zwischen Ein- und Ausgangssignal eines Ubertragungs-
systems herzustellen, kann man sich den Methoden der Systemtheorie bedienen. Damit
konnen auch relativ komplexe Aufgabenstellungen aus verschiedenen Bereichen der
Nachrichtentechnik auf eine zwar mathematisch-abstrakte, aber dafur sehr handhabbare
und ubersichtliche Art und Weise beschrieben werden.

Es gelte das Modell von Bild 6.1 mit dem Eingangssignal x(¢) o—e X(f) und dem
Ausgangssignal y(f) o—e Y(f). Das Symbol o—e kennzeichnet die Fouriertransformation,
die den Funktionalzusammenhang zwischen den Signalen x(¢) und y(¢) und den dazugeho-
rigen Spektralfunktionen X(f) bzw. Y(f) herstellt.

x(¢)

. !
Ubertragungssystem Y
(linear, zeitinvariant)

®* X(H) Y() ®

Bild 6.1: Zur Nomenklatur fiir die Beschreibung von LZI-Systemen.

Das System in Bild 6.1 kann beispielsweise eine einzelne Baugruppe sein, welche die
Form des anliegenden Signals (z.B. Spannungsverlauf) verandert. Es kann aber auch ein
komplettes Ubertragungssystem beschreiben. Das Eingangssignal x(f) ist dann z.B. die
Stimme eines Anrufers, das Ausgangssignal y(f) das auf einem Anrufbeantworter auf-
gezeichnete Gesprich am anderen Ende der Ubertragung, das sich in Praxis von x(f)
immer - und sei es nur geringfigig — unterscheidet. Das Systern beinhaltet dann u.a. das
Mikrofon, eine Sendeeinrichtung zur Umsetzung des Nachrichtensignals in einen fir
die Ubertragung geeigneten Frequenzbereich, das Ubertragungsmedium (Kabel, Licht-
wellenleiter, Funk-/Satellitenverbindung), entsprechende Schaltungskomponenten am
Empfanger sowie schlieBlich die magnetische Umsetzung des Empfangssignals auf Band.

Die Systemtheorie ermoglicht eine Analyse dieses Nachrichtentiibertragungssystems
im Zeit- und/oder Frequenzbereich, wobei Realisierungsaspekte nicht beachtet werden
und das Gesamtsystem als eine Einheit (d.h. als Black Box) aufgefal3t wird.
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Dabei wird nach dem Ursachen-Wirkungs—Prinzip vorgegangen. Vorauszusetzen sind
die beiden Systemeigenschaften Linearitit und Zeitinvarianz, d.h. es muf} gelten:

(@) x(6) + x,(0) == y (1) +y,(1) , falls x(f) == yy(r) und x,(t) == y,(t) ,
(b) x(t-1) = y(t-1), falls x(¢) == y(t) .
Sind diese beiden Eigenschaften gegeben, so spricht man von einem LZ[-System.

Fir das Folgende setzen wir ohne (allzu groB3e) Einschrankung der Allgemeingultig-
keit voraus, daB x(¢) und y(f) Spannungsverlaufe darstellen.

6.2 Fourierintegral und Fourierreihe

Jedes Zeitsignal x(¢) wird auch durch die Spektralfunktion X(f) vollstandig beschrieben.
Diese ist uber die Fouriertransformation zu berechnen:

+ 0
X(f) = I x(f)- e T2 dr . (6.1)
Die Umkehrfunktion hiervon lautet (Fourierriicktransformation):
+ 0
x(t) = [ X()- &2 df 62)

Abkiirzend werden diese Funktionalzusammenhinge mit X(f) e—o x(¢) bezeichnet.

Die Spektralfunktion (kurz: das Spektrum) eines zeitlich begrenzten Signals (Impuls)
kann mit (6.1) ohne Schwierigkeiten berechnet werden. Beispielsweise besitzt ein um den
Zeitpunkt f = 0 symmetrischer Rechteckimpuls x(¢) der Dauer T und der Hohe X das
reelle Amplitudenspektrum

+7/2
X = xI el dt = &-T-si@-f-T), (6.3)
)
wobei si(x) = sin(x)/x ist. Liegt der Rechteckimpuls unsymmetrisch zwischen 0 und T (was
einer Verschiebung um 772 entspricht), so ist X(f) komplexwertig und weist zusitzlich zu
(6.3) den Phasenfaktor exp(-jwfT) auf.

Dagegen sind bei einem zeitlich unbegrenzten Signal — z.B. einem Gleichsignal oder
einem periodischen Signal - aufgrund des unendlich groBen Integralwertes (6.1) Grenz-
ubergange erforderlich. Solche periodischen Signale besitzen eine groBe Bedeutung in
der Nachrichtentechnik, insbesondere in Zusammenhang mit Tragerfrequenzsystemen
und der hierfur erforderlichen Taktregenerierung. Haufig anzutreffende Vertreter von
periodischen Signalen sind sinus— und rechteckformige Signale.

Ein Signal xp(f) bezeichnet man als periodisch, wenn fiir alle beliebigen Werte von ¢
und alle ganzzahligen Werte von i gilt: xp(t + i T)) = xp(t). Der kleinstmogliche Wert

von Ty, der diese Gleichung erfullt, wird Periodendauer genannt.
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xP(t) A

/ W

Bild 6.2: Beispiel eines periodischen Signals mit 7y = 2.5ms und fy = 1/Ty= 400 Hz.

Den Kehrwert bezeichnet man als die Grundfrequenz fy = 1/T,. Entsprechend ist
2
w, =21 f) = == (6.4)
Ty
die Grundkreisfrequenz. Bild 6.2 verdeutlicht diese GroBen an einem Beispiel.
Jedes periodische Signal xp(f) mit der Kreisfrequenz wg kann in allen Bereichen, in

denen sie stetig ist, in eine trigonometrische Reihe entwickelt werden ("Fourierreihe”):

N N
xp(t) = Ay + ZAn-cos(n-a)O-t) + ZBn-sin(n-a)O-t). (6.5)

n=1 n=1

Im Grenzfall N— oo ist die Fourierreihendarstellung xy (¢) identisch mit xp(¢):

xp(f) = lim xp(0) (6.6)
N—
Der Koeffizient Ay gibt den Gleichanteil (linearen Mittelwert) des Signals an:
T,/2
Ay = Ti . I xp(t) dr. (6.7)
0 -T,/2

Die Bestimmung der Cosinus—-Koeffizienten A4,, und der Sinus-Koeffizienten B,, beruht
auf der Eigenschaft, daB sin(.) und cos(.) Orthogonalfunktionen sind. Fiir diese gilt:
T,/2
sin(n - wy-1)- cos(m - wy-t)dt = 0 fur alle ganzzahligen m, n. (6.8)
-T,/2

Damit erhalt man fir die Cosinus— und Sinus-Koeffizienten:

T,/2

A, = T%) . I xp(t) - cos(n - w,- 1) dt, (6.9)
-T,/2
T,/2

B, = T%) . I xp(t) - sin(n - wy - 1) dr. (6.10)

T,/2
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Ist xp(¢) eine gerade Funktion (d.h.: xp(-f) = xp(f)), so sind alle Sinus-Koeffizienten
B,,= 0. Dagegen gilt fir ungerade Funktionen (xp(-f) = —xp(¢)) stets Ag= 0 und 4,,= 0.

Voraussetzung fiir die Konvergenz der Reihendarstellung (6.5) ist, daf} das Signal nur
endlich viele Unstetigkeitsstellen je Periode besitzt. An denjenigen Stellen f=¢, an denen
xp(t) endliche Spriinge aufweist, konvergiert die Reihe gegen den aus dem jeweiligen
links— und rechtsseitigen Grenzwert gebildeten arithmetischen Mittelwert.

Die Fourierreihe (6.5) kann durch Anwendung der Eulerschen Formel und des Grenz-
uibergangs N— oo auch in folgende Form gebracht werden:

T,/2
t® . . 1 e
O = > D, -efz@nt/Ty  mit D, = —. I xp(t)- €7 2ent/To dr . (6.11)
n=-w TO
T,/2

Ebenso wie bei den Gln. (6.7) bis (6.10) kann das Integrationsintervall (hier von —T}/2
bis +7T/2) beliebig verschoben werden, solange die Intervallbreite T erhalten bleibt.

Die Koeffizienten D,, sind i.a. komplexwertig mit Ausnahme des stets reellen Koeffi-
zienten Dy = Ay. Ein Koeffizientenvergleich von (6.5) mit (6.11) ergibt fir n > 0:

1 :
D, = 5-(/1”—] -B) . (6.12)
Fiir die komplexen Koeffizienten mit negativem Laufindex (n < 0) gilt bei reellem Signal:
« 1 :
D, =D, = 5-(/1” +j-B). (6.13)

Mit Hilfe der Distributionentheorie kann man die Fouriertransformation auch auf
periodische und (weniger als exponentiell) anklingende Zeitfunktionen erweitern. Man
erreicht die Konvergenz der beiden Fourierintegrale durch die Einfihrung von Konver-
genzfaktoren, die nachtraglich durch Grenzibergange wieder eliminiert werden. Die
allgemeinen Gleichungen der Fouriertransformation lauten mit ¢ > 0 (vgl. [21]):

+ o
X() = lim I x(t)- el . ed2mft gy | (6.14)
e—(0
+ o
x(f) = lim I X(f)- et ei2mtf df (6.15)
e—(0

—

Durch die Verwendung dieser beiden Gleichungen anstelle von (6.1) und (6.2) kann man
periodische und aperiodische Signale sowie Signale mit Gleichanteil in einheitlicher
Form behandeln. Wendet man beispielsweise (6.14) auf die konstante Zeitfunktion
x(t) = Ap an und fihrt man die analytische Integration fiir positive und negative Zeiten
getrennt durch, so erhalt man nach einigen Umformungen fir die Spektralfunktion:

) 2-¢
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Die so implizit definierte Funktion 8(f) wird als Diracfunktion bezeichnet. Sie ist
unendlich schmal (d.h. es ist 6(f) = 0 fiir f = 0) und bei der Frequenz f = 0 unendlich hoch.
Die Impulsflache ergibt einen endlichen Wert:

+ 0

I 5 df=1. (6.17)

— 0

Aus dieser Eigenschaft folgt auch, dal 4(f) die Einheit 1/Hz = s besitzt.

Weiterhin lassen sich noch folgende Fourierkorrespondenzen angeben:

©(0) = Ay cos(afyrt) oo X() =510+ O+ )] . (6.18)
x(1) =B, -sin@a-fo-1) o X(f) =§—].1- [0¢~fo) - ¢ + fo)] - (6.19)

Das Spektrum eines periodischen und entsprechend der Fourierreihe (6.5) dargestellten
Signals ist mit den Gleichungen (6.16) bis (6.19) vollstindig berechenbar. Der Gleich-
anteil liefert eine Diracfunktion bei f = 0 mit dem Impulsgewicht 4y. Desweiteren gibt
es noch Diracfunktionen 6(f+n-fy) bei Vielfachen der Grundfrequenz fy = 1/T), wobei
O(f-n-fp) eine Diracfunktion bei f = n-f; (im positiven Frequenzbereich) und o6(f +7-fp)
eine solche bei f = —n-f; (d.h. im negativen Frequenzbereich) kennzeichnet. Man erhalt

Xf)y= > D, 6(f-n-fy . (6.20)

n=-o
Die Fourierintegrale (6.14) und (6.15) bilden die Grundlage vieler Systemuntersu-
chungen. Aus ihnen kann man alle Gesetze der Systemtheorie — wie Verschiebungssatz,
Additionssatz und Reziprozitatsgesetz — ableiten, worauf hier jedoch nicht niher einge-
gangen wird. Hierzu sei auf die zahlreiche Fachliteratur verwiesen, z.B. [1], [21], [27].

Beispiel: Bild 6.3 zeigt beispielhaft das Spektrum des periodischen Zeitsignals
x(t) =3V-2V.-cosQm-fy-t) + 4V -sin(6w - fo- 1) . (6.21)

Das negative Vorzeichen des Imaginarteils bei f = 3-f; ist darauf zuruckzufihren, dal
in (6.19) die imaginare Einheit im Nenner steht (1/] = -j).

f a3V

Re{X()}
3v —j-2v

/3 -2 l l 2 3 flfo —=
+j-2V WV | -1V

Im{X(f)}
Bild 6.3: Spektralfunktion des periodischen Beispielsignals gemaB (6.21).

S
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6.3 Ubertragungsfunktion und Impulsantwort

Das Ubertragungsverhalten eines LZI-Systems wird durch die Ubertragungsfunktion

Hf) = Y(f) _ Wirkungstfunktion
X()  Ursachenfunktion

(6.22)

vollstandig beschrieben. Oft wird H(f) auch Systemfunktion oder Frequenzgang genannt.

Da die Spektren X(f) und Y(f) i.a. komplex sind, ist H(f) ebenfalls komplexwertig. Mit
der Ddampfungsfunktion a(f) und der Phasenfunktion b(f) gilt:

H{) = e D . eT00 | (6.23)

Entsprechend dem Dampfungsverlauf a(f) unterscheidet man zwischen einem Tiefpal—,
HochpaB- und BandpaBsystem. In Bild 6.4(a) ist beispielhaft der ideale, rechteckformige
TiefpaB (Kiipfmiiller-Tiefpaf3) dargestellt, gekennzeichnet durch die systemtheoretische
Bandbreite Af bzw. durch die Grenzfrequenz fg = Af/2. Die Phasenfunktion sei b(f) = 0.

Ist das Eingangssignal x(f) eine Summe von Cosinus— und Sinusschwingungen mit
unterschiedlichen Frequenzen, und ist dementsprechend das Eingangsspektrum X(f) ein
Linienspektrum, so entstehen aufgrund der Linearitat des LZI-Systems keine neuen
Frequenzen. Auch das Ausgangsspektrum Y(f)=X(f)- H(f) besteht dann ausschlieBlich
aus diskreten Spektrallinien bei den gleichen Frequenzen wie das Eingangsspektrum, im
vorliegenden Beispiel aber nur aus den Frequenzen |f| < fG.

Betrachten wir nun ein H(f) mit frequenzabhiangiger Dampfung a(f) und Phase b(f).
Hier werden die einzelnen Spektrallinien unterschiedlich gedampft und verschiedenartig
verzogert. Dies hat zur Folge, dal das Ausgangssignal y(f) gegeniiber x(¢) verzerrt ist. Im
Gegensatz zu nichtlinearen Verzerrungen, durch die zusatzliche, im Eingangssignal nicht
vorhandene Frequenzen entstehen konnen, spricht man hier von linearen Verzerrungen.

Das System ist verzerrungsfrei, wenn die Dampfungsfunktion a(f) konstant und der
Phasenverlauf b(f) proportional zu f ist. Verzerrungen, die auf eine frequenzabhingige
Dampfung zurickzufiithren sind, bezeichnet man als Ddmpfungsverzerrungen. Entspre-
chend entstehen Phasenverzerrungen aufgrund eines nichtlinearen Phasenverlaufs b(f).

T 1 1 fur |f| < fG
H) H(f) = { 12 = o
(a) _fG fG ur |f| > fG

s Af

T 7\ Af groB3
\
h(l‘) ! \

! \

AN .
(b) ! “\\\Af klein
I'l \'\ LN N 7 ——

AN \ 7 <
\.s \./

~N 7
—_— —_ ~ // v/ \«l N \ —_— —
[ — e

I
N> - —

\J
A N

Bild 6.4: Ubertragungsfunktion (a) und Impulsantwort (b) des idealen Tiefpasses.
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Betrachten wir nun den EinfluB} eines LZI-Systems auf ein nichtperiodisches, zeitlich
begrenztes Eingangssignal und dessen kontinuierliches Spektrum. Eine Moglichkeit zur
Berechnung des Ausgangssignals y(f) bei gegebenem Eingangssignal x(¢) ist die Anwen-
dung der Gleichungen X(f) e#—o x(¢), Y(f) = X(f)- H(f) und y(¢) o—e Y(f). Eine zweite
Moglichkeit stellt die Faltung dar (sieche Abschnitt 6.4).

Verwendet man das Eingangssignal x(f) = (¢), so ist X(f) = 1. Das Ausgangsspektrum
ist somit Y(f) = H(f) und entsprechend das Ausgangssignal y(t) = A(¢). Die Zeitfunktion

+ o

h(t) = I H(f)- 2 df (6.24)
heiBt Impulsantwort, weil es die Antwort des Systems auf einen Diracimpuls am Eingang
ist. In Bild 6.4(b) ist die Impulsantwort i(f) = Af-si(a - Af - t) des idealen Tiefpasses fiir
zwei verschiedene Bandbreiten Af dargestellt. Je breiter die Ubertragungsfunktion ist,
um so hoher und schmaler ist nach dem Reziprozitatsgesetz die Impulsantwort.

Ebenso wie die Ubertragungsfunktion H(f) beschreibt auch die Impulsantwort /(¢) das
LZI-System vollstandig. Manche Systemeigenschaften lassen sich im Zeitbereich jedoch
leichter erkennen, so z.B. die Kausalitit. Man bezeichnet ein System dann als kausal,
wenn fur dessen Impulsantwort gilt: 2(t <0) = 0. Der ideale TiefpaB8 ist demnach akausal;
im Frequenzbereich ware die Formulierung der Kausalitatsbedingung schwieriger.

Alle realisierbaren Systeme (z.B. Schaltungen) sind kausal. Dies ist leicht einsichtig:
Wenn man zum Zeitpunkt ¢ = 0 einen kurzzeitigen Impuls 6(¢) am Eingang anlegt, kann
nicht bereits vorher ein Ausgangssignal erscheinen.

Dennoch beschaftigt man sich in der Systemtheorie haufig mit akausalen Systemen,
z.B. bei der Analyse von Dampfungsverzerrungen. Mit einer Laufzeit t hinreichender
GroBe kann namlich jede akausale Funktion kausal gemacht werden (h(f) == h(¢-1)),
ohne daB} dadurch zusatzliche Verzerrungen erzeugt werden. Beim idealen Tiefpall mit
der Impulsantwort gemafl Bild 6.4(b) ist 7 allerdings unendlich grol anzusetzen.

Eine weitere wichtige SystembeschreibungsgroBe ist die Sprungantwort o(t). Diese
erhalt man am Systemausgang, wenn am Eingang eine Sprungfunktion

0 fir r<0
y()= 4 0.5 fir t =0 (6.25)
1 fiur ¢t >0
angelegt wird. Anzumerken ist, da die Sprungantwort ohne Einheit ist (da auch y(¢)
dimensionlos ist), wihrend die Impulsantwort stets die Einheit 1/s aufweist.
Da man die Sprungfunktion y(t) als Integral iiber die Diracfunktion d(¢) interpretieren

kann, ist auch die Sprungantwort als Integral tiber die Impulsantwort berechenbar:
t

o(t) = I h(r) dr. (6.26)

— 0

Bei kausalen Systemen kann die untere Intgrationsgrenze gleich 0 gesetzt werden.
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6.4 Faltung

Ist die Impulsantwort /(f) bekannt, so kann man den Einflu3 des LZI-Systems (vgl.
Bild 6.1) auf das Eingangssignal x(¢) auch direkt im Zeitbereich angeben:

+ 0
y(t) = I x(7)-h(t-1) dr. (6.27)
Diese Gleichung 1aBt sich aus der Fouriertransformation (6.1) und Gl. (6.22) ableiten:
+ o0 + oo
Y(f) =X() - H(f) = I x(7)- T2 dr . I h(t') e T2 4t =
e - (6.28)
= I I x(7) - h(t) e F2R+0) dg dr

Mit der Substitution ¢ = 7 + ¢’ folgt namlich:

Y(f) = I I x(t)-h(t-7) dr - 32 dr . (6.29)
s 1 y(0)

Diese Gleichung beschreibt wiederum die Fouriertransformation, wenn man das innere
Integral gleich y(¢) setzt. Somit ist Gl. (6.27) bewiesen.

Bei vielen Aufgabenstellungen (jedoch beileibe nicht bei allen) kommt man durch
Anwendung der Faltung schneller zum Ergebnis als mit dem herkommlichen Vorgehen
X(f) o x(2), Y(f) = X(f)- H(f) und y(t) o—= Y(f). Dies gilt vor allem dann, wenn x(¢) bzw.
h(r) zeitbegrenzt ist oder wenn eine der beiden Zeitfunktionen die Summe von (gewich-
teten und verschobenen) Diracfunktionen darstellt. Es gilt namlich: 6(¢—¢g) =h(f) = h(t-ty).

Die Faltungsoperation, im folgenden mit y(f) =x(¢) «h(¢) abgekurzt, ist kommutativ, so
daB alternativ zu (6.27) auch geschrieben werden kann:

+o0

y(1) = I h(z)-x(t-7) dr. (6.30)

— 0

Beispiel: Die Gultigkeit von (6.26) kann mit Hilfe der Faltung leicht nachgewiesen
werden. Ausgehend von x(7) = y(7) gemabB (6.25), wobei formal ¢ durch 7 ersetzt wurde,
ist fur 7 > 0 die gespiegelte Funktion x(-7) in (6.30) identisch 0, ansonsten 1. Durch die
Zeitverschiebung um ¢ erfolgt der Sprung (von 1 auf 0) erst bei ¢, so da das Produkt
h(t)-x(t-7) fir 7 > ¢ ebenfalls gleich 0 ist. Daraus folgt die obere Integrationsgrenze. Bei
Kausalitat ist 4(7) = 0 fir 7 < 0, so daB3 man schlieBlich folgendes Ergebnis erhalt:

t

o(t) = Ih(r) dr.

0
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6.5 Vorbereitungsfragen
V6.1:  Bestimmen Sie die Periodendauer 7\ und die Grundfrequenz f; der nachfolgend
skizzierten bzw. formelmaBig festgelegten Signale.
T =T, = ....... fo=.-......
x(t)
LN } } } } LN
1 2 3 4 ps
(a) t —>
T =Ty = ....... fo = .
x(t)
I 2 3 4ps
(b) f—»
(¢) x(t) = sin(m*—)
4us
=T, =....... fo=.-......
(d) x(f) =sin’(w—) = .......
=T, =....... fo=.-......
(e) x(@) = cos(Zn'L) +A- COS(ZJ‘L"L—@)
8us 2us
=T, = ....... fo=.-......
! !
f t) = 2w —) + 2 ——
(f) x() = cos(2m Sus) cos(2m 6us)
=T, =....... fo=.-......
(g) x(@) = COS(ZJ‘L"L) + COS(L)
8 8us 8us
=T, = ....... fo=.-......
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V6.2:  Gesucht sind die Fourierkoeffizienten des nachfolgend skizzierten Signals x(¢).
Dieses konnte z.B. durch Doppelweggleichrichtung eines Cosinussignals entstanden sein.
Sie konnen Thre Ergebnisse anhand der bei D6.1 angegebenen Tabelle vergleichen.

(1)

-2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,5 1,0 1,5 /T —

a) Wie groB ist die Periodendauer T?

b) Berechnen Sie den Gleichanteil Ay.

¢) Begrinden Sie, warum alle Sinus-Koeffizienten B, identisch 0 sind.

d) Berechnen Sie die Koeffizienten A4,,. Gegeben ist hierzu das bestimmte Integral

/2
2
I cos(x) - cos(2n -x)dx = (- 1)’”1'4'”—2_1 . (6.31)
- /2

e) Geben Sie die Fourierreihendarstellung von x(¢) vollstandig an.
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V6.3:  Gegeben sei nachfolgende Ubertragungsfunktion mit der 3dB-Grenzfrequenz f:

b)

d)

f)

1 _ 1-i-fih

HO = T0707m S 15 ane

(6.32)

Berechnen Sie den Dampfungsverlauf a(f) und den Phasenverlauf 5(f). Interpretieren
Sie diese Funktionen. Berechnen Sie insbesondere den Wert H(f= f1).

Wie lautet das Ausgangssignal y(f), wenn ein cosinusformiges Eingangssignal x(¢) mit
der Amplitude 3V und der Periodendauer 7= 1/f anliegt?

Welche Eigenschaft hat ein System mit der Ubertragungsfunktion

il _ G EicfA 9 (6.33)

HO =157 1+ (f/f1)?

Wie lautet nun das Ausgangssignal y(¢) bei sonst gleichen Parameterwerten wie in b)?

Geben Sie die Impulsantwort A(f) an. Benutzen Sie hierzu die Tabelle im Anhang C.

Berechnen Sie die Sprungantwort o (¢) dieses Systems.
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6.6 Versuchsdurchfithrung
Benutzen Sie zur Losung der nachfolgenden Aufgaben das Programm “/zi”.

D6.1: Naihern Sie ein dreieckformiges Signal (siehe nachfolgende Skizze) durch eine
endliche Fourierreihe an (Mentpunkt 1) und beantworten Sie dazu folgende Fragen:

A AN/ \NEWANRVAN
20 \/_10 \\/ \/ s/

a) Warum besitzt dieses Signal ein reelles Spektrum (B, = 0)?

b) Wie groB ist der Fourierkoeffizient 4(?

¢) Wabhlen Sie zuniachst N = 3. Ermitteln Sie aus der angegebenen Spektralfunktion die
Fourierkoeffizienten 41, A, und A3. Zeigen Sie an diesen 3 Beispielen, daB fiir die
Cosinus—Koeffizienten der periodischen Dreieckfunktion gilt:

A, = n2?ﬂ2 fiir ungerades n, ansonsten 0. (6.34)

Ay A Ay A;

mit Programm

nach (6.34)

d) Interpretieren Sie die Abweichungen der endlichen Fourierreihe vom tatsachlichen
Signalverlauf fur N=1, N=3, N=10und N = 100.
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x(¢) Xmax
1 1 1 1
S 1 2 3 4 Loy o
t/Ty —*

Betrachten Sie nun das periodische Rechtecksignal, dessen Fourierkoeffizienten sich wie

folgt ergeben:
Ay =xp, + &

A =2 (x

n

B =0.

n

Die Parameterwerte seien Xy, = 1, xmin = —1 und A¢/Ty = 0.5.

max

max min) '

At
X

) Wiy
min TO

sin(n - 7w - At/T,)

n-m

(6.35)

e) Ermitteln Sie mit dem Programm 7/zi” die Fourierkoeffizienten (Meniipunkt 1).
Uberpriifen Sie diese anhand von Gl. (6.35).

A

Ay

Ay

A;

Ay

As

mit Programm

nach (6.35)

f) Interpretieren Sie die Abweichungen der endlichen Fourierreihe vom tatsachlichen
Rechteckverlauf fur N =1, N =10 und N = 100. Warum treten hier auch bei sehr

groBem N Abweichungen zwischen der Fourierreihe und dem tatsachlichen Rechteck-
verlauf auf? Wie nennt man diesen Effekt?
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D6.2: Wibhlen Sie den Meniipunkt 3 (”Lineare Verzerrungen”) und am Eingang zunichst
ein unipolares Rechtecksignal (xpax =1, Xin =0 und A¢/Ty = 0.5).

a) Betrachten und beschreiben Sie qualitativ die verschiedenen Ausgangssignale und
deren Spektren nach einem der folgenden Systeme (jeweils mit f; = 2, vgl. Anhang C):

GauB-TiefpaB (hier ist f; gleich der systemtheoretischen Grenzfrequenz fg = Af/2)

Tiefpal erster Ordnung (hier gibt f; die 3dB-Grenzfrequenz an)

HochpaB erster Ordnung (f; kennzeichnet hier ebenfalls die 3 dB-Grenzfrequenz)

b) Beobachten Sie auch den EinfluB der drei in a) gegebenen LZI-Systeme (mit f; = 2)
bei dreieckformigem Signal entsprechend D6.1a). Interpretieren Sie die Dampfungs-
und Phasenverzerrungen im Vergleich zum rechteckformigen Eingangssignal.

Wabhlen Sie nun als Eingangssignal einen Diracpuls

pO) =Ty > ot-n-Ty) . (6.36)

n=-00
Darunter versteht man eine unendliche Summe von Diracimpulsen im Abstand T|. Aus

Dimensionsgriinden seien alle Impulsgewichte ebenfalls gleich Ty. Da 6(¢) die Einheit 1/s
besitzt, ist somit p(¢f) ohne Einheit.



6 Lineare zeitinvariante Systeme 113

c) Wie lautet die dazugehorige Spektralfunktion P(f).

d) Was zeigt das Ausgangsspektrum Y(f) und das Ausgangssignal y(¢) allgemein an, wenn

am Eingang der Diracpuls p(f) angelegt wird?

e) Verdeutlichen Sie sich diesen Sachverhalt am Beispiel des GauB-Tiefpasses und des

f

Tiefpasses erster Ordnung (mit f; = 2). Wie lauten die jeweiligen Impulsantworten?

Zeigen Sie anhand der Ausgangssignale des GauB-Tiefpasses und des Tiefpasses
erster Ordnung (vgl. Punkt e), daBl der Diracpuls gemaB (6.36) durch ein unipolares
Rechtecksignal (xpi, =0) approximiert werden kann, wenn das Tastverhaltnis A #/T)
sehr klein undxpax = 1/(A ¢/Ty) entsprechend grofl gewahlt wird. Stellen Sie hierzu die
Parameter A¢/Ty= 0.01 und x5 = 100 ein. Damit ist die Impulsflache des Rechtecks
wie diejenige eines Diracimpulses gleich 1.
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D6.3:  Gesucht sind die reellen Fourierkoeffizienten des unten skizzierten Signals xs(¢),
das z.B. nach idealer Einweggleichrichtung des Sinussignals x4(¢) entsteht. Ausgegangen
wird von den in der Vorbereitungsfrage V6.2 berechneten Fourierkoeffizienten eines
Cosinussignals nach Zweiweggleichrichtung. Dieses ist als Signal x(¢) skizziert. Fur die
Fourierkoeffizienten gilt hier (siehe auch Tabelle zu Punkt a) auf der nichsten Seite):

2 4

A, == A =(C-1y+tt.—— B =0. 6.37
0 7 =D T-(4-n*-1) n (6.37)

Die Amplituden aller hier betrachteten Signale seien normiert gleich 1.

x(f
1( ) r 1
-2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,5 1,0 1,5 l‘/T .
xz(t)
-2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,5 1,0 1,5 l‘/T .
x3(t) !
1 /\To =T
-2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,5 1,0 1,5 l‘/T .
x4(t)

\/Zz,o -1,5\/1,0 -0,5 0,5\/ 1,0 1,5\/t /T —

x5(t) !

-2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,5 1,0 1,5 /T —
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a) Betrachten Sie das Signal x1(¢), wenn es entsprechend der Fourierreihe berechnet und

diese nach N = 10 Koeffizienten abgebrochen wird. Diese lauten gemal (6.37):

A

A

Ay

A;

Ay

As

A

A;

Ag

Ay

AlO

0.636

0.424

-0.085

0.036

-0.020

0.013

-0.009

0.007

-0.005

0.004

-0.003

An welchen Stellen ist der Abbruchfehler am deutlichsten zu erkennen? Betrachten

Sie auch das aus der Fourierreihe entstehende Signal fiir N = 1, 2 bzw. 5.

b) Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten des gegeniiber x1(f) um den Faktor 2 hoher-

frequenteren Signals x,(¢) unter Beriicksichtigung der neuen Periodendauer Ty=T7/2.

Wabhlen Sie hier und fir die nachfolgenden Unterpunkte stets N = 10.

¢) Um mit dem Programm "/zi” den Zusammenhang zwischen x,(¢) und den mit 7' perio-

dischen Signalen x(¢), x4(f) und x5(¢) aufzeigen zu konnen, mufl auch bei x(¢) formal

die Variable Ty = T gesetzt werden. Wie lauten nun die Fourierkoeffizienten?
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d) Bestimmen Sie die Koeffizienten des gegentiber x(¢) verschobenen Signals x3(f) und
uberprufen Sie Ihr Ergebnis mit dem Programm 7/zi”.

e) Wie groB sind die Koeffizienten des Sinussignals x4(¢)?

f) Bestimmen Sie nun die gesuchten Fourierkoeffizienten des Signals xs(f). Welcher
Zusammenhang besteht zwischen x3(¢), x4(f) und x5(¢)?
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D6.4: Die Faltungsoperation (6.27) 1aBt sich graphisch in folgenden Schritten 16sen:
- Zeitvariable von Eingangssignal und Impulsantwort umbenennen: ¢ — 7,

- Impulsantwort spiegeln: A(t) — A(-1),

- Gespiegelte Impulsantwort um ¢ verschieben: A(7) — A(t-1),

- Multiplikation der Zeitfunktionen: x(z)-A(¢-7),

- Integration uber das Produkt unter Berucksichtigung der Integrationsgrenzen ergibt
den Wert des Ausgangssignals y(f) zum Zeitpunkt ¢.

.

Veranschaulichen Sie sich diese Vorgehensweise mit dem Programm ’f¢f” an einigen

Beispielen, und zwar fir einen

a) rechteckformigen Eingangsimpuls der (normierten) Dauer 1 und eine exponentiell
abfallende Impulsantwort (d.h. TiefpaBl 1. Ordnung, 3dB-Grenzfrequenz f; = 0.2),

b) rechteckformigen Eingangsimpuls und eine rechteckformige Impulsantwort (d.h.
SpalttiefpaB, Grenzfrequenz f; = 1.0 bzw. f; = 0.5),

¢) gauBformigen Eingangsimpuls (mit dquivalenter Impulsdauer 1) und eine rechteck-
formige Impulsantwort (d.h. Spalttiefpall, Grenzfrequenz f; = 1.0),

d) fiir einen gauBformigen Eingangsimpuls (mit dquivalenter Impulsdauer 1) und eine
gauBformige Impulsantwort (Grenzfrequenz f; = 1.0).

Notieren Sie sich in Stichworten die Besonderheiten der jeweiligen Kombinationen.
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6.7 Ubungsaufgabe

U6.1:  Schreiben Sie die C- bzw. Fortran77-Funktion "Izisig(t, T0, A0, N, An, Bn)”, die
den Funktionswert eines periodischen Signals (Periodendauer Ty, Gleichanteil 4p) zum
Zeitpunkt ¢ berechnet. Die Anzahl der zu berucksichtigenden Cosinunuskoeffizienten A,
(mit dem Feld "An” ibergeben) und Sinuskoeffizienten B,, (Feld ”Bn”) seien jeweils N. Die
erforderlichen Dateiheader lauten:

C: F77:

double lzisig(t,TO,A0,N,An,Bn) real function lzisig(t,TO,A0,N,An,Bn)
long N; integer N
float t,T0,A0,An[ ],Bn[ ]; real t,TO,A0,An(10),Bn(10)

Zum Ubersetzen und Binden konnen Sie die Prozedur “mkizi [-f]” benutzen. Testen Sie
Thre Funktion 7/zisig” mit dem Programm “/zi” (Meniipunkt 4) fiir folgende Parameter:

a) To=1, Ag=2; N=10; A, =1; By = 0.5
b) Ty = 2 (ansonsten wie a)

c) N = 9 (ansonsten wie b).
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7 Diskrete Fouriertransformation

Inhalt: Ausgehend von Fourierreihe und Fourierintegral (siehe Abschnitt 6.1) wird nun
die Diskrete Fouriertransformation (DFT) mathematisch hergeleitet und anschaulich
verdeutlicht. Im Mittelpunkt stehen dabei Probleme der numerischen Auswertung und
die vielfaltigen Fehlermoglichkeiten bei Anwendung der DFT. AnschlieBend wird der als
Fast-Fouriertransformation (FFT) bekannte schnellere Algorithmus beschrieben.

7.1 Uberlagerungssatz der DFT

Die Fouriertransformation entsprechend Kapitel 6 weist aufgrund der unbegrenzten
Ausdehnung des Integrationsintervalls eine unendlich hohe Selektivitat auf und ist des-
halb ein ideales theoretisches Hilfsmittel der Spektralanalyse. Sollen die Spektralanteile
X(f) einer Zeitfunktion x(¢) allerdings numerisch ermittelt werden, so sind die in Kapitel
6 angegebenen Transformationsgleichungen aus zwei Griinden ungeeignet:

- Obige Gleichungen gelten fiir zeitkontinuierliche Signale. Mit Digitalrechnern oder
Signalprozessoren konnen jedoch nur zeitdiskrete Signale verarbeitet werden.

- Fiir eine numerische Auswertung der Fourierintegrale (6.1) bzw. (6.2) ist es notwendig,
das jeweilige Integrationsintervall auf endliche Werte zu beschranken.

Ein kontinuierliches Signal muf3 deshalb vor der numerischen Bestimmung seiner Spek-
traleigenschaften zwei Prozesse durchlaufen, den der Abtastung zur Diskretisierung und
den der Fensterung zur Begrenzung des Integrationsintervalls. Ausgehend von einer
aperiodischen kontinuierlichen Zeitfunktion x(¢) entsprechend Bild 7.1(a) und dem dazu-
gehorigen Spektrum X(f) «—o x(¢) wird im folgenden eine speziell fir die Rechnerverar-
beitung geeignete zeit- und frequenzdiskrete Beschreibung entwickelt (siehe z.B. auch
[16]). Zu den einzelnen Schritten der Herleitung korrespondieren die Bilder 7.1(b) bis
7.1(e), wobei jeweils links der Zeit- und rechts der Frequenzbereich dargestellt ist.

Die Abtastung des Zeitsignals x(¢) kann durch die Multiplikation mit einem Diracpuls
beschrieben werden. Es ergibt sich das im Abstand T abgetastete Zeitsignal

+ o

AL} =x@) - > Ty 0(t-v'Ty) = > xw Ty Ty 6(t-v-Ty) . (7.1)

y=-w y=-o

Unter einem Diracpuls versteht man hierbei eine unendliche Folge von aquidistanten

Diracimpulsen mit gleichen Impulsgewichten. Der Diracimpuls d(¢) im Zeitbereich ist

analog zu (6.16) definiert und hat die Einheit 1/s. Die Impulsgewichte seien jeweils

gleich Ta, so daB das abgetastete Signal A{x(¢)} die gleiche Einheit wie x(f) besitzt.
Entwickelt man den Diracpuls in eine Fourierreihe und transformiert man diese mit

dem Verschiebungssatz in den Frequenzbereich, so ergibt sich folgende Korrespondenz:

> Ty 0(t-v-Ty) o—e > 8(f-u-fp) . (7.2)

y=—w U=-0

Hierbei gibt fp = 1/Ta den Abstand der Diracfunktionen im Frequenzbereich an.
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A{P{x (O} }

(d)

Dl farPIX(H}
WTL‘
0 N-1

Bild 7.1: Ubergang von der kontinuierlichen Fouriertransformation x(f) o—e X(f)
zur diskreten Fouriertransformation (d(v)) oe {(D(u)) (siche [16]):
(a) kontinuierliche aperiodische Zeitfunktion bzw. Spektrum,
(b) Abtastung im Zeitbereich, Periodifizierung im Frequenzbereich,
(¢) Periodifizierung im Zeitbereich, Abtastung im Frequenzbereich,
(d) finite Signale A{P{x()}} o—* P{A{X()}}.
(e) Abtastwerte der Diskreten Fouriertransformation (N = 6).
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Das abgetastete Signal A{x(¢)} kann mit (7.2) in den Frequenzbereich transformiert
werden. Der Multiplikation des Diracpulses mit x(¢) entspricht im Frequenzbereich die
Faltung mit X(f). Es ergibt sich somit das periodifizierte Spektrum P{X(f)}:

Ale@} o PXOY =X = > o(f-ufp) = 2 X(U-ufp). (13)

M =—-0 M =—-0
Die Frequenzperiode der Funktion P{X(f)} betragt somit ebenfalls fp.

Der durch (7.3) beschriebene Funktionalzusammenhang ist in Bild 7.1(b) veranschau-
licht. Hierbei ist die Frequenzperiode fp aus Darstellungsgrinden bewuBt klein gewahlt,
so daB die Uberlappung der zu summierenden Spektren deutlich zu erkennen ist. In der
Praxis sollte fp aufgrund des Abtasttheorems mindestens doppelt so groBl wie die grofite
im kontinuierlichen Signal x(¢) enthaltene Frequenz sein (vgl. Kapitel 12). Ansonsten
muB mit sogenannten Aliasingfehlern gerechnet werden (siehe Abschnitt 7.2).

Auch die Abtastung von X(f) 148t sich durch eine Multiplikation mit einem Diracpuls
beschreiben. Es ergibt sich das im Abstand fa abgetastete Spektrum

+o + o0
A{X(f)} = X(f) - Z fa 0(f-u-fa)= Z fa X fa) 0(f-ufa). (7.4)
M:—oo M:—oo
Analog zu (7.2) kann der in (7.4) verwendete f-Diracpuls (mit Impulsgewichten f4) in
den Zeitbereich transformiert werden:

+o + oo
S a0 L) oo > O(t-vTy) (1.5)
U=-0 yp=—00
wobei Tp= 1/fa der Kehrwert des Frequenzabtastabstandes ist. Gleichzeitig gibt Tp die
Periodendauer des periodifizierten Zeitsignals P{x(r)} an (vgl. Bild 6.2).

Mit der Korrespondenz (7.5) kann nun (7.4) in den Zeitbereich transformiert werden.
Die Multiplikation mit X(f) im Frequenzbereich entspricht im Zeitbereich wieder der
Faltung mit x(¢). Man erhilt also das im Abstand Tp periodifizierte Signal P{x(r)}:

+ o

AXP} —o P} =x(@O) = > 0(t-v'Tp) = > x(t-v-Ty) . (7.6)

y=-00 y=-00
Dieser Zusammenhang ist in Bild 7.1(c) veranschaulicht. Aufgrund der groben Frequenz-
rasterung ergibt sich in diesem Beispiel fir Tp ein relativ kleiner Wert, so daB sich das
periodifizierte Signal P{x(¢)} im dargestellten Zeitbereich deutlich von x(¢) unterscheidet.

Durch Abtastung der periodifizierten Zeitfunktion P{x(r)} mit dquidistanten Dirac-
impulsen im Abstand Ta = 1/fp entsteht — wie in Bild 7.1(d) gezeigt — die Funktion

A{Px(}} o— P{AX(P}} . (7.7)
Die Diracimpulse der periodischen Fortsetzung P{A{X(f)}} der Spektralfunktion fallen

allerdings nur dann in das gleiche Frequenzraster wie diejenigen von A{X(f)}, wenn die
Frequenzperiode fp ein ganzzahliges Vielfaches N des Frequenzabtastabstandes f4 ist:

fp=N-fa. (7.8)
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Unter Berucksichtigung der Beziehung fp = 1/T 4 kann hierfur auch geschrieben werden:
N-f,'Ty =1. (7.9)

Fir die naturliche Zahl N wird in der Praxis meist eine Zweierpotenz verwendet.

Mit der Bedingung (7.9) ist die Reihenfolge von Periodifizierung und Abtastung
vertauschbar. In diesem Fall besteht zwischen der Zeit- und der Spektralfunktion folgen-
der Zusammenhang:

A{Px(}} = P{Ak(®)}}

(111l 010

P{ALX(NH} = A{P{X(}} .
Die Zeitfunktion A{P{x(¢)}} besitzt hierbei die Periode Tp, wihrend fp die Perioden-
dauer der Frequenzfunktion P{A{X(f)}} kennzeichnet. Zur Beschreibung des diskre-
tisierten Zeit— und Frequenzverlaufs reichen hierbei jeweils N komplexe Zahlenwerte
in Form von Diracimpulsgewichten aus. Solche diskreten und periodischen Vorgange
bezeichnet man als finite Signale (vgl. Bild 7.1(d)).

Aus den beiden Fourierintegralen (6.1) und (6.2) entstehen mit den Vereinbarungen
dt = Ta, df = fa, t = v-Ta,f = u-fa sowie Ta-fa = 1/N die Beziehungen

N-1
P{X(u f )} =Ty > P{x(v-T,)} - ed2ovu/N (7.11)
=0
N-1 _
P{x(v-T\)} = fu- > P{X(ufo)} - eIV H/N (7.12)
u=0

Die Gleichung (7.11) stellt die allgemeine Form der Diskreten Fouriertransformation
(DFT) dar. Entsprechend bezeichnet man (7.12) als die inverse DFT (IDFT). Aus Griin-
den einer einfacheren Schreibweise werden nun folgende Substitutionen vorgenommen:

dw) = PUO} | 2y (7.13)
D(u) = fa- P{X(f)} |f:M‘fA ’ (7.14)
Wy = ei2N (7.15)
Damit ergibt sich aus (7.11) und (7.12) mit der Bedingung (7.9):
1 N-1
DFT:  D(u) = ¥ > dw)- Wy*, (7.16)
=0
N-1
IDFT: d(v) = > D(u)-Wy'*. (7.17)
u=0

Die Koeffizienten d(v) und D(u) sind i.a. komplexwertig sowie immer periodisch mit der
Stutzstellenzahl N, d.h. es gilt d(v + N) = d(v) und D(u + N) = D(u).
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Als Grundintervall fiir v bzw. u wird meist — wie aus Bild 7.1(e) hervorgeht - der
Bereich von 0 bis N-1 herangezogen. Im folgenden werden die N Koeffizienten im Zeit-
bereich, d(0) ... d(N-1), mit {(d(v)) gekennzeichnet, wahrend (D(u)) die entsprechenden
N Koeffizienten D(0) ... D(N-1) des Frequenzbereichs beinhaltet. Der Zusammenhang
zwischen diesen Zahlenreihen (Folgen) wird im weiteren — dhnlich wie bei der herkomm-
lichen Fouriertransformation — durch (D(u)) eo {d(v)) symbolisiert.

Aufgrund obiger Substitutionen (7.13) und (7.14) besitzen die DFT-Koeffizienten
d(v) und D(u) die Einheit der Zeitfunktion. Ist die zu transformierende Funktion x(¢) auf
den Zeitbereich 0 < ¢ < Tp begrenzt, so ist in diesem Bereich P{x(r)} = x(¢), und die Ko-
effizienten d(v) geben direkt die Abtastwerte der Zeitfunktion an.

Ist die Zeitfunktion x(f) dagegen gegeniiber dem Grundintervall verschoben, die
Gesamtbreite jedoch nicht groBer als Tp, so muB die aus Bild 7.2 ersichtliche Zuordnung
zwischen dem Zeitsignal x(¢f) und den Koeffizienten d(v) getroffen werden.

Die N Koeffizienten D(u) gemal (7.14) entsprechen den Fourierkoeffizienten der
periodifizierten Zeitfunktion P{x(¢)}. Ist das Spektrum X(f) «——o x(¢) auf £fp/2 band-
begrenzt, so daB es bei der Periodifizierung P{X(f)} nicht zu einer Uberlappung der
verschobenen Spektren kommt, konnen die Abtastwerte des kontinuierlichen Spektrums
X(f) mit nachfolgender Gleichung direkt aus den Koeffizienten D(u) berechnet werden:

D)/ fa fir 0 <=u<N/2,
X fa)= { (7.18)
D + N)/fy fir -N2<u<0.

Wird dagegen wie in Bild 7.1 der Parameter fp zu niedrig gewahlt, so weichen die DFT-
Koeffizienten D(u) von den zu approximierenden Werten fa - X(u-fa) betrachtlich ab.

Die Gleichungen (7.16) und (7.17) der Hin- und Ricktransformation unterscheiden
sich in ihrem prinzipiellen Aufbau nur durch den Faktor 1/N sowie im Vorzeichen des
Exponenten des komplexen Drehfaktors Wy gemaB (7.15). Somit kann fiir die DFT und
die IDFT im Prinzip der gleiche Algorithmus verwendet werden.

!

@ " , | , :
-Tp / 2 0 Tp / 2 ! —
| Grundintervall |
P{x ()} d(0)

d(17\< / a0

Bild 7.2: Koeffizienten d(v) einer zeitlich begrenzten Funktion x(¢) bei N = 8.

d(3) N-1 y—>
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7.2 Fehlermoglichkeiten bei Anwendung der DFT

Wendet man die Diskrete Fouriertransformation auf beliebige Zeitfunktionen an, so
wird es im allgemeinen zu Fehlern kommen. Diese sind im wesentlichen auf die beiden
Prozesse Abtastung und Fensterung zurickzufiihren, welche die Information uber das zu
transformierende Signal bzw. Spektrum auf N (komplexe) Zahlenwerte reduzieren. Im
folgenden werden einige Fehlermoglichkeiten bei Anwendung der DFT kurz diskutiert,
wobei ausschlieBlich die Transformation vom Zeit- in den Frequenzbereich betrachtet
wird. Bei der Rucktransformation kommt es zu vergleichbaren Effekten.

Wie gut die DFT (7.16) die Ergebnisse der kontinuierlichen Fouriertransformation
approximiert, hangt in starkem MaBe von den Eigenschaften des vorliegenden Signals
und der Wahl der Parameter N und Tp ab. Die weiteren DFT-Parameter sind nicht frei
wahlbar, sondern uber die Gleichungen fa= 1/Tp, fp = N/Tpund T = Tp/N festgelegt.

Die Abtastung der Zeitfunktion x(¢) im Abstand T's bewirkt eine periodische Fortset-
zung des Spektrums bei ganzzahligen Vielfachen der Frequenz fp = 1/T 5. Besitzt das
Spektrum von x(¢) — dhnlich wie in Bild 7.1 beispielhaft skizziert — auch Anteile auBerhalb
des Frequenzbereiches |f| < fp/2, so ist das Abtasttheorem nicht erfiillt (d.h. das Signal
ist unterabgetastet), und es kommt zu Uberlappungen der zu addierenden, verschobenen
Frequenzanteile. Diese nichtreversible Verfalschung bezeichnet man als Aliasingfehler.

Eine Verbesserung hinsichtlich dieses Fehlers erreicht man durch eine Vergroerung
der Abtastfrequenz fp = 1/T 4 der Zeitfunktion. Die feinere Abtastung kann bei gleich-
bleibendem T allerdings nur durch eine gleichzeitige VergroBerung der Stutzstellenzahl
N erzielt werden, was somit auch einen groBeren Rechenaufwand bedeutet.

Bei einem bandbegrenzten Signal kann der Aliasingfehler durch geeignete Wahl der
DFT-Parameter N und Tp vermieden werden. Dagegen ist bei impulsformigen, zeitlich
begrenzten Signalen der Aliasingfehler unvermeidbar, da zeitbegrenzte Signale nach
dem Reziprozitatsgesetz nicht gleichzeitig auch bandbegrenzt sein konnen.

Eine weiterer typischer Fehler bei Anwendung der DFT ist auf die Fensterung zuruck-
zufuhren. Diesen Fehler bezeichnet man als Abbruchfehler. Die im DFT-Algorithmus
implizit enthaltene Fensterung entspricht der Multiplikation des Zeitsignals x(¢) mit einer
Rechteckfunktion der Hohe 1 und der Dauer Tp. Das bedeutet, daB3 das Ergebnis der
DFT im Frequenzbereich nicht mit dem tatsachlichen Spektrum X(f) ibereinstimmt,
sondern sich aus diesem durch Faltung mit der Spektralfunktion Tp- si(m-f-Tp) ergibt,
wobei wieder die Abkiirzung si(x) = sin(x)/x verwendet ist. Im Grenzfall Tp — oo, was bei
einem gegebenen Abstand T's der Abtastwerte auch eine unendlich groBe Stutzstellen-
zahl N bedeuten wiirde, entartet diese Funktion zu einer Diracfunktion bei der Frequenz
f=0, so daB in diesem Grenzfall das Originalspektrum erhalten bleibt.

Bei zeitlich begrenzten, impulsformigen Signalen 1a8t sich der Abbruchfehler vermei-
den, wenn 7Tp hinreichend gro8 gewahlt wird. VergroBert man das Fenster in Bereiche der
Zeitfunktion, wo diese bereits hinreichend gut auf Null abgeklungen ist, so erreicht man
im Spektrum eine Interpolation. Dieses Verfahren bezeichnet man als zero—padding.



7 Diskrete Fouriertransformation 125

Die Abtastwerte der Spektralfunktion treten durch die VergroBerung von Tp dann in
einem kleineren Frequenzabstand fs auf. Ein Informationsgewinn wird durch dieses
Anfigen von Nullen jedoch nicht erreicht. Vielmehr wird der Verlauf der Hullkurve bei
Darstellung auf einem Display zwischen den Stiitzstellen (im Abstand fa) interpoliert.

Die DFT eines zeitlich unbegrenzten - z.B. eines periodischen oder stochastischen
mittelwertbehafteten — Zeitsignals wird dagegen stets einen Abbruchfehler hervorrufen,
der nur durch besondere MaBlnahmen in Grenzen gehalten werden kann (vgl. Kapitel 8).

Ein Gtutekriterium fur DFT-Anwendungen, das beide oben genannte Fehlerarten
(Aliasing— und Abbruchfehler) berticksichtigt, ist der mittlere quadratische Fehler:

N-1
MOF = = - | X(ufy) - D) 1. (7.19)
N & A

Dieser gibt die mittlere quadratische Abweichung zwischen den N Abtastwerten der
Spektralfunktion, X(u - fa), und den DFT-Naherungen D(u)/fa an. Das Produkt MQF - fa,
das in der Versuchsdurchfuhrung als Gitekriterium herangezogen wird, berucksichtigt
neben der Genauigkeit der Spektralwerte auch deren Dichte. Bei ginstiger Wahl der
DFT-Parameter N und Tp= 1/fa sollte auch dieses Produkt moglichst klein sein.

Zur Verdeutlichung dieser Groen wird im Versuch D7.4 ein gauBformiger Impuls
x(f)=% -exp(-m-t%/At?) betrachtet. Dessen Spektrum X(f) =X - At-exp(—m-f2- At?) ist
ebenfalls gauformig. Mittels DFT mit N = 32, Tp = Ar wird die Spektralfunktion X(f)
aufgrund des groBen Abbruchfehlers nur unzureichend angenahert; der mittlere quadra-
tische Fehler (MQF) gemaB (7.19) besitzt in diesem Fall einen relativ grofen Wert.

VergroBert man dagegen den DFT-Parameter Tp, so nimmt der Abbruchfehler stetig
ab. Gleichzeitig gewinnt der Aliasingfehler zunehmend an Bedeutung, da bei konstantem
N die Frequenzperiode fp umgekehrt proportional zu Tp ist. Da obiges Gutekriterium
jedoch auch den storenden EinfluB3 des Aliasingfehlers bertcksichtigt, steigt MQF bei zu
groBen Werten von Tp wieder an. Deshalb gibt es — wie im Versuch D7.4 noch ausfuhrlich
gezeigt werden wird - fur Tp einen optimalen Wert, der stark von N abhangt.

Der GauBimpuls eignet sich aufgrund des exponentiellen Abklingens sowohl im Zeit-
als auch im Frequenzbereich sehr gut fur die Anwendung der DFT. Bei geeigneter Wahl
von N und Tp ist der verbleibende mittlere quadratische Fehler sehr klein und vorwie-
gend auf Quantisierungsfehler bei der Zahlendarstellung im Rechner zuruckzufiihren.

Funktionen mit steileren Flanken im Zeit- oder Frequenzbereich, beispielsweise der
Rechteck— oder der si-Impuls, sind dagegen wegen des extrem langsamen Abklingens
(asymptotisch mit 1/f bzw. 1/f) im jeweiligen Komplementiarbereich weniger gut geeig-
net. Bei solchen Funktionen ist auch bei groBer Stutzstellenzahl N mit einem deutlich
groBeren Fehler zu rechnen (vgl. D7.4d und e).

Weitere interessante Ergebnisse zu diesem Thema findet man z.B. in [1], [16], [21],
[27] und [29]. Eine einfache und dennoch allgemeingiiltige Vorschrift zur optimalen Wahl
der DFT-Parameter N und Tp kann leider nicht angegeben werden, da die konkreten
Signalformen einen zu groBen Einfluf ausiiben.
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7.3 Fast-Fouriertransformation

Ein Nachteil der direkten Berechnung der Zahlenfolgen (D(u)) bzw. (d(v)) gemall den
Gleichungen (7.16) und (7.17) ist der groBe Rechenaufwand. Ist die Anzahl N der zu
transformierenden Werte eine Potenz zur Basis 2, so konnen rechenzeitgunstigere Algo-
rithmen angewandt werden. Die Vielzahl solcher aus der Literatur bekannten Verfahren,
die sich meist nur wenig voneinander unterscheiden, werden unter dem Sammelbegritf
Fast-Fouriertransformation (FFT) zusammengefal3t. Als Beispiel wird hier der sogenannte
Radix-2-Algorithmus von Cooley und Tukey mit Zeitdezimierung und Bitumkehrung am
Eingang betrachtet (vgl. z.B. [1] und [16]). Dieser basiert ebenso wie die anderen FFT-
Algorithmen auf dem Uberlagerungssatz der DFT, der zunichst am einfachen Beispiel
eines Dreieckimpulses mit N = 16 Stutzstellen verdeutlicht werden soll.

Die DFT-Koeffizienten d(v) zur Beschreibung des Zeitverlaufs seien entsprechend
der Spalte 2 von Tabelle 7.1 belegt. Durch Anwendung des DFT-Algorithmus’ erhalt
man die in Spalte 3 angegebenen Koeffizienten D(u), die bei Vernachlassigung des Alia-
singfehlers proportional zu si%(m-u/2) wiren. Der Koeffizient D(0) = 4 stimmt mit dem
theoretischen Wert exakt tiberein, der sich aus (7.14) mit der Impulsflache X(0) = 64-Ts
und dem Abstand fa = 1/(16-T») der Abtastwerte im Frequenzbereich berechnen 1a8t.

Tabelle 7.1: Beispiel der DFT-Koeffizienten (D(u))y Yo (d(v)) fir einen dreieck-
formigen Impuls und N = 16, sowie verschiedene Teilfolgen.

v | Gesamtfolge | 1. Teilfolge | 2. Teilfolge | 1. Teilfolge 2. Teilfolge

bzw. (N = 16) (N=16) | (N2 =278) (N2 = 8)
u | d)| D) |di)| Diw) |da(v)| Do) [di(v)| Diu) |da(v) D(u)
0 8.0| 4.000 | 8.0| 2.000| 0.0| 2.000] 8.0| 4.000] 7.0|4.000 + j-0.000
1 7.0 1.642 | 0.0| 0.854| 7.0| 0.788] 6.0 1.708 | 5.0|1.456 + j-0.603
2 6.0| 0.000 | 6.0] 0.000f 0.0/ 0.000] 4.0| 0.000| 3.0]0.000 + j0.000
3 50 0202 | 0.0| 0.146| 5.0| 0.056] 2.0 0.292] 1.0|0.043 + j-0.103
4 4.0| 0.000 | 4.0| 0.000| 0.0{ 0.000] 0.0| 0.000] 1.0|0.000 + j-0.000
5 3.0 0.090 | 0.0 0.146] 3.0| -0.056| 2.0 0.292 3.0(0.043 - j-0.103
6 2.0| 0.000 | 2.0| 0.000} 0.0{ 0.000| 4.0{ 0.000] 5.0|0.000 + j-0.000
7 1.0} 0.066 | 0.0| 0.854] 1.0| -0.788| 6.0| 1.708 | 7.0|1.456 - j0.603
8 0.0| 0.000 | 0.0 2.000 | 0.0] -2.000
9 1.0] 0.066 | 0.0| 0.854] 1.0| -0.788
10 | 2.0( 0.000 | 2.0| 0.000] 0.0] 0.000 Die Koeffizienten mit
11 1 3.0 0.090 | 0.0| 0.146] 3.0| -0.056 den Indizes 8 ... 15 sind
12 | 4.0 0.000 | 4.0| 0.000| 0.0 0.000 bei diesen Teilfolgen
13 1 5.0( 0202 | 0.0 0.146] 5.0| 0.056 nicht definiert
14 1 6.0 0.000 | 6.0 0.000] 0.0] 0.000
151 7.0 1.642 | 0.0 0.854] 7.0 0.788

[—y

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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Spaltet man die Gesamtfolge {(d(v)) in die zwei Teilfolgen {d{(v)} und {d2(v)) auf, und
zwar derart, daB die erste Teilfolge nur die geradzahligen (v =0, 2, ... , N-2) und die
zweite Teilfolge nur die ungeradzahligen Koeffizienten (v = 1, 3, ... , N-1) beinhalten,
wahrend alle anderen Elemente 0 gesetzt werden, so erhalt man die dazugehorigen
Folgen (Di(1)) e o {d1(v)) und {(Da(u))eLNo {da(v)y im Spektralbereich. Die Folgen
{d i(v)), (D'l(,u)), (dé(v)) und (D’z(,u)) sind in den Spalten 4 bis 7 von Tabelle 7.1 angegeben.

Da d(v) = di(v)+ da(v) ist, muB nach dem Additionstheorem linearer Systeme selbst-
verstandlich auch die folgende Gleichung gelten:

D) = D} (1) + Dj(u). (7.20)
Weiterhin ist aus den Werten der Tabelle 7.1 ersichtlich, daB die Koeffizienten D1(u) und
Dy(u) gewisse Symmetrieeigenschaften aufweisen. Die Periode von (D(u)) betrigt auf-
grund des Nullsetzens eines jeden zweiten Koeffizienten in der Folge (d1(v)) nun N/2, im
Gegensatz zur Periode N der Folge (D(u)). Die Folge (D5(1) ) ist wegen der zusitzlichen
Verschiebung im Zeitbereich um einen Abtastwert mit einem Phasenfaktor belegt, der
einen alternierenden Vorzeichenwechsel zweier um N/2 auseinanderliegender DFT-
Koeffizienten zur Folge hat. Fir die DFT-Koeffizienten der beiden Teilfolgen gilt somit:

Di(u+3) = Dl(w). (.21
D +5) = ~Diu). (7.22)

Es ist anzumerken, daf die Berechnung der Spektralfolgen (D(1)) und (D>(1)) jeweils
den gleichen Rechenaufwand wie die direkte Bestimmung von (D(u)) erfordert, da die
entsprechenden Teilfolgen (d1(v)) und (d(v)) ebenfalls noch aus N Elementen bestehen.
Verzichtet man jedoch auf die Abtastwerte d1(v)= 0 mit ungeraden Indizes sowie auf die
Abtastwerte d(v) = 0 mit geraden Indizes, so kommt man zu den beiden in Spalte 8 und
10 von Tabelle 7.1 angegebenen Teilfolgen (d1(v)) und {dx(v)), die jeweils nur noch die
Dimension N/2 aufweisen. In den Spalten 9 und 11 sind die dazugehorigen Teilfolgen im
Spektralbereich, (D1(u)) A/ d1(v)) bzw. {Do(u)) A/ (d»(v)), angegeben.

Ein Vergleich der Zahlenwerte von Tabelle 7.1 macht deutlich, daB fur 0 <u < N/2
zwischen den einzelnen Koeffizienten folgender Zusammenhang besteht:

Di(k) = 5Dy, (7.23)

D) = 5 Dy(u) Wy (7.24)
Dagegen gilt fir die Koeffizienten im Bereich N/2< u < N:

Di(u) = 5 Di(u-3), (7.25)

D) = Dy~ Wy (7.26)

Der durch (7.15) definierte Drehfaktor ergibt sich fir N= 16 zu Wy, = e1%/8,
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Aus (7.20) sowie (7.23) bis (7.26) 1Bt sich nun ein Algorithmus ableiten, durch den
die DFT-Koeffizienten D(u) mit weniger Rechenschritten als nach der Vorschrift (7.16)
ermittelt werden konnen. Dieser Algorithmus ist durch folgende Schritte gekennzeichnet
(vgl. Bild 7.3):

- Aufteilung der N Elemente der zu transformierenden Folge {(d(v)) auf zwei Teilfolgen

d1(v)y =4d2-v))y und {dr(v)) =d2-v+ 1))y mit 0 <v < N/2;

- Berechnung von {(D1(«)) und {D,(x)) durch getrennte DFT gemal (7.16) fiir jede dieser

Teilfolgen mit jeweils N/2 Feldelementen und halber Abtastrate 1/(2-Ta);

~ Phasenbelegung von (Dy(u)) mit Wi, = eF27#/N;

- Berechnung der gesuchten Koeffizienten D(u) durch Addition (0 <u < N/2) bzw.
Subtraktion (N/2 < u < N) der um den Faktor 2 verminderten Teilspektren aufgrund
oben beschriebener Symmetrieeigenschaften.

Mit dieser ersten Anwendung des Uberlagerungssatzes der DFT reduziert sich der
Rechenaufwand etwa um den Faktor 2 (siehe Vorbereitung V7.1 und Versuch D7.1).
Durch weitere Anwendungen des Uberlagerungssatzes auf die jeweiligen Teilspektren
kommt man schlieBlich zum SignalfluBplan von Bild 7.4, der als Radix-2-Algorithmus
bekannt ist und von Cooley und Tukey entwickelt wurde.

DFT mit N/2 Elementen

d0) o1 di(0)  Dy0) [ o D(0)
d2) o—di(l)  Di(1) o o D(1)
d(4) o1di(2) Di2)[=© ° D(2)
d6) o1 di(3)  Di(3) [ °© D(3)
d@8) o1 di(4)  Dy4) [ o D(4)
clls B 52

12) o— dy(6 Dq(6 O " o D(6
d(14) o= d(7)  Dy(7)© ‘Qz:::zQ‘ ° D(7)

. 9.0:9_0 0.9,
DFT mit N/2 Elementen “““ "‘“‘
WA

d(1) o dy0)  Dy0) [-o—{Y o> o D(8)
d(3) o dfl)  D1) o—{1] % > D(9)
d(S) odx2)  Dy2) o— o D(10)
d(9) o dy4)  Dy4) o—L4 o D(12)
d(11) o dy5)  Do5) -o—L5) o D(13)
d(13) O d2(6) D2(6) o—6) O D(14)
d(15) o= dx(7)  Dy(7) Fo—{U o D(15)

Verwendete Operatoren:
A o—d——o A W

Bild 7.3: SignalfluBplan fiir den Uberlagerungssatz der DFT am Beispiel N = 16.

A

B

(A+B)/2
x (4-B)/2
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Tabelle 7.2: Zur Verdeutlichung der Bitumkehroperation fur N = 8.
v 0 1 2 3 4 5 6 7

v als Dualzahl | 000 001 010 011 100 101 110 111

Bitumkehrung | 000 100 010 110 001 101 011 111

K 0 4 2 6 1 5 3 7

Voraussetzung fiir die mehrfache Anwendung des FFT-Algorithmus’ ist, da3 die Anzahl
N der Abtastwerte eine Potenz zur Basis 2 ist. Fur Bild 7.4 ist beispielsweise N =8
gewihlt, so daB der Uberlagerungssatz insgesamt Id(N) = 3 mal angewandt werden kann.
Es ist ersichtlich, daB stets die gleiche Basisoperation benutzt wird und sich lediglich der
Exponent des Drehfaktors sowie der Abstand zweier verkniipfter Eingangswerte andert.
Die in Bild 7.4 dargestellte Basisoperation wird haufig als Butterfly bezeichnet. Eine
detaillierte Beschreibung der FFT finden Sie bei den Ubungsaufgaben U7.1 und U7.2.

Da bei der FFT eine “In-Place”-Programmierung moglich ist, reichen N komplexe
Speicherplatze aus. Dies hat allerdings den Nachteil, daB vor dem eigentlichen FFT-
Algorithmus die Reihenfolge der Eingangswerte vertauscht werden muf3. Dazu dient der
Block Bitumkehroperation in Bild 7.4, wobei der Koeffizient d(v) in das (komplexe)
Feldelement mit dem Index « eingetragen wird. Der Wert von « ergibt sich, indem v als
Dualzahl dargestellt wird und die Bits gemal3 Tabelle 7.2 in umgekehrter Reihenfolge
geschrieben werden. Die Dezimaldarstellung dieser Dualzahl ist der gesuchte x—Wert.

L=1 L=2 L=3

O

d(0) © o N-D(0)
dyo—= o) >@< AV \ N-D(1)
o : \\//

d(3) o~ o)) W
d(4) o— -0

o B0
d(6) o— -0

d(7) © Wy >-©<

Bitumkehr- 4 ©

. O A+ B Wy
operation Basi .
asisoperation: A
B oo

Bild 7.4: Radix-2-Algorithmus nach Cooley und Tukey fiir das Beispiel N = 8 mit
Bitumkehroperation am Eingang, sowie zugehorige Basisoperation.

N-D(2)

N-D@3)

N-D(4)

N-D(5)

N-D(6)

N-D(7)
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7.4 Vorbereitungsfragen

V7.1:  Mit der ersten Aufgabe soll die Anzahl der zur Durchfiithrung der DFT erforder-

lichen komplexen Multiplikationen und Additionen (bzw. Subtraktionen) abgeschatzt
werden. Berucksichtigen Sie hierbei auch die trivialen Multiplikationen mit W}S = 1.

a) Berechnen Sie die Anzahl M, der notwendigen komplexen Multiplikationen sowie
die Anzahl A, der komplexen Additionen fur die Diskrete Fouriertransformation
gemaB (7.16), also ohne Anwendung des Uberlagerungssatzes. Parameter fiir diese
Berechnung sei die Anzahl N der DFT-Koeffizienten im Zeit- und Frequenzbereich.
Welche Werte ergeben sich fir N = 167

b) Berechnen Sie in Abhingigkeit von N die Anzahl My, der notwendigen komplexen
Multiplikationen sowie die Anzahl A, der Additionen (bzw. Subtraktionen), wenn
der Uberlagerungssatz entsprechend Bild 7.3 einmal angewandt wird. Welche Werte
ergeben sich nun fur N = 16?

¢) Berechnen Sie in Abhéangigkeit von N die Anzahl M) der notwendigen komplexen
Multiplikationen sowie die Anzahl A der Additionen (bzw. Subtraktionen) bei
Verwendung des Radix-2-Algorithmus’ gemal Bild 7.4. Welche Werte ergeben sich
fir N = 167

d) Welche Rechenzeitverkiirzung ergibt sich durch den Radix-2-Algorithmus (Punkt ¢)
gegeniiber der allgemeinen DFT (Punkt a). Gehen Sie davon aus, dal bei heutigen
Rechnern eine Multiplikation etwa die gleiche Rechenzeit beansprucht wie eine
Addition bzw. Subtraktion. Welche Rechenzeitverkiirzung ergibt sich fur N = 1024?
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V7.2:  Betrachten Sie nun den FFT-Algorithmus fiir N = 8 (vgl. Bild 7.4).

a) Transformieren Sie die reelle Gleichfolge ( 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 ) stufenweise in den
Frequenzbereich und interpretieren Sie das Ergebnis. Wie groB sind hier die verschie-
denen Drehfaktoren? Tragen Sie auch diese in das nachfolgende Bild ein.

..... L=1 L=2 L =3
(o ] >< )
..... /‘\ \/ \/
o—»f - o
1o —o—{(_) Y, \\// .....
lor .> ......... /‘\ ..... O
Y =~ W\
..... \/ \_/
1 ............... /—\
.... ©; © >< \/ \_/
lor ;b;@ /_—\ .......... /—\ O
..... \/ \_/
1 .......... /‘\ ..... /—\ _1 O
..... >< \_/ UM.....
{ o SN WD gy NELELY g W/ () NEREEE O Lo
..... \_/ \_/
Bitumkehr-
operation

b) Transformieren Sie nun die alternierende Folge (+1, -1, +1, -1, +1, -1, +1, -1)
stufenweise in den Frequenzbereich.

..... L=1 L=2 L=3
+IOV - >< O

..... /‘\ \/ \ /
- O—» - O
ol —o—() Y, \\// .....
+lor .> ......... /‘\ ..... O
Sabens e Lo W
..... \_/ \_/
+1 ............... /—\
.... <, © >< \/ N
_lor ;b;O /_—\ .......... /—\ O
..... \_/ N
+1 .......... /‘\ ..... /—\ _1 O
..... >< \_/ UM.....
B SIS B g e KENO - o) T R it
..... \_/ \_/ N

Bitumkehr-

operation
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V7.3: Gegeben sei ein Dreieckimpuls x(¢) mit der Amplitude ¥ und der dquivalenten
Impulsdauer At (siehe Skizze bei Punkt a); At ist hierbei iiber das flachengleiche Rechteck
definiert. Das Impulsspektrum X(f) soll durch DFT mit den Parametern N =8 und
Tp = 2- At naherungsweise bestimmt werden. Durch Anwendung der herkommlichen
Fouriertransformation (Kapitel 6) kann man X(f) exakt berechnen (Skizze bei Punkt b):

X(f) = x-At-sid(mw-At-f) . (7.27)

a) Skizzieren Sie in das nachfolgende Diagramm das periodifizierte Zeitsignals P{x(¢)}.
Tragen Sie analog zu Bild 7.2 die DFT-Koeffizienten d(v) ein.

x(¢)

~

¢ X

- At 0 At

A N

b) Inwelchem Frequenzraster werden mit obigen Parametern die Spektralkoeffizienten
auftreten. Tragen Sie dieses Raster in nachfolgende Skizze ein.

{
\J
\

RV 0 | 1/A¢

¢) Zeigen Sie anhand der Gleichungen (7.16) und (7.18), daB3 der Spektralwert beif= 0
durch die DFT exakt wiedergegeben wird. Wahlen Sie hierzu X = 1 (normiert).

d) Zeigen Sie weiterhin, dal die DFT-Koeffizienten D(2), D(4) und D(6) jeweils Null
ergeben.



7 Diskrete Fouriertransformation 133

e) Berechnen Sie nun den Koeffizienten D(1) entsprechend der allgemeingiltigen DFT-
Gleichung (7.16). Wie groB ist D(7)?

f)  Wie groB ist somit der beziiglich des Spektralwerts X(fa) gemachte relative Fehler &, ?

Geben Sie diesen auch anhand von Uberlegungen zur periodischen Fortsetzung
P{X(f)} der Spektralfunktion X(f) an.

g) Berechnen Sie den relativen Fehler ¢; beziiglich des Spektralwertes X(3-fa).
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7.5 Versuchsdurchfithrung

Benutzen Sie zur Losung der nachfolgenden Aufgaben das Programm “dft”.

D7.1: Im ersten Versuch soll der FFT-Algorithmus aus Kapitel 7.3 fir N = 16 naher
betrachtet werden. Die Eingangsfolge d(v) liegt hierfiir bereits in der Grundfolge von
0 ... N-1vor, d.h. der Bereich -N/2 ... -1 wird rechts an den Bereich 0 ... N/2-1 angefiigt
(vgl. Bild 7.2). Dieser Sortiervorgang sollte nicht mit der FFT-Bitumkehroperation (vgl.
Bild 7.4 links) verwechselt werden.

a) Verdeutlichen Sie sich mit Meniipunkt 1 (*Uberlagerungssatz der DFT”) nochmals den
FFT-Algorithmus und iiberpriifen Sie die Ergebnisse der Vorbereitungsfrage V7.1. In
unterer Tabelle bezeichnet M die Anzahl der (komplexen) Multiplikationen und A
diejenigen der (komplexen) Additionen bzw. Subtraktionen.

Uberlagerungssatz ii-mal angewendet
i=0 i=1 i=2 i=3 i=4

M: = =
Ergebnis V7.1 M M

A= A= A=

M= M= M= M= M=
Ausgabe "dft”

A= A= A= A= A=

b) Geben Sie analog zu Tabelle 7.2 den Algorithmus der "Bitumkehroperation” fir N =16
an und uberpriifen Sie Thr Ergebnis anhand des Programms “dft” (Menupunkt 1).

v 0 1 2 3 4 5 6 7

v als Dualzahl

Bitumkehrung

K

v 8 9 10 11 12 13 14 15

v als Dualzahl

Bitumkehrung

K
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D7.2: Mit dem Meniipunkt 2 "Transformation einer Beispielfolge” konnen schrittweise
verschiedene Eingangsfolgen in den Frequenzbereich transformiert werden.

a) Wie lautet die Ausgangsfolge, wenn am Eingang die Gleichfolge mit der Amplitude 1
angelegt wird? Uberpriifen Sie Thr Ergebnis der Vorbereitungsfrage V7.2(a).

w |01 (2(3]|4|5]6|7|8|9]|10]11]|12|13] 14|15

N-D(u)

b) Wie lautet die Ausgangsfolge, wenn die Eingangsfolge eine Periode einer Cosinus-
schwingung beschreibt? Interpretieren Sie das Ergebnis.

w |01 (2(3]|4|5]6|7|8|9]|10]11]|12|13] 14|15

N-D(u)

c) Welche Ausgangsfolge erhilt man bei einer Periode einer Sinusschwingung? Inter-
pretieren Sie das Ergebnis.

w |01 (2(3]|4|5]6|7|8|9]|10]11]|12|13] 14|15

N - D(u)

d) Welche Ausgangsfolge erhdlt man bei einer komplexen Exponentialfunktion mit
gleicher Periode wie unter Punkt b) und ¢)? Interpretieren Sie das Ergebnis.

w |01 (2(3]|4|5]6|7|8|9]|10]11]|12|13] 14|15

N-D(u)
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e) Wie andert sich die Ausgangsfolge gegeniiber Punkt b), wenn die Eingangsfolge zwei
Perioden einer Cosinusschwingung beschreibt? Interpretation.

w |0 1234 |5]|6|7|8|9]|10]11]|12|13| 14|15

N-D(u)

f) Wie lautet die Ausgangsfolge, wenn am Eingang eine zwischen +1 alternierende
Folge angelegt wird? Uberpriifen Sie Thr Ergebnis der Vorbereitungsfrage V7.2(b)
und interpretieren Sie das Ergebnis.

w |0 1234 |5]|6|7|8|9]|10]11]|12|13| 14|15

N-D(u)

g) Mit dem Kennwert "W” konnen Sie beliebige (i.a. komplexe) Eingangsfolgen (d(v))
wahlen. Welche Eingangsfolge mussen Sie eingeben, damit sich im Frequenzbereich
die Folge 16(D(u)) = (8,0,0,0,0,0,0,0,8,0,0,0,0,0,0,0)ergibt. Berticksichtigen
Sie fiir Ihre Entscheidung die Ergebnisse zu den Punkten a) und f).

v |01 ]2|3/4]5|6|7|8|9|10]11|12(13| 14|15

d(v)

h) Betrachten Sie nun die Eingangsfolge (d(v)) = (8,0,0,0,0,0,0,0,8,0,0,0,0,0,0,0).
Interpretieren Sie die dazugehorige Ausgangsfolge, insbesondere auch in Bezug zum
Ergebnis von Punkt g).
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D7.3: Nun soll das Prinzip der DFT anhand der finiten Signale (Mentipunkt 3) ver-
anschaulicht werden. Betrachten Sie dazu einen Dreieckimpuls x(¢) mit der aquivalenten
Dauer At = 1. Das zugehorige (normierte) Spektrum X(f) ist nachfolgend dargestellt.

X(a

> At-f

-2 -1 0 1 2

a) Wahlen Sie zunichst die DFT-Parameter N = 8 und Tp = 2. Beschreiben Sie die
ausgegebenen Graphen. Welche Stitzwerte der Spektalfunktion X(f) konnen damit
ermittelt werden? Tragen Sie diese in obige Skizze ein.

b) Uberpriifen Sie Thre Ergebnisse der Vorbereitungsfrage V7.3 mit N = 8, Tp=2.

u=f/fa 0 1 2 3 4

X(u-f)

D(u)/f o
(nach V7.3)

D(u)/fa
(von "dft”)




138 (. Soder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

¢) Wie andern sich die Ergebnisse, wenn nun Az = 0.5 und Tp = 1 gewahlt wird? Es sei
weiterhin N = 8.

u=f/fa 0 1 2 3 4

X(u-f)

D(u)/fa
(von "dft”)

d) Es gelte weiterhin Af = 0.5 und Tp = 1, nun aber N = 16. Welcher Unterschied ist
gegeniiber Punkt a) und c) festzustellen?

e) Es gelte weiterhin Az = 0.5 und N = 16. Welcher Unterschied ist gegenuber den
Punkten a) und d) mit dem DFT-Parameter Tp = 2 festzustellen?
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D7.4:  Nun soll die Genauigkeit der DFT anhand des mittleren quadratischen Fehlers
(MQF) gemaB (7.19) bzw. des Produktes MQF - f4 niaher untersucht werden. Wahlen Sie
hierzu den Meniipunkt 4. Die DFT wird dabei in folgenden Schritten vollzogen:

Anzahl N der aquidistanten DFT-Stitzstellen angeben.

Zeitfunktion auf Dauer Tp begrenzen; die N Stutzstellen liegen in diesem Intervall.
Durchfihrung der DFT.
Der DFT-Koeffizient D(u)/fa wird als Naherung fir X(u-fa) verwendet.

Zunichst betrachten wir den GauBimpuls x(f) = X - exp(-m-t%/At?) gemaB Skizze (a) mit
At =1. Die dazugehorige Spektralfunktion X(f) = £ - At-exp(-m-f2- At?)ist aufgrund der
Symmetrie beziiglich des Zeitpunkts ¢ = 0 rein reell und wegen der hier gewahlten Nor-
mierung formgleich mit der Zeitfunktion (siehe Skizze b).

b\
(@) / \\

) -1 1 > !
At
T XAt
w /N
(b) / \\ .
) 1 1 2
1/A¢

a) Ermitteln Sie den mittleren quadratischen Fehler (MQF) fiir Tp/At =1 und N = 32.
Tragen Sie diesen und das Produkt MQEF-f4 in untere Tabelle ein. Interpretation.

N =32 Tp = At Tp =2At | Tp = 4At | Tp = 8Ar | Tp = 16°At

MQF

MQF-fa
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b) Erhohen Sie nun bei konstantem N = 32 den Parameter Tp/Af auf 2, 4, 8 bzw. 16.
Tragen Sie die Ergebnisse in die Tabelle auf der letzten Seite ein und interpretieren Sie
diese. Wie groB ist der optimale Wert von Tp (hinsichtlich des Produkts MQF:f4)?

¢) Bestimmen Sie nun den mittleren quadratischen Fehler fiir N = 1024 und Tp/At =1,
2, 4, 8 bzw. 16. Tragen Sie Ihre Ergebnisse in nachfolgende Tabelle ein und inter-
pretieren Sie diese in Relation zu den Versuchen a) und b).

N = 1024 Tp = At Tp =2At | Tp = 4Ar | Tp = 8At | Tp = 16°At

MQF

MQF-fa

d) Betrachten Sie nun den Rechteckimpuls mit A = 1. Bestimmen Sie die dazugehorige
(si-formigen) Spektralfunktion mittels DFT fiir verschiedene Werte von N, wobei der
Abstand zweier Abtastwerte im Zeitbereich unverandert 74 = 0.01 bleibt. Somit sind
stets 101 Abtastwerte ungleich 0. Tragen Sie Ihre Ergebnisse in nachfolgende Tabelle
ein und interpretieren Sie diese.
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Rechteck N = 128 N = 256 N = 512 N = 1024

Tp/At

MQF

MQF - fa

e) Als Beispiel fiir ein streng bandbegrenztes Signal soll der (si-formige) Spaltimpuls
dienen; die aquivalente Zeitdauer sei At = 1. Bestimmen Sie die dazugehorige (recht-
eckformige) Spektralfunktion mittels DFT fir verschiedene Werte von N, wobei der
DFT-Parameter Tp/At =16 unverandert bleibt. Tragen Sie in nachfolgende Tabelle
neben MQF und MQF-fA auch den jeweils maximalen relativen Fehler ¢ ¢ max der
Spektralkoettizienten ein. Interpretieren Sie das Ergebnis.

si-Impuls N = 128 N = 256 N = 512 N = 1024

MQF

MQF - fa

grel,max
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7.6 Ubungsaufgaben

Zum Ubersetzen und Binden der beiden folgenden Programme kénnen Sie die Prozedur
"mkdft” fur die C-Version und "mkdft —f” fir die Fortran-Version verwenden.

U7.1:  Aus dem SignalfluBplan von Bild 7.4 ist ersichtlich, daB beim FFT-Algorithmus
der Uberlagerungssatz der DFT insgesamt 1d(N) mal angewandt wird, wobei die einzelnen
Stufen mit L durchnumeriert sind. In den einzelnen Stufen wird dabei stets die gleiche
Basisoperation (Butterfly) benutzt, lediglich der Exponent des Drehfaktors sowie der
Abstand zweier verknupfter Eingangswerte andern sich von Stufe zu Stufe.

Da zur Rechenzeitverkirzung hier im Gegensatz zur Basisoperation von Bild 7.3 auf
die Division durch 2 in jeder der 1d(N) Stufen verzichtet wird, ist bei der Hintransfor-
mation (vom Zeit- in den Spektralbereich) das Ergebnis um den Faktor 214 = N zy
groB3. Das bedeutet, daB die so erhaltenen Spektralwerte noch durch N zu dividieren sind.

In der L-ten Stufe (Spalte) gibt es genau I;, = 2/~ verschiedene Drehfaktoren mit den
Werten exp(—j-m-u/lp) mit u =0, ..., [r-1. Der Abstand zweier durch einen Butterfly
verknupfter Eingangswerte betragt ebenfalls I . Das negative Vorzeichen des Arguments
gilt entsprechend (7.16) nur fir die Transformation vom Zeit- in den Frequenzbereich.

Schreiben Sie ein Unterprogramm “dftstu(L, N, Re, Im)”, das alle fur die L-te Stufe
notwendigen FFT-Operationen durchfiihrt. Die Felder "Re” und ”Im” fur Real- und
Imaginarteil haben jeweils die Dimension N. Bei jedem Aufruf von “dftstu” werden die
alten Feldelemente uberschrieben. Es werden folgende Dateiheader erwartet:

C: void dftstu(L,N,Re,Im) F77: subroutine dftstu(L,N,Re,Im)
long L,N; integer L,N
float Re[],Im[]; real Re(0:N-1),Im(0:N-1)

Verwenden Sie zwei Schleifen. In der auBeren Schleife werden die I; verschiedenen
Phasenfaktoren dieser Stufe bestimmt, in der inneren Schleife der Butterfly gemafl Bild
7.4 berechnet. Fir die Berechnung eines Butterflys in der inneren Schleife benotigt man
eine Multiplikation (mit dem aktuellen Phasenfaktor) und zwei komplexe (also vier
reelle) Additionen. Die umgekehrte Vorgehensweise ist nicht zu empfehlen, da sonst
gleiche Phasenfaktoren mehrmals berechnet werden miiB3ten.

In der inneren Schleife wird bestimmt, welche Feldelemente miteinander verkniipft
werden. Die Schleifenvariable, z.B. &, soll den Index des oberen der beiden durch einen
Butterfly zu verkniipfenden Feldelemente angeben (vgl. Bild 7.4). Der Index des unteren
Feldelements ergibt sich durch Addition von I7, zur Schleifenvariablen k. Die Indizes des
oberen Butterfly-Feldelements nehmen in der inneren Schleife von oben nach unten um
die Schrittweite 2-I; zu. Der Anfangswert der inneren Schleife ist die Schleifenvariable
der auBeren Schleife. Die innere Schleife wird dann genau N/(2-1;) mal durchlaufen.

Testen Sie Thr Programm durch Aufruf von "dft” mit dem Menupunkt 5 am Beispiel
einer komplexen Exponentialfunktion am Eingang.
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U7.2: Schreiben Sie ein Unterprogramm “dftfft(dir, N, Re, Im, TA)”, welches eine
numerische Fouriertransformation gemall (7.16) bzw. die Fourierriicktransformation
nach (7.17) entsprechend dem Radix—2-Algorithmus von Bild 7.4 durchfiithrt. Verwenden
Sie dazu das in U7.1 erstellte Unterprogramm “dfistu” in geeigneter Weise. Die Bitum-
kehroperation konnen Sie mit dem Programm "void BUK(N, Re, Im)” bewerkstelligen.

Der Parameter "dir” legt die Transformationsrichtung fest. Bei "dir = 0” wird vom
Frequenz- in den Zeitbereich transformiert, bei "dir = 1” vom Zeit- in den Frequenz-
bereich. Die zu transformierende Zeit— bzw. Spektralfunktion wird mit den Feldern "Re”
und "Im” - jeweils mit der Dimension N - getrennt nach Real- und Imaginarteil an das
Unterprogramm ubergeben. Es wird davon ausgegangen, dall die Zeit— bzw. Spektral-
funktion bereits im Grundintervall von 0 bis N-1 vorliegt (vgl. Bild 7.2); das Programm
kann also gleich mit der Bitumkehroperation (vgl. Tabelle 7.2) beginnen.
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Bei der Transformation vom Zeit- in den Frequenzbereich (dir = 1) ist zu beachten:

- Der Algorithmus arbeitet mit den DFT-Koeffizienten D(u); in den Feldern "Re” und
“Im” sollen jedoch die Abtastwerte X(u-fa)=D(u)/fa der kontinuierlichen Spektral-
funktion ausgegeben werden.

- Bei der Hintransformation ist das Ergebnis um den Faktor N zu groB (sieche U7.1).

- Die Division durch fa und die Division durch N kann entsprechend (7.9) durch eine
Multiplikation mit dem Parameter T4 (Stiitzstellenabstand im Zeitbereich) ersetzt
werden.

Bei der Transformation vom Frequenz- in den Zeitbereich (dir = 0) muBl sowohl vor als
auch nach dem eigentlichen Algorithmus’ konjugiert werden. Weiterhin ist hier noch eine
Multiplikation mit fa (Stiitzstellenabstand im Frequenzbereich) erforderlich.

Testen Sie Ihr Programm durch Aufruf von "dft” mit dem Mentpunkt 6. Vergleichen

Sie Thre Funktion mit der in "dft” realisierten Variante anhand des mittleren quadrati-
schen Fehlers fiir einen GauBimpuls entsprechend D7.4c (N = 1024, Tp/At =4).

C: void dftfft(dir,N,Re,Im,TA) F77: subroutine dftfft(dir,N,Re,Im,TA)
long dir,N; integer dir,N
float Re[ ], Im[ ], TA; real Re(0:N-1),Im(0:N-1),TA

{ void BUK(),dftstu(); ... }
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8 Spektralanalyse

Inhalt: Hier werden Probleme behandelt, die mit der Anwendung der DFT (Kapitel 7)
auf zeitlich unbegrenzte, deterministische Signale in Zusammenhang stehen. Nach einer
kurzen Erlauterung des spektralen Lecketfektes wird gezeigt, dal dessen storender Ein-
fluB bei der Spektralanalyse durch die Verwendung einer Fensterfunktion abgeschwacht
werden kann. AbschlieBend werden die wichtigsten Giutekriterien der Spektralanalyse
genannt und verschiedene Fensterfunktionen vergleichend gegenuber gestellt.

8.1 Der spektrale Leckeffekt

In Abschnitt 7.2 wurde bereits auf mogliche Fehler bei der Ermittlung der Spektral-
funktion X(f) e—o x(¢) mittels der Diskreten Fouriertransformation eingegangen. Diese
Fehler sind auf die bei Anwendung der DFT notwendige Abtastung und Zeitbegrenzung
des zu untersuchenden Signals x(¢) zuriickzufiihren (vgl. Versuche D7.3 und D7.4).

Der durch die Diskretisierung entstehende Aliasingfehler kann dadurch verkleinert
werden, daB vor der Abtastung alle oberhalb der durch das Abtasttheorem bestimmten
Grenzfrequenz fp/2 = 1/(2-Tp) liegenden Spektralanteile durch einen Tiefpall heraus-
gefiltert werden, was jedoch stets eine Verfalschung des Spektrums zur Folge hat. Eine
weitere Moglichkeit zur Verminderung des Banduberlappungsfehlers ist die feinere
Abtastung des Zeitsignals (Verkleinerung von T'»), was allerdings bei gleicher spektraler
Auflosung im Frequenzabstand fa auch eine VergroBerung der Stutzstellenzahl N und
damit einen groBeren Rechenaufwand bedeutet.

Der von der zeitlichen Begrenzung herrihrende Abbruchfehler ist bei impulsartigen
Signalen durch geeignete Wahl des DFT-Parameters Tp ebenfalls vermeidbar. Im fol-
genden betrachten wir jedoch zeitlich unbegrenzte Signale, bei denen ein Abbruchfehler
haufig unvermeidbar ist. Dies soll durch ein einfaches Beispiel verdeutlicht werden.

Beispiel: Das Spektrum eines periodischen Signals x(¢) = X - cos(21fy-¢) soll mit Hilfe
der DFT bestimmt werden, wobei T = 1us und N = 32 betragt. Daraus folgt fur die
Breite des Grundintervalls im Zeitbereich gemall Abschnitt 7.1: Tp = N-Tx = 32 us.

In Bild 8.1 sind fiir zwei Cosinussignale mit unterschiedlichen Frequenzen f; jeweils
links die DFT-Koeffizienten d(v) nach (7.17) angegeben, wobei aus Darstellungsgrinden
das Grundintervall symmetrisch gewahlt (d.h. -N/2<v < N/2) und die Signalamplitude
x gleich 1 gesetzt ist. Die beiden rechten Bilder zeigen die jeweiligen Ergebnisse der DFT
in einer logarithmischen und um die Frequenz f = 0 symmetrischen Darstellung.

Wird, wie in Bild 8.1(a), durch die Intervallbreite Tp ein ganzzahliges Vielfaches der
Periodendauer Ty = 1/fy des Cosinussignals erfaBt, so liefert die DFT das richtige Ergeb-
nis. Die Diracfunktionen liegen hier exakt bei den Frequenzen +4-f4 =+125kHz und
besitzen auch jeweils die richtige Hohe 0.5 (d.h. es ist 20-1g|D(4)| = - 6 dB). Der Grund
fur das Funktionieren der DFT in diesem Sonderfall ist, daB die periodische Fortsetzung
des betrachteten Zeitausschnittes mit dem tatsachlichen Signalverlaufx(¢) ibereinstimmt.
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Bild 8.1: Zeitdiskretisiertes und —begrenztes Cosinussignal und das logarithmisch
dargestellte DFT-Ergebnis mit den Parametern 7o = 1pus und N = 32:
(a) der Quotient Tp/Tyist ganzzahlig: Tp =32 s, Ty = 8 s,
(b) der Quotient Tp /T ist nicht ganzzahlig: Tp =32 pus, Ty = 9.14 ps.

In Bild 8.1(b) ist dagegen die Beobachtungsdauer Tp kein ganzzahliges Vielfaches der
Periodendauer Ty. Durch die periodische Fortsetzung des Zeitausschnittes entstehen
Phasenspringe um m, die zu einer Verfalschung fihren. Der Spektralbereich besteht nun
nicht mehr aus zwei Diracfunktionen, sondern aus einer annahernd “kontinuierlichen”
Frequenzfunktion mit einem Maximum in der Nahe der tatsachlichen Signalfrequenz fj
und einer Reihe weiterer Anteile, die man meist Seitenkeulen (engl.: side lobes) nennt.

Die beiden nachsten Spektrallinien zu fy = 109.375kHz liegen bei 3-fo=93.75kHz
sowie bei 4-fo=125kHz. Diese Linien besitzen etwa die gleichen Amplitudenwerte,
wahrend alle anderen Spektrallinien fast um 10dB (etwa Faktor 3.16) niedriger sind.

Die Verfialschung des Spektrums eines zeitlich unbegrenzten, deterministischen
Signals aufgrund der impliziten Zeitbegrenzung der DFT bezeichnet man als spektralen
Leckeffekt. Dadurch werden, wie in Bild 8.1(b) gezeigt, im Zeitsignal nicht vorhandene
Frequenzkomponenten vorgetauscht oder es werden tatsachlich enthaltene Spektral-
anteile durch die Seitenkeulen verdeckt bzw. kompensiert.

Dieser zweite Fall soll durch Bild 8.2 verdeutlicht werden: Die DFT wird auf ein
periodisches, aus zwei Cosinusanteilen bestehendes Zeitsignal angewandt, wobei die ho-
herfrequente Schwingung eine um den Faktor 100 (40 dB) niedrigere Amplitude aufweist:

~

x(t) = x-cosQm-f; t)+ “cos2mf, ). (8.1)

L
100
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T o T o
I -10[
20°1g | D(w)] 201g [D@)| 7"
dB 20} dB :
_40
601
u—= 7 u—-
_NJ2 0 N2 -NJ2 0 N/2
(a) (b)

Bild 8.2: Mittels DFT bestimmter Spektralbereich eines periodischen Zeitsignals
gemal (8.1), bestehend aus der Summe zweier Cosinusanteile:
(a) Fensterbreite Tp gleich einem Vielfachen der Periodendauer T,
(b) Fensterbreite Tp ungleich einem Vielfachen der Periodendauer.

Die niedrigere Frequenz f; sei 125kHz, die hohere Frequenz f, doppelt so groB. Die
Periodendauer ergibt sich demnach wieder zu Ty = 8 us. Fur Bild 8.2(a) wurde nun die
Fensterbreite Tp gleich einem ganzzahligen Vielfachen der Periodendauer Ty gewahlt, so
daB die beiden Spektralanteile eindeutig erkennbar sind, und die DFT-Analyse keine
weiteren Frequenzkomponenten suggeriert. Beim Ubergang zu Bild 8.2(b) wurde nur die
Frequenz des niederfrequenteren Cosinusanteils ein wenig weiter verringert, wahrend
der zweite Cosinusanteil nicht verandert wurde. Aufgrund des Leckeffektes sind nun viele
Spektralanteile neu entstanden, so daB3 der hoherfrequentere der beiden Signalanteile
verdeckt und somit nicht mehr erkennbar ist.

Diese beiden Beispiele haben gezeigt, dal zur Bestimmung der Spektralanteile eines
zeitlich unbegrenzten (d.h. eines leistungsbegrenzten) Signals x(f) die Anwendung der
Diskreten Fouriertransformation ohne ZusatzmaBnahmen nicht sinnvoll ist. Die Gite
der Spektralanalyse wird in diesem Fall hauptsachlich durch die Anpassung der DFT-
Parameter an die vorliegenden Signalparameter bestimmt.

Ist z.B. die Periodendauer T eines periodischen Signals bekannt, so sollte die Breite
Tp des fur die DFT herangezogenen Signalausschnittes ein ganzzahliges Vielfaches von
Ty betragen. Die Aufgabe der Spektralanalyse ist jedoch gerade das Auffinden irgendwie
gearteter Signalanteile, so da}3 die Kenntnis der Periodendauer Tj im allgemeinen nicht
vorausgesetzt werden kann.

In den nachsten Abschnitten wird als eine solche ZusatzmaBBnahme die Fensterung
mit einer nichtrechteckformigen Zeitfunktion beschrieben. Dabei beschranken wir uns
hier auf periodische und damit deterministische Eingangssignale. Es soll jedoch darauf
hingewiesen werden, daB sich durch den Einsatz dieser Fensterfunktionen auch fur die
Parameterschatzung stochastischer Signale groBe Verbesserungen erzielen lassen. Diese
als Periodogramme bezeichneten Verfahren werden z.B. in [29] beschrieben.
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8.2 Fensterfunktionen

Es soll nun versucht werden, das Zustandekommen der unerwunschten Seitenkeulen
systemtheoretisch zu erklaren. Die fur die DFT erforderliche Zeitbegrenzung entspricht
der Multiplikation des Zeitsignals x(¢) mit einer rechteckformigen Fensterfunktion w(¢)
der Breite Tp und der Hohe 1. Bild 8.3(a) zeigt links die zeitdiskrete Darstellung

W) = w@)| . (8:2)

dieser eigentlich kontinuierlichen Fensterzeitfunktion w(¢), wobei die Laufvariable — wie
in Kapitel 7 — wieder die Werte —-N/2 < v < N/2 annehmen kann.

Die Fensterung, d.h. die Begrenzung des Zeitsignals auf einen Ausschnitt der Dauer
T’p, bedeutet fiir den Spektralbereich die Faltung (siche Abschnitt 6.4) des tatsachlichen,
ungefensterten Spektrums X(f) mit der Fouriertransformierten W(f) e—o w(¢) der ver-
wendeten zeitkontinuierlichen Fensterfunktion: Y(f) = X(f) = W(f).

Im Fall des Rechteckfensters lautet die Fouriertransformierte WA(f) = Tp-si(w-f- Tp).
Diese weist, wie aus der rechten Darstellung von Bild 8.3(a) zu ersehen ist, bei Vielfachen
der Frequenz fo = 1/Tp mit Ausnahme der Frequenz f = 0 Nulldurchgiange auf. Hinweis:
W) bezieht sich auf w(r). Die Transformierte Wzp(f) «—o w(v) der zeitdiskreten
Darstellung hat dagegen eine Betragsfunktion sin(m-f-Tp)/sin(m-f-Ta) mit Tp/Ta =N
und wegen der zeitlichen Unsymmetrie auch eine Phase ungleich 0 (siehe [27]).

Liegen alle Spektralanteile des zu transformierenden Zeitsignals x(¢) genau bei den
diskreten Frequenzwerten u-fa (mit -N/2 < u < N/2), wie es z.B. fir Bild 8.1(a) und
8.2(a) zutrifft, so werden die frequenzdiskreten Abtastwerte des Spektrums durch die
Faltung mit WAf) nicht verfilscht. Liegt dagegen auch nur eine Spektrallinie auBerhalb
des durch die DFT festgelegten Frequenzrasters u-fa, so erhalt man durch die Faltung
mit W(f) nichtverschwindende Produkte, da die Nullstellen der si-Funktion nun nicht
mehr auf den diskreten Abtastwerten des Eingangsspektrums zu liegen kommen. Dieser
Sachverhalt ist z.B. bei den Bildern 8.1(b) und 8.2(b) gegeben.

Die durch Begrenzung und periodische Fortsetzung entstehenden Unstetigkeiten im
Zeitbereich werden vermindert, wenn statt einer konstanten ”1”-Bewertung des Signals
durch das Rechteck die beiden Randbereiche des Fensters schwacher gewichtet werden
als die Mitte. Bild 8.3 zeigt einige haufig verwendete Fensterfunktionen, wobei in Bild
8.3(a) zum Vergleich das bisher ausschlieBlich betrachtete Rechteckfenster dargestellt ist.

Durch die geringere Bewertung der bei zeitlich unbegrenzten Signalen besonders pro-
blematischen Randbereiche weisen die (logarithmisch gezeichneten) Spektralfunktionen
W(f) der Bilder 8.3(b) bis 8.3(g) geringere Seitenschwinger auf als die si-Funktion von
Bild 8.3(a), was dementsprechend auch zu geringeren Leckkomponenten fiihrt.

Zeitverlaufe, Spektren und Parameter der hier behandelten Fensterfunktionen sind
z.B. in [16] ausfihrlich beschrieben. Grundsatzlich kann gesagt werden, dal3 die bessere
Unterdruckung der Seitenkeulen stets zu Lasten einer merkbaren Verkleinerung und
Verbreiterung der Hauptkeule geht und damit die Frequenzauflosung gegentiber der
Rechteckfensterung eingeschrankt wird. Hierzu mehr im Abschnitt 8.3.
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Bild 8.3: Zeitdiskrete Darstellung w(v) einiger Fensterfunktionen (links) sowie die

dazugehorigen logarithmierten Betragsspektren 20-1g | W(f)| in dB (rechts):

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
()
(8)

Rechteckfenster,

Dreieckfenster (auch Bartlett-Fenster genannt),

Hanning-Fenster (auch von-Hann-Fenster genannt),
Hamming-Fenster,

Blackman-Harris-Fenster (4. Ordnung),

Tukey-Fenster bzw. Cosinus—Rolloff-Fenster (Rolloff-Faktor r = (.5),
Kaiser-Bessel-Fenster (o = 3.5), Iy: Besselfunktion gemal (4.64).
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8.3 Giitekriterien von Fensterfunktionen

Die Auswahl einer geeigneten Fensterfunktion muf} je nach dem zu untersuchenden
Zeitsignal und den gestellten Anforderungen an das DFT-Spektrum erfolgen. Eine fur
alle Anwendungen ideale Fensterfunktion existiert nicht. Einige Kriterien zur Auswahl
einer geeigneten Fensterfunktion sollen nun angesprochen werden.

Minimaler Amplitudenabstand zwischen Haupt- und Seitenkeulen

Die Verfalschung des Spektrums aufgrund des Leckeffektes ist um so geringer und
damit das Amplitudenauflosungsvermogen einer Fensterfunktion um so besser, je groBBer
der Abstand zwischen der Haupt- und der hochsten Seitenkeule ist. Beim Rechteckfen-
ster ist dieser Abstand erwartungsgemall mit 13 dB am geringsten, beim Dreieckfenster
aufgrund der zu si®(w-f- Tp/2) proportionalen Spektralfunktion WAf) in logarithmischer
Darstellung doppelt so gro. Der minimale Amplitudenabstand zwischen Haupt- und
Seitenkeule ist beim Blackman—Harris-Fenster mit 92 dB maximal (vgl. Tabelle 8.1).

Seitenkeulenabfall

Da jedoch nicht nur die hochste, sondern auch alle weiteren Seitenkeulen zum Leck-
effekt beitragen, ist der Seitenkeulenabfall (z.B. in dB/Oktave) ein weiteres MaB fiir das
Amplitudenauflosungsvermogen. Von den in Bild 8.3 angegebenen Fensterfunktionen
weisen hierbei das Hanning- und das Tukey-Fenster (auch als Cosinus-Rolloff-Fenster
bezeichnet) mit jeweils 18 dB/Oktave die gunstigsten Werte auf (vgl. Tabelle 8.1).

6 dB-Bandbreite

Die 6 dB-Bandbreite Bggp ist ein wichtiges MaB fur das Frequenzauflosungsvermogen
einer Fensterfunktion. Wenn zwei gleich hohe Diracfunktionen im Spektrum noch als
zwel unterschiedliche Spektralanteile erkannt werden sollen, muf3 der sich durch Faltung
mit der Fouriertransformierten der Fensterfunktion ergebende Schnittpunkt der beiden
Kurven mindestens 6 dB (Faktor 0.5) unterhalb des Maximalwertes der Kurven liegen
(vgl. Bild 8.4). Nur dann sind - wie in der rechten Darstellung - trotz der Summation der
beiden Spektralanteile noch zwei Maxima erkennbar.

Das bedeutet, dall zwei im Signal vorhandene Spektralanteile bei f; und f, nur dann
auch als solche erkannt werden, wenn die Differenz f, —f; groBer als die 6 dB-Bandbreite
der verwendeten Fensterfunktion ist.

nur ein zwel
Maximum, o Maxima,
falls falls
Bes > -1 Bes < -1
- i i
(a) 1 f > (b) i B f >

Bild 8.4: Zum Frequenzauflosungsvermogen einer Fensterfunktion.
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Fensterfliche

Die Fliache der verwendeten Fensterfunktion w(¢) gibt zugleich die Hohe W(0) der
Hauptkeule im Spektralbereich an. Wahrend beim Rechteckfenster die auf die Breite Tp
normierte Fensterflache genau 1 ist, und somit die Hauptkeule der Fouriertransfor-
mierten die Amplitude 0dB besitzt, ergibt sich bei jeder anderen Fensterfunktion von
Bild 8.3 aufgrund der Unterdriickung der dauBeren Stitzstellen im Zeitbereich fur W(0)
ein kleinerer Wert. Dieser kann aus den Abtastwerten w(v) berechnet werden:

LS
MO ==+ > W) . (8.3)
y=-N/2

Durch die Verwendung einer anderen Fensterfunktion als dem Rechteckfenster entsteht
somit ein Fehler in der Amplitude des DFT-Ergebnisses, der bei Kenntnis der Fenster-
funktion jedoch vollstandig korrigierbar ist.

Maximaler Skalierungsfehler

Der Skalierungsfehler gibt die Differenz (in dB) an, um welche sich die mit der DFT
erhaltene Amplitude von der tatsachlichen Amplitude unterscheidet. Der Amplituden-
fehler aufgrund einer Fensterflache kleiner als 1 wird dabei als korrigiert vorausgesetzt.

Zur Verdeutlichung dieser Definition betrachten wir wieder das Cosinussignal von
Bild 8.1. Bei Rechteckfensterung wird die Spektrallinie durch die DFT richtig erfalt,
wenn sie — wie fiir Bild 8.1(a) zutreffend - genau im vorgegebenen Frequenzraster (¢ fa)
liegt. Ist dagegen wie in Bild 8.1(b) die Signalfrequenz f = s - fa, so ergeben sich aufgrund
der Faltungsprodukte eine Vielzahl von Spektrallinien, deren hochste zwar auch in der
Nahe von fj liegt, jedoch eine kleinere Amplitude als das Original aufweist.

Der Skalierungsfehler wird maximal, wenn die Signalfrequenz f; etwa in der Mitte
zwischen zwei diskreten Frequenzwerten liegt. Es ergeben sich dann — wie aus Bild 8.1(b)
deutlich zu erkennen ist — zwei nahezu gleich hohe Spektrallinien, die beide um etwa
4dB kleiner sind als die tatsachliche Spektrallinie.

Der maximale Skalierungsfehler ist somit gleich der Differenz (in dB) zwischen der
Fouriertransformierten W(f) an der Stelle f = 0 und an der Stelle f =fA/2. Dieser Fehler
ist demnach um so geringer, je breiter die Hauptkeule der Fensterfunktion ist.

Es ist jedoch anzumerken, daB bei einer anderen Fensterfunktion als dem Rechteck
stets mit einem Skalierungsfehler zu rechnen ist, also auch dann, wenn die Signalfrequenz
fo=u-fa ist. Lediglich fir den Maximalwert (bei ungiinstigster Lage im Frequenzraster)
ergibt sich ein kleinerer Wert als bei Rechteckfensterung.

In Tabelle 8.1 ist unter anderem der maximale Skalierungsfehler fir die hier unter-
suchten Fensterfunktionen angegeben. Es ist zu erkennen, daB3 die Funktionen nach
Blackman-Harris und Kaiser-Bessel aufgrund der sehr breiten Hauptkeule hinsichtlich
des maximalen Skalierungsfehlers besonders gunstige Werte aufweisen. Dies geht natiir-
lich auf Kosten des Frequenzauflosungsvermogens, d.h. diese beiden Fenster besitzen
auch eine ungiinstige (groe) 6dB-Bandbreite.
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Aquivalente Rauschbandbreite

Der Storeinflul von weilem Rauschen wird durch die aquivalente Rauschbandbreite
of,, erfaB3t. Der EinfluB3 von Storungen ist dabei um so geringer und dementsprechend das
Signalstorleistungsverhaltnis um so groBer, je kleiner Of;, ist.

Die aquivalente Rauschbandbreite wird aus dem flachengleichen Rechteck des tief-
paBartigen Energiespektrums | WAf)|? gebildet, wobei als Bezugshohe der Wert bei der
Frequenz f = 0 herangezogen wird (vgl. Bild 8.5).

Cp MO0)?
|W(f)|2 _J L_ _ 1 e 5
DfW—WTm_[ WO df
\ |
| |
E = Sl

Bild 8.5:  Zur Definition der aquivalenten Rauschbandbreite Of,.

Beim Rechteckfenster ist die auf den Abstand fa der Frequenzabtastwerte normierte
aquivalente Rauschbandbreite gleich 1. Fir jede andere Fensterfunktion ergibt sich fur
Ofw/fa ein groBerer Wert und damit bei Vorhandensein von Rauschstorungen stets ein
ungunstigeres Signalstorleistungsverhaltnis. Besonders die hinsichtlich des maximalen
Skalierungsfehlers ginstigen Funktionen (wie Blackman-Harris, Kaiser—Bessel) besitzen
leider eine besonders groBe aquivalente Rauschbandbreite.

Aufgrund des Parsevalschen Theorems (siehe hierzu [24] und Kapitel 11) kann Of,, /fa
auch aus den Abtastwerten w(v) des Zeitsignals berechnet werden:

oo v S ] /S ] o4
A v=—NJ/2

v=-N/2

Maximaler ProzeBverlust

Die beiden zuletzt genannten Giutekriterien, namlich der maximale Skalierungsfehler
sowie der Verlust an Signalstorabstand, der durch die aquivalente Rauschbandbreite Of,,
beschrieben wird, werden haufig zum maximalen ProzeBverlust V'p (meist ebenfalls in dB
angegeben) zusammengefalit. Somit gilt:

|W(f=0)|2 1 % 5
g|W(f=fA/2)|2+1O ng . (8.5)

Aus Tabelle 8.1 erkennt man, dafl der maximale ProzeBverlust fir die hier betrachteten

Vo =10-1

Fensterfunktionen stets Werte zwischen 3 und 4 dB annimmt, wobei Fensterfunktionen
mit Vp > 3.7dB moglichst nicht verwendet werden sollten.
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8.4 Vergleich der verschiedenen Fensterfunktionen

AbschlieBend werden die Fensterfunktionen von Abschnitt 8.2 hinsichtlich der in
Abschnitt 8.3 genannten Kriterien vergleichend gegenubergestellt. Das Ergebnis ist in
Tabelle 8.1 zusammengestellt. Die wichtigsten Kriterien fur die Auswahl einer geeigneten
Fensterfunktion sind dabei:

- ein moglichst kleiner Wert fur den maximalen ProzeBverlust Vp, der den maximalen
Skalierungsfehler und die aquivalente Rauschbandbreite beinhaltet,

- ein moglichst groBer minimaler Abstand zwischen Haupt- und Seitenkeule,

- eine moglichst geringe 6 dB-Bandbreite aus Grinden einer moglichst guten Frequenz-
selektivitat.

Tabelle 8.1: KenngroBen der verwendeten Fensterfunktionen.

T2 5 43
< = = 3 -’ — |72}
22 |2 |f<|Be| 2|38 %
o | <2 = S5 | 2% L |7 Z
< |3 |22 |BE |82 |=% |8s | =
S |l8®w |23 |[Sc |Ec |RRE |55 |25
BEl=T |22 |85 |55 |2 |28 |=z
S| EQ |50 |1E |22 |EB |5 |ES
S|z |23 |9E |ZE |85 |82 |&8
Fensterfunktion ¥ ST |da | B2 |24 |8 |24
Rechteck 13dB | 6 dB 1.21 | 1.00 [3.92 dB| 1.00 |3.92 dB
Dreieck 26dB [12dB | 1.78 | 0.50 |1.82 dB| 1.33 |3.06 dB
Hanning 32dB |[18dB | 2.00 | 0.50 |1.42dB| 1.50 |3.18 dB
Hamming 43 dB | 6 dB 1.81 | 0.54 [1.78 dB| 1.36 |3.10 dB
Blackman-Harris (4. 0.)|92dB | 6dB | 2.72 | 0.36 |0.87 dB| 2.00 |3.88 dB
Tukey-Fenster (=0.5) |15dB |18 dB | 1.57 | 0.75 [2.24dB| 122 [3.11 dB
Kaiser-Bessel (®=3,5) |82 dB | 6 dB 2.57 | 0.37 (0.89dB| 1.93 (3.74 dB

Die Zahlenwerte von Tabelle 8.1 machen deutlich, daB} es sich um teilweise gegen-
laufige Anforderungen handelt. Fenster mit einem hohen ProzeBverlust (> 3.7 dB) sind
neben dem Rechteck die Funktionen von Blackman-Harris und Kaiser-Bessel, die
jedoch bezuglich des Haupt-/Seitenkeulenabstandes am besten sind. Ein tragbarer Kom-
promif hinsichtlich aller Kriterien ist das Hamming-Fenster entsprechend Bild 8.3(d).
Dieses wird in U8.1 niher beschrieben. Obwohl sich das Hanning-Fenster gemiB Bild
8.3(c) von diesem im Zeitbereich nur geringfiigigig unterscheidet, ist im Spektralbereich
der Unterschied zwischen diesen beiden Fensterfunktionen trotzdem betrachtlich.

Zusammenfassend ist nochmals zu betonen, daB es die ideale Fensterfunktion nicht
gibt. Zur Spektralanalyse sollten daher stets mehrere Fensterfunktionen herangezogen
werden, oder zumindest eine Fensterfunktion mit verschiedenen Parametern.
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8.5 Vorbereitungsfragen

V8.1: Im folgenden sollen die Eigenschaften des Hanning—Fensters naher untersucht
werden. Fir dessen Zeitfunktion gilt im Zeitbereich von -Tp/2 bis Tp/2:

w(t) = cos?(m-t/Tp) = 0.50 + 0.50 - cosQa - ¢/Tp) . (8.6)
AuBerhalb dieses Bereichs ist w(f) identisch Null.

a) Berechnen Sie die dazugehorige Spektralfunktion W(f).

b) Berechnen Sie die DFT-Spektralstiitzstellen W(u) = W(f)‘ PP
—uf,

c) Wie groB ist die hochste Seitenkeule? Ermitteln Sie den Amplitudenabstand zwischen
Hauptkeule und hochster Seitenkeule. Uberpriifen Sie Thr Ergebnis mit Hilfe von
Tabelle 8.1 im Abschnitt 8.4.

d) Ermitteln Sie mit einer Rechnung den maximalen Skalierungsfehler des Hanning-
Fensters. Uberpriifen Sie Thr Ergebnis anhand der Tabelle 8.1 im Abschnitt 8.4.
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V8.2:  Gegeben sei ein cosinusformiges Zeitsignal mit der (normierten) Frequenz fo= 1.
Mit Hilfe der DFT soll aus einem Zeitausschnitt der Dauer Tp die Spektralfunktion
ermittelt werden. Zunachst sei Tp=3.

a) Welche Fensterfunktion liefert fir dieses Signal und diesen DFT-Parameter das
beste Ergebnis? Begrindung.

b) Aus wievielen Abtastwerten ungleich 0 besteht demgegeniiber das DFT-Spektrum
bei Verwendung des Hanning-Fensters, ebenfalls mit 7p=3? Wo liegen diese?

¢) Im folgenden gelte Tp=2.5. Begriinden Sie, warum sich bei Rechteckfensterung das
nachfolgende Linienspektrum Y(f) = X(f) * WAf) einstellen wird, wenn die Amplitude
des Cosinussignals x = 2 ist. Wie kommen insbesondere die Zahlenwerte 0.707 und
0.579 zustande? Warum ist der Abtastwert bei f = 0.8 groBer als der bei f = 1.27?

T 0.707 0.707
0.579 0.579
Y()

0.255

0.085

N N l N '
| | i

0.8 1.2 | 20 28

-0.163

0.085
N ' IR l N N
1 I | |
2.8 =20 | -1.2-0.8
-0.163

— f

0

-0.303 -0.303
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d) Die folgende Skizze zeigt das Linienspektrum Y(f) = X(f) * W(f) nach dem Hanning—
Fenster fur Tp=2.5. Wie konnen die Gewichte der Spektrallinien aus den Zahlen-
werten von c) ermittelt werden? Uberpriifen Sie die Werte fiir f = 0.8 und f = 1.2.

T 0.425 0.422 0.422 0425

Y(f)

0.085 0.089  0.089 0.085

] - L ey

| | [} | I I | ) | 1 1 | [} | | |
-0012 -12-08 _9024 0812 _g012

e) Warum sind nun die Spektrallinien bei f = 0.8 und f = 1.2 nahezu gleich? Betrachten
Sie hierzu die Spektralfunktion W(f) des Hanning—Fensters in Bild 8.3(c).



158 (. Soder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

8.6 Versuchsdurchfithrung

Benutzen Sie zur Durchfihrung des Versuchs D8.1 wieder das Programm 7dft”, fur die
weiteren Aufgaben das Programm “spa’.

D8.1: Im ersten Versuch soll als Beispiel einer periodischen Funktion das Cosinussignal
mit der Frequenz f; und verschiedenen DFT-Parametern transformiert werden.

a) Wabhlen Sie zunachst die Parameter fy = 2, N = 16 und Tp = 2. Veranschaulichen Sie
sich nochmals das Prinzip der DFT anhand der finiten Signale (Mentipunkt 3) und
beschreiben Sie die ausgegebenen Graphen.

b) Waibhlen Sie nun bei sonst gleichen Parametern die Signalfrequenz zu fy = 4. Welche
Eigenschaften erkennt man in diesem Fall?

¢) Wabhlen Sie nun die Parameter fy = 4, N = 8 und Tp = 2. Interpretieren Sie das jetzt
ungenugende Ergebnis.

d) Welcher Effekt ist bei der Parameterwahl fy = 3, N = 8 und Tp = 2 festzustellen?
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D8.2: Benutzen Sie fur alle weiteren Versuche den Meniipunkt 2 des Programms “spa”
und N = 512. Bei Bedarf konnen Sie die Fensterfunktionen im Zeit- und Frequenz-
bereich betrachten (Mentpunkt 1).

a) Als Beispiel eines zeitbegrenzten Signals wird zunachst der Dreieckimpuls mit Ar= 1
behandelt. Zeigen Sie anhand des mittleren quadratischen Fehlers am Beispiel des
Hanning-Fensters (Tp = 4, ohne Fensterflichenanpassung), da hier durch eine
Fensterung keine Verbesserung erzielt werden kann. Begriinden Sie das Ergebnis.

MOQF("Rechteck”) = MQF("Hanning”) =

........................

b) Betrachten Sie nun das periodische Dreiecksignal (At = 1, fy= 0.5, d.h.: Az-fu= 0.5).
Wie unterscheidet sich dessen Spektrum von der Spektalfunktion nach Punkt a)?

¢) Wahlen Sie zur Fensterung ein Rechteck mit 7p = 16 bzw. Tp = 15. Tragen Sie den
mittleren quadratischen Fehler (ohne Fensterflaichenanpassung) in nachfolgende
Tabelle ein. Warum ist die Zeitbegrenzung Tp = 15 besonders ungunstig gewahlt?

MQF fir T, = 16 MQF fir Tp = 15

a) Rechteckfenster

b) Hanning-Fenster

d) Wiederholen Sie den Versuch c¢) mit dem Hanning-Fenster (Tp = 16 bzw. Tp = 15).
Tragen Sie wieder den mittleren quadratischen Fehler in obere Tabelle ein und inter-
pretieren Sie die Ergebnisse.

e) Bewerten Sie die Aussagefahigkeit des mittleren quadratischen Fehlers aufgrund der
letzten beiden Versuche, jeweils fur 7p = 15.



160 (. Soder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

D8.3:  Nun betrachten wir ein Cosinussignal mit der (normierten) Frequenzf, = 0.5 und
Amplitude 2. Somit sind die Gewichte der Spektrallinien bei +fy und —f;; jeweils 1. Wenn
nicht ausdriicklich etwas anderes angegeben ist, gelte stets N = 512 und Tp = 15.

a) Wabhlen Sie zunachst das Rechteckfenster. Welche der DFT-Koeffizienten charak-
terisieren die Spektrallinie beify? Wie gro8 ist jeweils der Skalierungsfehler? Notieren
Sie in nachfolgende Tabelle auch die Werte der Spektrallinien bei f = O und f = 1.

Y1) Y(7-fA) Y(8-fA) Y(15-£4)

Rechteckfenster

Hanning-Fenster
(ohne FF-Anpassung)

Hanning-Fenster
(mit FF-Anpassung)

b) Wiederholen Sie den letzten Versuch mit dem Hanning-Fenster (7p = 15) und tragen
Sie die Ergebnisse in obige Tabelle ein. Interpretieren Sie die Unterschiede zu a).

c) Welche Werte ergeben sich fiir das Hanning-Fenster bei Fensterflichenanpassung.
Hinweis: Wahrend beim Rechteckfenster die auf die Breite N normierte Fensterflache
immer 1 ist, wird bei Verwendung einer anderen Fensterfunktion die Amplitude der
Hauptkeule kleiner, da die Fensterflache durch die Unterdrickung der Randbereiche
um den Faktor WAf = 0) kleiner wird. Dieser Amplitudenfehler soll hier korrigiert
werden. Tragen Sie die korrigierten Werte in die letzte Zeile obiger Tabelle ein.
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d) Interpretieren Sie Ihre Ergebnisse der Teilversuche a) und c) auch im Hinblick der
Angaben von Tabelle 8.1.

e) Uberlegen Sie sich anhand des Hanning—Fensters (Tp = 16), daB der mittlere quadra-
tische Fehler ohne Fensterflichenanpassung trotzdem kleiner ist als mit.

f)  Welche der in Tabelle 8.1 aufgefithrten Fenster kommen in Frage, wenn der Haupt—/
Seitenkeulenabstand groBer als 80 dB sein soll?

g) Wabhlen Sie nun das Blackmann-Harris-Fenster 4. Ordnung und bestimmen Sie die in
nachfolgender Tabelle aufgefiihrten Gro8en. Wie groB ist der Skalierungsfehler mit
und ohne Fensterflachenanpassung? Vergleichen Sie diese Werte mit den Angaben in
Tabelle 8.1.

Y1) Y(7-fA) Y(8-fA) Y(15-£4)

Blackman-Harris
(ohne FF-Anpassung)

Blackman-Harris
(mit FF-Anpassung)
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D8.4: In diesem Versuch soll ein aus zwei Cosinusanteilen zusammengesetztes Signal
untersucht werden. Fur die Stitzstellenzahl bei der DFT gelte weiterhin N = 512, der
Zeitausschnitt sei stets Tp = 10.

a) Esseif; =10, f, =12 und Ay = A, = 2. Als Fensterfunktion soll zunachst das
Rechteckfenster ausgewahlt werden. Warum ist diese Fensterbreite bei diesem Signal
besonders giinstig?

b) Verdndern Sie nun die beiden Frequenzen auf f; = 1.05und f, = 1.25. Warum ist bei
Rechteckfensterung der Parameter 7p = 10 besonders ungiinstig? Wie mubte die
Fensterbreite Tp vergroBert werden, damit man mit der DFT das gleiche Spektrum
wie bei der kontinuierlichen Fouriertransformation erhalten wiirde?

¢) Sind bei Rechteckfensterung mit 7p = 10 die beiden Frequenzanteile f; = 1.05 und
f> = 1.25 noch unterscheidbar? Wie grof3 darf die 6 dB-Bandbreite der verwendeten
Fensterfunktion hochstens sein, damit die beiden Spektralanteile noch unterschieden
werden konnen? Wie sieht es beim Tukey-Fenster (» = 0.5) und beim Blackmann-
Harris-Fenster 4. Ordnung aus?

d) Esgelte nun:f; = 0.55,f, = 1.05. AuBerdem sei die Amplitude der hoherfrequenten
Schwingung um 40 dB kleiner: A; = 2, A, = 0.02. Die Gewichtung soll mit dem
Rechteck—, Hanning-, Hamming- bzw. Kaiser-Bessel-Fenster (o = 3.5) erfolgen.
Welche dieser Fenster sind fir dieses Problem brauchbar, welche nicht? Begrindung.
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8.7 Ubungsaufgabe

U8.1: Schreiben Sie ein Unterprogramm “void spacos(signal, spektrum)”, das einen
Ausschnitt eines Cosinussignals mit dem Hamming-Fenster gewichtet und dessen
Spektralfunktion mittels DFT berechnet. Die Dateiheader mussen lauten:

C: void spacos(signal, spektrum) F77: subroutine spacos(signal, spektrum)
float signal[ ], spektrum[ ]; real signal(0:511),spektrum(0:511)

Hierbei ist folgendes zu beachten:

1. Das mit der Fensterfunktion multiplizierte Cosinussignal soll mit dem Feld “signal/”
an das Hauptprogramm iibergeben werden, die dazugehorige Spektralfunktion mit
dem Feld "spektrum”. Beide Felder haben jeweils eine Groe von 512.

2. Der darzustellende Zeit- und Frequenzbereich liegt zwischen -8 und 8 (normiert).
Somit betragt der Abstand zweier Abtastwerte jeweils 1/64. Das erste Feld (mit dem
Index 0) beinhaltet den Signal- bzw. Spektralwert bei -8, das letzte (mit dem Index
511) die Werte bei 8 — 1/64. Die Zeitt = 0 bzw. die Frequenzf = (0 wird somit jeweils
durch das Feldelement 257 bezeichnet.

3. Die Signalfrequenz sei fy = 0.5, der Zeitausschnitt des Hamming—Fensters betrage
Tp = 16, beinhaltet also den gesamten darstellbaren Bereich.

4. Fir den Ubergang in den Spektralbereich konnen Sie das in U7.2 erzeugte Programm
verwenden: “fft(IL, N, Re, Im, TA)”. Der Long-Parameter "dir” = 1 zeigt an, daB die
Transformation vom Zeit- in den Frequenzbereich erfolgen soll. "Re” und "Im” sind
formale Felder fir Real- und Imaginarteil; letzteres muf3 intern mit der Dimension
N = 512 definiert werden.

5. Vor dem Aufruf der FFT muB ein Sortieren in die Grundfolge durchgefiihrt werden,
d.h. in "Re” und ”Im” muf} der negative Zeitbereich rechts an den positiven Zeit-
bereich angefiigt werden. Das erste Feldelement beim Aufruf von fft” kennzeichnet
den Abtastwert beis = (. Nach der FFT beinhaltet das erste Feldelement den Spek-
tralwert bei f = 0. AnschlieBend muB riicksortiert werden.

6. Essoll eine Fensterflachenanpassung durchgefiithrt werden. Wahrend beim Rechteck-
fenster die auf die Fensterbreite N normierte Fensterflache 1 ist, wird bei Verwendung
einer anderen Fensterfunktion die Amplitude der Hauptkeule im Spektralbereich
kleiner. Dieser Amplitudenfehler soll im Programm “spacos” korrigiert werden.
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Zum Ubersetzen und Binden Thres C-Programms konnen Sie die Prozedur “mkspa” (bei
Fortran77: "mkspa —f”) verwenden. Testen Sie lhr Programm “spacos” durch Aufruf von
“spa” mit dem Menupunkt 3 im Vergleich zum Meniipunkt 2.
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Musterlosungen der Vorbereitungsfragen (1. Termin)

V1.1:
a)

Nach (1.4) gilt:

1_pa =p[|

h/(,tN) _p/" |

Mit ¢ = 0.005: 1-p, = p[|s%-p,|

v

0.005] <

4-10° - 0.0052

o po=p[|n-p,| < 0.005] = 0.9 (90%)

by _ 1

——

a)

b)

V1.3:

z€{0,1,2,3,4,5} ———= Binomialverteilung mit /=5 und p=0.4

< 0.05 mit ¢ = 0.004-0.5 = 0.002

4'N'82 -

1

N =
4-0.05 - 0.0022

= 1.25.10°

my=m,=pc—= o=yp-p> . Mitp=05: m; =0=05

P =Pl =w) = (;) e (L-p) = (2) 0.4 (0.6

5V [5) 5V [5) 5V _[5) _
Py =0 | u=11 u=21 u=3 u=4 | u=51 >p
V1.3 0.078 0.259 0.346 0.230 | 0.077 0.010 1.000
V1.4 0.135 0.271 0.271 0.181 | 0.090 0.036 0.983
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Py ® Binomialverteilung © Poissonverteilung
A
035+ ——+ —— % — — + — —+ = =+ = —
| | | | |
030 + - —+ — — + — — + — — - — + — —
Q o | | |
O.25-————1‘-———|————|?-——+——+——
| | | |
o200+ -  —+——+ -+ - =4+ - = + — —
| | ? | |
o5+ -+ -+ - =4+ - =+ — —
? | | | | |
00+ ——+ -+ - — + — — - — + — —
? | | | |
0.0S-————i————l————l————l———%;——
| | | |
0.00 | | | | ! -
0 1 2 3 4 5 #
V1.4: u u
pﬂ=’1—-e-ﬂ=2—-e-2 mit u €{0,1,2,3,4,5,..}
u! u!

Nach obiger Skizze besitzen beide Verteilungen den gleichen Mittelwert. Die
Poissonverteilung hat eine groBere Streuung, da die "Randwahrscheinlichkeiten”
po und ps groBer sind als bei der Binomialverteilung. AuBerdem konnen auch
Werte groBer als 5 auftreten, hier mit einer Wahrscheinlichkeit von 1.7%.

Exakte Werte: Binomialverteilung: m; =1'p = 2
o= /I'p-(1-p) = 1.095
Poissonverteilung:  m; = 1 = 2
o=/l = 1414
V2.1:
a) GD)=D*+D*+D+1 (83828180) = (111 1)pin = (17)ok
b) (D +1): (D3+D?+D+1)=D+1
D'+D +D’+ D Anmerkung:
/ D+DP+D+1 In der Modulo-2-Algebra gilt "-1” = "+ 1".
D +D*+D+1 Deshalb ist auch zwischen Modulo-2-Addition

0 q.e.d. und Modulo-2-Subtraktion kein Unterschied.
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¢) Bei einem primitiven Polynom vom Grad L =3 liefern alle Polynomdivisionen
(D"+1)/G(D) mit n < 2~ 1="7 einen von Null verschiedenen Rest.

Hier liefert bereits n =4 den Rest ) —_— Generatorpolynom ist nicht primitiv
— = keine Folge maximaler Lange: P <7

d) Zyklus

0
SR 1
SR, 0 1—
SR3 1
by 0 / ]

o — o — [\
= o — o |98
S | = | D |- BN
= o — o n

=~

I

Do

Folge: 01010101 ...

e) Zyklus

o
—_

&
—_
[ = N \°]

SR,
SR,
SR; 0 0—
by 1/ O
Folge: 10011001 ...

(Y
~Sa
—_

|

_— = OO | W
_ O | D =
o B e Y,

=~

I

B

V2.2:
a)
n=4. (D* +1): ( D3+D?+1)=D+1
D*+ D3 +D
D3 +D +1
D3 + D? +1
D?+D (Rest!)

n=5 (D’ +1): (D*+D%+1)= D?>+D+1
D’ + D +D?
D* +D? +1
D* + D3 +D
D3+D?>+D +1
D3+ D? +1
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n=6: (D° +1): ( D3+ D%+1) =D3+ D>+ D
Db+ P + D3
D +D3 +1
D +D* +D?
D*+D3+D? 41
D*+D* +D
D2+ D +1 (Rest!)

n=T. (D’ +1): (D3+D%+1) =D*+ D3+ D?+1
D"+ DS +D*
Db +D* +1
Do+ +D?
D>+ D*+D3 +1
D°+D*  +D?
D¥+D?  +1
3.2 L
D +D +1 (kein Rest!) —— primitives Polynom
b)
(D
(83828180) = (1101)pin = (15) okt
&=1
Prax=2-1=7
o> SR; SR, e SR; (da primitives Generatorpolynom)
by by by-
. -1 v-2 -3
by
9| zykius | o 1 2 3 4 5 6 7 8
SRy 1 1 1 0 0 1 0 1 1
SR; 0 1 1 1 0 0 1 0 1 P=7
SR; 1 0 1 1 1 0 0 1 0
by 1 1 0 0 1 0 1 1 1

d GD)=D1+D?*+D)=D+D+1.
e) Inverse Folgezu ...1100101..,als0...1010011... (ebenfalls P=7)
f) 3 Nullen und 4 Einsen. Allgemein 2-1 - 1 Nullen und 27! Einsen.

g) unipolar (0, 1): B _2tt 2L-1. (2L-1_7)
my=my = 2L_1 > 02=m2_m%: (2]‘—1)2
bipolar (-1, +1): 1 , 1
ml=2L_1 ;s my=1; 0o =1——(2L_1)2
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V3.1:

a) p(L|0) = 1-p(0]0) = 0.25
p(O|L) = 1-p(L|L) =1

p(0]0)=0.75 p(L[0)=0.25 p(L|L)=0
p(OlL)=1

b) Allgemein gilt:

pO) =p(O|0) p, (0) +p(O|L)p, (L) ,
pL) = p(L|O) p, 1(O) + p(LIL) p, (L) .

Wegen p(L.|L) = 0 gilt hier:

L) = p(L|O) p, (O) und p(O0) = 1-p,(L)
v=1: p(L)=0 p(O) =1
y=2: p(L) =025 p,(0) = 0.75
y=3: p(L)=025-075 = 0.1875  p(O) = 0.8125
y=4: p(L)=025-08125 = 02031 p,(O) = 0.7969

¢) Ergodische Wahrscheinlichkeiten:
p(L) = 0.25-p(0)
p(O) +p) =1

d) Bei statistischer Unabhangigkeit muf} gelten:

—— p(O) =038, p(L) = 0.2

p(0]0) = p(O|L) = 0.75,
p(L10) = 1-p(0|0) = 0.25 (= p(L|L)).

p(0]0)=0.75 p(L|0)=0.25 p(L|L)=0.25
p(0O|L)=0.75

Die Realisierung einer solchen statistisch unabhangigen Zufallsfolge geschieht gemal3
den Ausfithrungen in Abschnitt 1.5 und Ubungsaufgabe U1.1. Zur Simulation einer
Folge mit statistischen Bindungen sei auf die Ubungsaufgabe U3.1 verwiesen.



170 (. Soder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik
V3.2:
a) v=1: p0) =p0O]-1)py=1) + p0]0) py(0) + p(+ 1| + 1) po(+ 1)

1 1 1
D)=05-—4+05-—+05-—=0.5.
P1() 3 3 3

Die Symmetrie beziiglich der Symbole "-1” und "+ 1” ist bereits aus dem Markov-
diagramm ersichtlich. Daraus folgt: p1(-1) = p1(+1) = 0.25.

b) Die Nachrichtenquelle ist nicht stationar, da sich z.B. schon die Symbolwahrschein-
lichkeiten zu den Zeitpunkten v = 0 und v = 1 unterscheiden.

¢) Berechnung der Symbolwahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt v = 2:

p,(0)=05-05+05-025+05-025 = 0.5.
Aus der Symmetrie beziglich der Symbole ”-1” und "+ 1” folgt wieder:
pz(—l) =p2(+ 1) = (0.25.

d) Ausden Ergebnissen von (a) und (c) folgt, daB3 die 3 Symbolwahrscheinlichkeiten zu
den Zeitpunkten v = 1 und v = 2 gleich sind. Da die Berechnung fir v = 3 nach
genau den gleichen Gleichungen erfolgt wie fir v = 2, ergeben sich furv = 3 und fur
alle spateren Zeitpunkte (v >3) auch die gleichen Zahlenwerte:

p3(0) = 0.5, p3(-1) = p3(+1) = 0.25.
Das heifit: Die Markovkette ist ab v = 2 im eingeschwungenen Zustand.

e) Das Symbol 70 ist im statistischen Mittel doppelt so haufig wie die Symbole -1
bzw. "+ 1”. Weiterhin kann das Symbol 7+ 1” nicht direkt auf "+ 1” folgen. Gleiches
gilt fir "-17.

+17
> y=1¢/T
1 4 7 8 9 /
1+

f) Nur das Symbol "0” kann unmittelbar wieder auf das Symbol ”0” folgen. Die Wahr-
scheinlichkeit hierfiir ist p(0)-p(0]0) = 0.25.

g) Mittelwert: m; = 0.25-(-1) +0.5-(0) +0.25-(+1) = 0,

Varianz: 02 =025(-1)*> +0.5-(0)> +0.25-(+1)> = 0.5.
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Musterlosungen der Versuchsdurchfithrung (1. Termin)
D1.1:
S

0.0101

0.008 1 °

3) . 90%-Grenzkurve (berechnet)

4

0.006 1 °
90%-Grenzkurve (simuliert) *

0.004 1

0.002 1

0.000

b) Es ist ersichtlich, da3 die betragsmaBige Abweichung &(N) bei den einzelnen
MeBreihen mit wachsendem N nicht notwendigerweise monoton abfallt. Wiirde man
uber diese drei MeBreihen mitteln, so wiirde die abfallende Tendenz der Funktion
¢(N) deutlicher. Bei einer Mittelung tiber “unendlich viele” MeBreihen ergibe sich

tatsachlich ein monoton abnehmender Kurvenverlauf.

¢) 90%-Bereich: Ausgefullte Punkte in obigem Bild

1 1
= < ——=10% =—— = —
p(e = £y, ) SN2 © €90% 101N
N = 10000 : g9y, = 0.0158 N = 50000 &gy, = 0.0071
N = 30000 : g4y, = 0.0091 N = 100000 : g9y, = 0.0050

d) Die weil} gefiillten Kreise sind die Ergebnisse einer Simulation tiber 100 MeBreihen.
Diese Punkte wurden so bestimmt, dal 90% der MeBpunkte unterhalb lagen. Auf-
grund der kleinen Anzahl von Versuchsreihen (100) ist dieser Verlauf nicht monoton
fallend. Eswird deutlich, daB3 die auf der Tschebyscheffschen Ungleichung basierende
Formel (1.4) nur eine grobe Schranke fiir die tatsichliche Wahrscheinlichkeit dar-

stellt. Eine genauere, aber kompliziertere Grenzkurve stammt von Bernstein.

D1.2:  Fir N = 100 000: A(0) = 0.2995 =~ 2(0]0) = 0.2970
h(1) = 0.7005 = h(1]0) = 0.7030

D.h.: Zufallszahlen sind im Rahmen der Simulationsgenaugkeit stat. unabhiangig.
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D13: a)p =04,1=5: Emax (V1.3) = 0.0027 fir u = 1,
byl =2 Emax (V1.4) = 0.0022 fir u = 1.
D1.4: Statistisch unabhangig, wenn gilt:
h(0) = h(0]0) = A(0|1), (1) = A(1]0) = A(1]|1).
Kennzahl h(0) h(1) || A(0|0) | AO]|1)| A(1]0) | A(1]|1) || stat. abhdngig ?
a) 1000 0.7506 | 0.2494 || 0.7516 | 0.7473| 0.2484| 0.2527 nein
b) 2000 0.7475 | 0.2525]| 0.7977 | 0.5989| 0.2023 | 0.4011 ja
c) 3000 0.5005 | 0.4995 || 0.2019| 0.7996| 0.7981| 0.2004 ja
D1.5:
Kennzahl Mittelwert Varianz h(0) Verteilung
a) 4000 1.805 1.802 0.1648 Poisson
b) 5000 1.793 1.247 0.1169 Binomial
nicht Binomial
c) 6000 2.107 4.208 0.2993 nicht Poisson
a) Vermutlich poissonverteilt mit der Rate 4 = 1.8, da Mittelwert gleich der Varianz ist.

b)

Die relative Haufigkeit 2(0)=0.1648 =e~!8 bestitigt diese Hypothese.

Vermutlich binomialverteilt, da die Wahrscheinlichkeiten “irgendwie regelmalig”
ansteigen und abfallen, aber die oben angegebene Bedingung der Poissonverteilung

(Mittelwert gleich Varianz) nicht erfullt ist.
o?=1p-(1-p) = 1247, m;=1p = 1793:

[———

1-p =

1.247
1.793

= (.7

——— p=031=6

Kontrolle anhand der Wahrscheinlichkeit: p(z = 0) = 0.7 6=(.1176 (stimmt!)

c) Bei den Wahrscheinlichkeiten ist keine "regelmafige Struktur” erkennbar.
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D2.1:
a) g1=&=8=8=0. Ausgangsfolge: 10101 10101 10101 ...
Periodenlange: 5 (nur zyklische Wiederholung der Anfangsbelegung).

b) gi=g2=g3=g=1. Ausgangsfolge: 110101 110101 110101 ...
Periodenlange: 6.

¢) 81=0,92=g83=g4=1. Ausgangsfolge: 0001110111110010011000010110101...
Periodenlange: 31 (d.h. es handelt sich um eine Folge maximaler Lange).

d g1=8 =8 =1g4=0. Ausgangsfolge: 1010000110010011111011100010101...
Periodenlange: 31 (ebenfalls Folge maximaler Lange, Oktalkennung 57).

e) AusTabelle2.2: G(D) = D> + D? + 1 (Oktalkennung51,g, = g» = g4 = 0,83 = 1).
Ausgangsfolge: 0000100101100111110001101110101...
dazu reziprok: G(D) = D’ + D?* + 1 (Oktalkennung 45,81 = g3 = g4 = 0,8, = 1).
Ausgangsfolge: 1101100011111001101001000010101...

D2.2: Der Schieberegistergrad ist L = 5, die Periodenlinge P = 2°-1 = 31. Damit
handelt es sich um eine Folge maximaler Lange und das dazugehorige Generatorpolynom

G(D) = D’ + D* + D> + D + 1 ist primitiv.

D2.3: Die Periodenlange ist P = 63. Bei L = 6 liegt somit eine Folge maximaler Lange
vor. Diese beinhaltet 31 Nullen und 32 Einsen, wobei maximal 5 Nullen und 6 Einsen di-
rekt aufeinanderfolgen. Fiir Mittelwert und Streuung gilt:

M. =M= —— = — 2 2 2 Y
! 2 2L 63 ¢ My =y 63 _(63) 7 63 0>

D3.1:
a) Die Symbolwahrscheinlichkeiten sind konstant: p,(0) = 0.4 und py(1) = 0.6.

b) Wegen obiger Eigenschaft ist die Markovkette stationar.
¢) Ergodische Wahrscheinlichkeiten:
p0) = 025-p(0) + 0.5-p(1) =—  p(1) = 1.5-p(0)
=875t —+06"5-p(1) linear abhingig
Weitere Gleichung: p(0) + p(1) = 1 =—= p(0) = 0.4, p(1) = 0.6
d) Unabhingig vom Startwert ergeben sich stets die ergodischen Wahrscheinlichkeiten.

e) Die Kette ist bereits bei v = 3 naherungsweise eingeschwungen.



174 (. Soder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

D3.2:

a) Zum Startzeitpunktv = 0 erscheint stets das Symbol 717, beiv = 1 wegenp(0|1)=1
immer das Symbol 707.

b) Im Rahmen der Simulationsgenauigkeit gute Ubereinstimmung,

v 0 1 2 3 4
p,(0) 0 1 0.75 0.8125 0.7969
p,(1) 1 0 0.25 0.1875 0.2031

¢) Kette schwingt schneller ein, da pp(0) = 1 ndher an der ergodischen Wahrscheinlich-
keit p »(0) = 0.8 liegt als pyp(0) = 0. Der Unterschied betragt genau eine Taktzeit.

D3.3:
a) Bei den ausgegebenen Markovketten stimmt diese Aussage.

b) Die simulierten Wahrscheinlichkeiten stimmen sehr gut mit den theoretischen Werten
tberein. Ab v = 1 gilt: py(0) = 0.5 und py(+1) = pp(-1) = 0.25.

¢) Eswerden die gleichen Endwerte erreicht. Die Einschwingzeit betragt etwa 8 Takte.

D3.4:
a) po(0) = 0.10, po(1) = 0.90, p1(0) = 0.55, p1(1) = 0.45, p(0) = 0.40, p (1) = 0.60.
b) Mit Gl (3.1)undv = 1:
p1(0) = p(0]0) - py(0) +p(0[1) -py(1):  0.55 = p(0]0) - 0.1 + p(0|1)- 0.9
Mit GI. (3.5):
P.(0) = p(0]0) *p,(0) +p0|1) p(1): 0.4 =p0[0) 0.4+ p@0[1) 0.6
——— p(0]0) = 0.1, p(1]0) = 0.9, p(0|1) = 0.6, p(1|1) = 0.4.
c) po(0) = 0,pp(1) = 1, p1(0) = 0.8, p1(1) = 0.2, po(0) = 0.45, ps(1) = 0.55.
Mit Gl. (3.1) undv = 1:
0.8 = p(0]0) -0+ p(0]1)-1 == p0]1) =08 = p(1]1) = 0.2
Mit GI. (3.5):
0.45 = p(0|0) - 0.45 + 0.8-0.55 == p(0]0) =0 —— p(1|0) = 1

Einschwingzeit ca. 15 Takte.
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Musterlosungen der C-Programme (1. Termin)

Ul.1;

long z1(M,p_mue)
long M;
float p muell;
{ long mue;
float x,psum=0.,random() ;
x=random() ;
for (mue=0; mue<M; mue++)
{ psumt+=p mue[mue];
if (x<psum)
return (mue) ;

U1.2;

#include <math.h>
long z2(M,Dp)
long M; float p;
{ float p muei81;
long I,mue,zl();
I=M-1 ;
p_mue[0]=(float) pow((l- p),I);

for (mue=1; mue<=I; mue++)

/*

/*
/*

/*

/*
/*

/*

/*

/*

/*
/*

Ubergabefeld Wahrscheinlichkeiten */

random stets intern definieren ! */
Zufallswert zwischen 0 und 1 */
Summation d. Wahrscheinlichkeiten */

Falls Summenwert < Zufallswert: */
dann Ruckgabe des Index” */
wg. mathematischer Funktion (pow) */

internes Feld zur Ubergabe an zl */
z1l muB3 intern vereinbart werden! */

Wahrscheinlichkeit fiOr mu=0 */
Wahrscheinlichkeiten fir mu>0 */

p_mue[mue]l=(float) (p*(I+l-mue)/(mue*(1l-p))*p mue[mue-1]);

return (z1(M,p _mue));

U1.3:

long z3(M,Dp)
long M; float p;

{ long 1i,I,sum,Zwei=2,z1();
float p mue[2];
p_mue[0]=1-p;
p_mue[l]l=p;

I=M-1;
sum=0;
for (i=1; i<=I; i++)
sum += zl(Zwel,p_mue);
return (sum) ;

}

/*

/*
/*

/*

/*

Rickgabewert Uber zl ermitteln * /

Variable Zwei zur Ubergabe an zl */
Feld p_mue zur Ubergabe an =zl */

Addition binarer ZufallsgrdBen */

Rickgabe des Summenwertes */

Bei M = 4 (allgemein: kleinem M) ist die Funktion "z3” geringfiigig schneller als "z2”

bei M = 8 (allgemein: groBem M) ist es umgekehrt. Die Rechenzeit von “z2” ist dann

etwa proportional zu I = M-1. Die im Programm realisierte Funktion (Mentipunkt 3)

arbeitet im Prinzip wie "z2” . Dabei werden die Wahrscheinlichkeiten p, jedoch - im

Gegensatz zu "z2” — nur einmal berechnet und nicht bei jedem Aufruf. Daher ist die

groBere Rechengeschwindigkeit gegeniiber IThrer Funktion verstandlich.
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Ul.4:

#include <math.h>

void dismom(M,ml,m2,sigma2,sigma)

long M; float *ml,*m2,*sigma2,*sigma /* Definition der Float-Pointer */
{ float sum,suq;

long N=10000,mu,zi,z();

*ml=*m2=*sigma2=*sigma=sum=suqg=0. ; /* Vorbelegungen */
for (mu=1l; mu<=N ; mu++)

{ zi=z M) ; /* Aufruf der ZufallsgréBe */
sum+=z1; /* Summe der ZufallsgrdfBe */
sug+=(zi*zi); /* quadratische Summe */

}

*ml=sum/N; /* Nachbehandlung */
*m2=suq/N;
*sigma2=*m2- (*ml* (*ml)) ; /* Sigma-Quadrat */
*sigma=sqrt (*sigma2) ; /% Sigma */
}
U2.1:

long z4(L,g,SR)
long L,g(1,SR[];
{ long i,neu;

neu=SR[L]; /* Vorbelegung des Schiebregisters */
for (i=L-1; i>=1; i--) /% Vom Ende zum Anfang: */
{ if (g[i] == 1) neu=neu"SRI[i]; /* XOR-Verknupfung * /
SR[i+1]=SR[i]; /* Weiterschieben des Registers */
}
SR[1]=neu; /* SR[1] neu belegen */
return(neu) ;

}

Beide Testkonfigurationen fuhren zu Folgen maximaler Lange. Bei L = 5 betragt die
Periodenlange P = 31, wahrend bei L = 9 gilt: P = 511.

U3.1;

long z5(nue,p0,p00,pll)
long nue;
float p0,p00,pll;
{ static long RESULT; /* Wert von RESULT bleibt erhalten */
float x,random();
x=random() ;

if (nue == 0) /* RESULT entsprechend x und pO */

return (RESULT=(x<p0O ) ? 0:1); /* danach Rucksprung */
if (RESULT == 0)

RESULT=(x < p00) ? 0:1; /* RESULT entsprechend x und pOO */
else

RESULT=(x > pll) ? 0:1; /* RESULT entsprechend x und pll */
return (RESULT) ;
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Musterlosungen der Vorbereitungsfragen (2. Termin)

V4.1:
a) Differentiation der VTF ergibt Gleichverteilung zwischen -1 und 3.
Die Hohe 1/4 1aBt sich aus der Normierungsbedingung fiir die WDF bestimmen.

fex),
7 7
% %

-2 -1 0 1 2 3 4

0.25

\/
=

b) Lodsung entweder direkt mit (4.28) bzw. (4.29): m; = 1 und o= 2/J3 oder iiber die
Berechnung der Momente nach (4.17) und (4.18): m = 1undm, = 7/3. Daraus folgt
mit dem Satz von Steiner ebenfalls o= 2//3.

¢) p1=pk =0) =0, dax eine kontinuierliche ZufallsgroBe ist.

p2 = p(x < 2) = 3/4 (erkennt man direkt aus obiger Skizze).
p3=p(lx -m|=0)=p(]x -1|=2/3)=1/4-(4-4//3) =1-1//3 = 0.42.

d) Tschebyscheffsche Ungleichung allgemein: p{|x-m,| = ¢ } < 0%¢? . Hier:
p3 = p(|x —m| = o) < 0%0? = 1 (zweifellos richtiges, aber triviales Ergebnis).

V4.2:
a) Binomialverteilung

64000
64000 !
fxg) = > ( )-p”-(l—p)64000”-5(xs -u)

u=0 H

64
pleg < 64) = > (64000> - (1=p)04000-u

u=0 “
D) plrg < 60 = 5 pls == > L ep(C )
S 5 S M:Q\/ZT'G 2. 0%

€) plxg < 64) =F.((r = 64) =¢( 64;m1 ) -

64—m1) - 64—m1
o o

d) plrg < 64) = 0.998 = ¢( ~29.

Mit m, =1-p=K* und g = /I-p-(1-p) = /I -p = K folgt:

64 - K* )
~29 = K = 6.68 (2. Losung -9.58 unbrauchbar)

44.6

——— =0.697-107 .
64000

Daraus folgt: I-p = K?> = 44.6 bzw. p =
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e) Mit m;=I-p=16 und o= T-p-(1-p) =/T-p = 4:

= pu) = cexp(- 2= —"1V ) ist maximal fur 4 = m, .
p(xs ,u) @10 Xp( 2. 2 ) 1
= 16) = = (.1 .
pls = 16) = 45
f) p=p8 < x. < 24) = F.(24)— F.((8) mit —o (7210
) pf_p( —xS— )_ XS( )_ XS() I;S(r)_(l) 4 .
pr =0 Q2)-d(-2) = 0.9545 .
V4.3 T 1
a) 7 A
fex)
t > X
-1 A
b) lg' ()| = de = Ju®) = 1/ 21 . Nach Umstellen und Integration:
du fx()C x=gu) ﬁ'ﬂ.z-l-xz
1 T 1 X TU
dt = [ —— du bzw. —. 2y = .
Ilz-l-xz IZ-Z u bzw 7 arctan(l) )
Umkehrfunktion: x = 4- tan(gu) .
+o ®©
¢) Dam=0 ist, gilt fir die Streuung: ¢?2 = I x?2 f.(x) dx = i Ix_z
. 7T A2+ x?

Fir sehr groBe x—Werte liefert der Integrand den Wert 1. Da das Integrationsinter-
vall unendlich breit ist, ergibt sich ein unendlich groBer Integralwert, und zwar fur
alle A. Das bedeutet aber: Die Streuung der Cauchy—Verteilung ist unendlich groB.
V4.4:
a) Bei einer GauBschen ZufallsgroBe gilt entsprechend (4.36) unabhangig von Mittel-
wert und Streuung: 4, = 30 *. Daraus folgt K = 3 bzw. AK = 0.

b) Bei einer gleichverteilten ZufallsgroBe gilt gemaB (4.16) fiir geradzahliges k:

+1
1 1 1 1 9
‘ukza'lxkdx:k_i_l:>‘u2=02:§;‘u4:§;K:§;AK:_1'2'
-1
a2 kK o, 2 a4
) i mk—z'g'lkﬂ _ﬁ:>/‘2—0—/1_2’/‘4—ﬂ’
!
20.2!

d) FEin negatives AK sagt aus, da} die WDF-Auslaufer gegentuiber der GaufBverteilung
weniger stark ausgepragt sind; positives AK: langsamerer WDF-Abfall als "Gauf3”.
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V5.1:
a) zweidimensionale GauBverteilung, Komponenten x und y mittelwertfrei.

b) Annahme: 0x2= 1 —=——= ¢,=1.

Durch Koeffizientenvergleich: 0y2 = 126 ——= 0, =075 .
2.0 32
— = — =08 .
o0, 15 Oy
2 18 :
Kontrolle:  2-(1-¢,7) = 0.72 = 25 — — Annahme gerechtfertigt.
1
c) K= ! > =3 107506z0.354.
. . . _ ﬂ . . . . .
270, o, 1 Oy
1 0, O Vi
d o= E'arctan(2'0xy' 0;_ 02) l Hauptachse
) Y L1 (Neigungswinkel 35°)
— —-arctan(2.743) =~ 35° . T _
2 .~ _~ Korrelationsgerade
g -~ (Neigungswinkel 31°)
//
7 }
: : -
-1 7 +1 x
-7 \
r
// . . ..
e Die Korrelationsgerade verlauft durch
den Schnittpunkt der Ellipsen mit der
= 1T vertikalen Tangente.
o,
e) 0., = arctan(gz'gxy) = arctan(0.6) = 31° .

) pl-l=sx=sDHNE=-15}=
= Fy(+1,-15) ~Fy(-1,=15) ~F,(+1,- ) + Fy(- 1~ )
=0 =

= F,(+1,-15) -F,(-1,-15) .

) p{(—l <sx= DNy < —1.5)} = p{(—l <x < 1)}p{(y < —1.5)} =
= (F(+1) - F(1) - E(15) ;

X

EG) = 02y = 04 Bl = o) = o)
8 3

p=(@1)- d(-1)- d(-2) = (0.841-0.159) - 0.027 = 0.0155 .
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V5.2:

) fx) =f&)f,() mit E=2u undy = -2v
f(&) und £, (1) sind jeweils rechteckformig zwischen -2 und 2, Hohe 0.25

— = f/x) ist dreieckformig zwischen —4 und 4.
Ly=-1) = f,@)=f,(n) mit n = 3v

f,(n) st rechteckformig zwischen -3 und +3, Hohe 1/6
== f,v) ist trapezformig zwischen -3 und +5.

T 1/4 T 1/4 1
fix) L) N/6
\ \
/ \
T T T T T T T T T T T T T l T T L T L
4 3210 1 2 3 45 4 3210 1 2 3 4 5
X —» y —»

b)  Weil die WDF f,(v) symmetrisch um 0 ist

c) )
5 u=lundv=1:

Ymax =2 beix=0

d) Statistisch abhdngig, da fi,(x, y) = fu(x) f,(v) . Hier kann aus der statistischen Ab-
hangigkeit nicht auf Korreliertheit geschlossen werden, da ZG nicht gauBisch.

0 0 0
¢) my = Elw]=E[Qu-2v)(u+3v-+ 11=2E[u?]+ 6E[uv] + 2E[u]-2E[uv}-6E[V2|-2E[V]
E[u?] = E[v*] = 1/3:u,, = m,, = -4/3; 0, = /8/3: 0, = /10/3
= 0y = —xLlu' = V0.2 = -0.447 .

0

y-m xX-m © Y
f) TX=Qxy' o == y=1—% (siehe Skizze zu c)

y X
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Musterlosungen der Versuchsdurchfithrung (2. Termin)

D4.1:
a) :
N=1000 N=10 000 N =100 000 (theoretisch)
my 1.059 0.996 1.003 1.000
o 1.158 1.156 1.156 1.155
K 1.775 1.822 1.795 1.800
plx < 2) 0.737 0.756 0.753 0.750

Fir wachsendes N nahern sich die Simulationsergebnisse immer mehr an die theore-
tischen Werte an, allerdings nur im statistischen Mittel.

b) Die simulierte VTF weist weniger Abweichungen auf als die simulierte WDF, da hier
uber mehrere WDF-Werte aufsummiert wird und sich somit die Fehler in gewissen
Grenzen ausmitteln. Gleiches gilt fur die Momente.

D4.2:
a) GauBverteilung mit Mittelwert 1 und Streuung 0.5 (Wechselleistung: 0.5% = 0.25).

)=d(2r-2).

0 px<0)=F(-2)=1- $(2) = QQ) =~ 2.27% .

b K0 = o(C) = o5

d) Mittelwert | Streuung | Kurtosis p(x < 0) | Rechenzeit
theoretisch 1.000 0.500 3.000 0.0228 | ——
(B(Siixmcglcﬂﬁﬁller) 1.000 0.500 3.005 0.0257 | 250

e) Mittelwert | Streuung | Kurtosis | p(x < 0) | Rechenzeit
Box&Muller 1.000 0.500 3.005 0.0257 | 2.50s
Adc?}j‘;nsz?eth' 0.999 0.499 2401 | 00200 | 2.80s
Adc}i}:iinz?eth' 1.000 0.501 2801 | 0.0248 | 5.00s
Additionsmeth. | 0.499 2900 | 0.0250 | 830s

I = 12)

Additionsmeth. || ) ggg 0.497 2.944 0.0256 | 12.70's

(I = 20)




182 (. Soder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

Auch mit der Additionsmethode werden die Momente (Mittelwert, Streuung) recht
gut nachgebildet, nicht jedoch die Auslaufer der GauBverteilung. Dies erkennt man
sowohl an der Kurtosis (K < 3) als auch an der Wahrscheinlichkeitp(x < 0). Auch der
Rechenzeitvergleich spricht fir die Anwendung des Box & Muller—Verfahrens.

f) Essei x = u; + u, (dreieckférmige WDF). Daraus folgt fir die Zentralmomente:
oy = E[x?] = E[ulz-l— 2 uy-u, + u22]= 2 Uy,

_ 41— 4 3 2.2 3 41 _ 2
Mgy = ER7]= Elu/+4-uj uy + 6 uj-uy+4-upuy+u)|=2-py, + 645

mit u,, = E[ulz] = E[uzz] = % und u,, = E[uf] = E[u24] = % .
K= Ha _ 2 1/5+6-1/3-1/3 _ 2.4 (gute Ubereinstimmung).
sy 4-1/3-1/3
D4.3:
i ki
a) px <k-A) = % Ilzixz dx :%4_%"121)62 dx =%+%-arctan(k) .
o0 0
b) plx < 0) plx < A) plx < 24)
berechnet 0.500 0.750 0.852
simuliert 0.515 0.756 0.855

c) Mittelwert 0.001=0 (stimmt mit Theorie iberein). Dagegen ist die hier ermittelte
Streuung o = 44.84 deutlich kleiner als der theoretische Wert "o”. Der Grund
hierfir ist, daB im Programm die Momente aus der WDF (|x| < 4) ermittelt werden.

D4.4:
Verteilung
mit Parameter Bemerkungen

(a) GauBverteilung WDF unbegrenzt; rasch abklingend;

m =05;0=1 Streuung z.B. am WP ablesen, K = 3
(b) Cauchyverteilung WDF unbegrenzt; langsam abklingend

m=0;12=05 A= 1/(z-£(0))
(©) Gleichverteilung WDF begrenzt; Werte im Intervall etwa

Xpin = =15 X = 2 gleichwahrscheinlich; K = 1.8

(d) Dreieckverteilung WDF begrenzt; mehr Anteile in der

Xpin = =15 X0 = 2 | Intervallmitte; K = 2.4
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Verteilung
mit Parameter Bemerkungen
Cosinusverteilung WDF begrenzt, runder als bei "Dreieck”;
(e)
X = -1 %, =2 |K=22
() Rayleighverteilung | nur Werte > 0, unsymmetrisch (45 = 0);
A=1 (A-Ve)l=061; K>3
Riceverteilung nur Werte > 0, unsymmetrisch (u; #= 0);
() 1=05:C=1 A
D3 gauBahnlich
h Exponentialverteilung | nur Werte > 0, WDF monoton fallend;
(h) _ ~
A=1 K=9
D5.1:
a) A) o undefiniert B) @ = 45.0° C) «a=109°
Oy = 0° 0,y = 43.5° 0, = 10.6°
Ay 2y EA Ay
el _
/ \ e )
/ \ . Ra . _ == EA
\\ /l X Yy avd - X
\ / 1
\\ // —
D) o =-10.9° E) a=4.0° E) o= -86.0°
0,y = —10.6° Oy = 4.0° 0, = —819°
AY I Ay
[
|
—— I
. _ I [l _
— N | ——— > i >
———— X 18 X
Vi
\/

b)

Allgemein zwischen +90°. Sind beide Streuungen gleich, dann zwischen +45°.

¢) Aus Kreise werden Ellipsen, die mit wachsendem g,, immer langgestreckter und
schmaler werden und gegentuber dem Koordinatensystem gedreht sind.

d)

Es bedeutet, da3 die ZufallsgroBe y mit wachsendem x im statistischen Mittel ab-

nimmt und umgekehrt. Die Korrelationsgerade besitzt dann eine negative Steigung.
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D5.2:
a) A=2,B=-2, C=0,D=1 E =3, F=1.
g My O % Oy
"V5.2” 0 1 1.633 1.826 -0.447
“zwd” -0.025 1.044 1.614 1.840 -0.458

Die Korrelation zwischen x undy ist in den Signalen nur sehr schwer zu erkennen. Die
WDF f(x) ist dreieckformig, die WDF f(y) trapezformig (siche V5.2a).

b) Das Gebiet "f,,(x,y) = 0" ergibt nun kein Parallelogramm mehr, sondern — da jetzt die
beiden GauBverteilungen nicht scharf begrenzt sind - ein eher “ausgefranstes”
Gebiet. Der Korrelationskoeffizient ¢,, wird dadurch jedoch nicht verandert.

¢) Wenn u und v gauBverteilt sind, so gilt dies auch fir die abgeleiteten ZufallsgroBen x
und y. Mit den vorgegebenen Parametern und o, = o, = 1 gilt:

m,=0,0,=/8=288,m =1,0,=/10~3.162 .
d) D=-1, E=-2, F=2.Damitist o, = —1. Das Gebiet "f,,(x,y) = 0" ist in diesem Fall
die Korrelationsgerade selbst.

e) y(¢)ist betragsmaBig doppelt so groBl wie x(¢), aber mit umgekehrtem Vorzeichen. Fur
die Mittelwerte und Streuungen gilt:

my, = —2-mx,0y= 2-0,.

f) Bei statistischer Unabhangigkeit muB} gelten: A = E= 0 bzw. B = D= (.

Fir A = E= 0 hangt x nur von « und y nur von v ab. Mit

m,=m,=0und 0, = 0 =%folgt:

u v

C=mx=1,F=my=O.5,
0,=B-0, —— B=/3=1732
o,=D-0, ——— D=/12~3.464

g) Bei gleichverteilten statistisch unabhangigen ZufallsgroBen x und y wird das Gebiet
"fy(x, ¥) = 0” zu einem Rechteck.

h) Die Randwahrscheinlichkeitsdichte f,(x) ist eine Gleichverteilung mit Mittelwerte m,
und Breite 2-B. Entsprechend hat f;(y) den Mittelwert m, und die Breite 2-D.
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Musterlosungen der C-Programme (2. Termin)

U4.1;

#include <math.h>
void konwdf (xm,wdf,vtf,ml,m2,sigma)

float xm[],wdf[1,vtf[],*ml,*m2,*sigma; /* Ubergabe durch Pointer */
{ int N=10000,i,nue;
float deltax=0.04,xmin=-4.,x();
for (i=0; i<=200; i++)
{ xm{i}=xmin+i*deltax; /% Intervallmittelwerte */
wdf[i]1=0.;
}
for (nue=1; nue<=N,; nue++)
{ i=(int) ((x()+0.5*deltax-xmin) /deltax) ; /* Index des Intervalls * /
wdf[i]l+=1./N; /% Zdhlfeld erhdhen */
}
*ml = wdf[0]*xm[O0];
*m2 = (*ml)*xm[O];
vtf[0] = wdf[0O];
wdf[0] = wdf[0]/deltax;
for (i=1; i<=200; i++)
{ vtf[i] = vtf[i-11+wdf[i]; /* VIF: Integral Uber WDF */
*ml += (wdf[i]l*xm[i]); /* linearer Mittelwert */
*m2 += (wdf[i]*xm[i]*xm[i]); /% quadr. Mittelwert */
wdf[i] = wdf[i]/deltax; /% Division durch Breite */
}
*sigma=sqrt (*m2-( (*ml)* (*ml))); /% Satz von Steiner */
}
U4.2:

#include <math.h>

double x1(xmin,xmax)

double xmin, xmax;

float uniform(),r;

r=uniform() ;

return (xmax*r+xmin* (1-1));

}

float uniform()

{ long a,m,q,r,s;
long static k=1;
a=16807;m=2147483647;
q=127773;1r=2836;
s=(long)floor((double) (k/q));
k=a* (k-q*s)-r*s;
if (k < 0) k+=m;
return ((float) (k)/(float) (m));

}
U4.3:

#include <math.h>

#include "complex.h"

struct cmplx x2(mx,sigma)
double mx,sigma;

{ struct cmplx result;

float v,arg,term,random() ;

do{ } while ((v=random())==.

term=sigma*sqrt(-2.*log(v)):

arg=6.283185307*random() ;

result.x=mx+term*cos(arg) ;

result.y=mx+term*sin(arg);

return(result);

0);

/* gleichverteilt zwischen xmin,xmax */

/* gleichverteilt zwischen 0 und 1 */

/* k darf nicht 0 sein */

/% Division durch M */

/* ZG v ungleich O */
/* ZG u mal 2w */
/* Zuweisung Realteil */

Zuweisung Imaginadrteil */

/*
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¢) Bei einem 32 Bit-Rechner gilt fir die kleinste darstellbare Floatzahl ungleich Null:
v = 2731 = 0.466 - 10~°. Der Maximalwert von /-2 - In(v) betrigt somit ca. 6.55.
Da die cos-Funktion in (4.47) nie groBer 1ist, giltbeim, = Ound o = 1: x5 =6.55.

U5.1:
#include <math.h>
#include "complex.h" /* Bei komplexer Rechnung erforderlich */

struct cmplx xy(A,B,C,D,E,F)
float A,B,C,D,E,F,;

{ struct cmplx result;
float u,v,random();

u=random() ; /* ZufallsgréBe u gleichverteilt */
v=random() ; /* ZufallsgrdfBe v gleichverteilt */
result.x=A*u+B*sqrt(v)+C; /* Zuweisung fur den Realteil */
result.y=D¥u+E*v*v+F, /% Zuweisung fUr den Imagindrteil */
return(result);
}
Die zweidimensionale WDF besitzt in den jeweiligen Gebieten “f,(x, y) = 0” keine
konstante Hohe. Dies erkennt man z.B. an der unterschiedlichen Weilfarbung.
U5.2:

#include <math.h>
void zwdkor (N,mlx,mly,m2x,m2y,mxy,uxy, sigmax, sigmay,rhoxy,THETA)
long N;
float *mlx,*mly, *m2x,*m2y, *mxy, *uxy, ¥*sigmax, *sigmay, *rhoxy, *THETA;
{ float x,y,pi=3.14159265;
void zwdfkt(); long 1i;
*mlx=*mly=*m2x=*m2y=*mxy=*uxy /% Vorbesetzen von Variablen */
=*gigmax=*sigmay=*rhoxy=*THETA=0. ;

for (i=1; i<=N; i++) /% N-maliger Aufruf von x und y */
{ zwdfkt (&x,&y);

*mlx+=x;

*mly+=y;

*MXy+=x*y;
*M2X+=xX*X;

*m2y+=y*y;
}
*mlx /= N; /* Berechnung der Werte fur KG */
*mly /= N;
*mxy /= N;
*m2x /= N;
*m2y /= N;

*sigmax=(*m2x)-( (*mlx)* (*mlx));

*sigmax=sqrt (¥sigmax) ;
*sigmay=(*m2y) - ( (*mly)* (*mly));

*sigmay=sqrt (¥sigmay) ;

*uxy=*mxy- ((*mlx)* (*mly)) ;

*rhoxy= (*uxy)/((*sigmax)* (*sigmay));

*THETA=(180. /pi)*atan( (*rhoxy)* (*sigmay)/(*sigmax)) ;
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Musterlosungen der Vorbereitungsfragen (3. Termin)
Ve6.1:

a) Top=1ups,fy =1MHz

b) Ty = 2 ps, fy = 500 kHz.

c) Top=8us,fy=125kHz.

d)y Ty = 4ps,fy =250 kHz, da sin? (o) = 0.5-(1-cos(2- o)) ist.

e) Top = 8us,fy = 125 kHz, unabhangig von 4 und ¢.

f) Ty =8ps, To=06ps, Ty =24psfy = 41.667 kHz.

g) Ty = oo, fy =0,daT,/T; = 2-m und damit kein rationaler Faktor ist.

Vo6.2:
a) T():T.
T,/2 T/2 /2
b) Ay = — - Ix(t)dt— 1. I cos(r Ly di = - I cos(x) dx
0~ T, 1 T T 4
-T,/2 -T/2 - /2

e
x=at/T, dx = 7~ dt/T
Nach Integration unter Beruicksichtigung der Symmetrie:

A, = % [sin(g)—sin(O)] - % .

c) xy(¢) ist eine gerade Funktion; daraus folgt: B, = 0 fir alle n.

T,/2 T/2
2
d) An=T£0- I x,(t) - cos(n - wy - 1) dt =?I cos(n-%)-cos(n-Zar‘%)dt
-T,/2 a2 -T/2
Mitx=77:'LIA _ 2. Icos(x)-cos(Zn-x)dx=(—1)”+1';.
T " a 7 (4-n2-1)
- /2
e) xy(0) =2+2' i -1yt ——— . cos(n - w,-t)
! now 2 4-n%-1 0
2 2
=%-[1+%-cos(a)o-t)—l—s-cos(Z-a)O-t)+¥-cos(3-a)0-t)—...].
V6.3:
1
= -In|H(f)| = In /1 + ¥} =—-In(1 + f¥f) .
&) a) = -In[HO| = In 1+ 77 = 2 In(1 + £
Imaginarteil
b = — H = - t _— = t .
o arc H(f) arctan—p - arctan(f/f,)

Der Dampfungsverlauf a(f) steigt kontinuierlich an(Tiefpaficharakteristik). Fir f=0
gilt: a(f = 0) = 0 Neper. Die Phase steigt fiir positive Frequenzen von 0 auf zz/2 an.
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Fiir f = f; gilt: H{f=f)=1/(1+]})=0.5-(1-))= % e/

alf =f) = %-ln(Z) = 0.347 Neper ; b(f = f)) = % .

b) Die Amplitude wird um ,/1/2 kleiner, die Phase betragt +45°. Daraus folgt:
t-T/8
/8y

!
y() = 2121V cos(2n'? - %) = 2.121V - cos(2m
Das Ausgangssignal y(¢) ist gegentiber x(¢) um 7/8 nachlaufend.

¢) Beif=0ist H(f)=0, d.h. die Dampfung unendlich groB. Mit wachsendem f nimmt a(f)
kontinuierlich ab (Hochpaficharakteristik). Die Phase ist gegenlaufig zu Punkt a). Fir

f= f1 gﬂt:
. N
H(f:f1)=]/(1+])=O.5-(1+])=E-e+lﬂ/4 ,

d) Die Amplitude wird wie bei b)um ,/1/2 kleiner, die Phase betragt —45°. Daraus folgt:
y(t) = 2.121V - cos2m - t/T + %) .
Die harmonische Schwingung ist gegentiber x(¢) um 7/8 vorlaufend.

e) Entsprechend Anhang C gilt:

h(t) = 27 -f,- e fiirt = 0 | sonst 0

f) Durch Integration erhalt man aus e):
t

o(t) = Ih(f) dr = 1-e2" firs >0 , sonst 0.
0

V7.1:
a) Zur Berechnung eines jeden der N DFT-Koeffizienten benotigt man N (komplexe)
Multiplikationen und N-1 (komplexe) Additionen. Daraus folgt:

Mgy =N, Ay =N-(N-1) .

Mit N = 16 ergibt sich M, = 256, A,y = 240 .
b) Nun gibt es zwei Teilmatrizen, aber jeweils nur mit der halben Dimension (N/2).

Beriticksichtigt man weiterhin die N/2 Multiplikationen mit den Drehfaktoren (vgl.
Bild 7.4), so erhalt man:

_ ., N, N N N B
Entsprechend gilt fiir die Anzahl der Additionen (bzw. Subtraktionen):

N. N N2
Ay = 2-(5).(5-1) + N = > (= 128, falls N = 16).
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¢) Injeder der Id(N) Stufen sind genau N Additionen (bzw. Subtraktionen) erforderlich.
Die Anzahl der Multiplikationen ist nur halb so groB:

Ay = N-1d(N) (= 64, falls N = 16),

N
My = 7 -1d(N) (= 32, falls N = 16).

d) Die Anzahl G der Gesamtoperationen gemafl Punkt a) bzw. c) ist:
— - 2 ~ 2,
G(a) - M(a) + A(a) - ?];[N —N i 2 'N
G(C) = M(C) + A(C) = T M ld(N).
Daraus ergibt sich eine Rechenzeitverkirzung um den Faktor

Gy _ 4-N-2

V =

(= 136, falls N = 1024).

V7.2
a) Mit N = 8 gilt:

- - 1 1
W = e—]2n/N = e_]n/4 = 1. =A .
N 2%
Wo=1,w2=-j=B Wi=—L_j. L_(.
2 72

Die herkommliche Fouriertransformation einer Gleichfolge der Amplitude 1 liefert
eine Diracfunktion bei der Frequenzf = 0 mit dem Impulsgewicht 1. Bei der DFT mit
N = 8istder Wert "unendlich” einer Diracfunktion nur als endliche Summe darstell-
bar mit N-D(0) = 8. Alle anderen Ausgangskoeffizienten sind hier gleich 0.

...............

.....

.....

..... U
.......... . o\
1o ‘1 >< . (1) . WO .....
..... m.....m m PR 0
1o —’O—<1 A1) , B)—- . o V.
1 ............... @ 0
1 >< 0 0
N L"" m ..... \/ ..... m 0
1o 91—@ 2 . &) o V.
.......... m .....m 0
1o —’Ol >< . ), . \B) /(l/\o .....
1o o DA (B (O—(a)ro 0

Bitumkehr-
operation
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...............

.....

..........

; \Z/ 3 s VY e
+ 1 ............... @ 8
.... . _:1 >< 0 \/ 0 e
_1 o .>. . .. 1 @ .......... @ o 0
L L2 0
e R © B e 0
-1 ><0 0. M
-1. 5™ > 1 (1) @ (1) @ () °.. 0 .
Bitumkehr-
operation

Hinweis: Im Versuch D7.2(f) wird eine systemtheoretische Interpretation genau dieses
Sachverhaltes verlangt; in der entsprechenden Musterlosung findet man diese.

V71.3:
a)
7\
X d(T)
rd6)

AN
AN
N, -

Tp

A N

b) Der Abstand im Zeitbereich betragt Ta = Tp/N = A t/4. Der Frequenzabstand zweier
Spektrallinien ist dagegen fa= 1/Tp = 1/(2A¢).
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¢) Mit N = 8 und u = 0 folgt aus (7.16) und (7.18):

D(0) = Zd(v) —(1+2(—+i+—))_05

Daraus folgt: X(0) = DO _ 05 _ = At

Die exakte Gleichung (7.27) liefert das gleiche Ergebnis.

d) Mit N= 8und u = 2 bzw. u = 4 folgt aus (7.16):

f)

1 < . 1 <
D(2) = g > dv)- el = r D= -d) =
=0 =0
1

1 ) .. ) #
= -Z-(4—3-]—2+]—]—2+3-]) =0; D6)=D2)=0.

|

1

7 7
D) = g X d) = o 31 d0) =
=0 =0
11

=g 434 2-1-142-3)=0.

Die exakte Gleichung (7.27) liefert auch hier das gleiche Ergebnis.

Mit N = 8 und u = 1 folgt aus (7.16):

7
D) = § 3 a0 = L Y ey d =
1 ' : 1 '
4+ 3 742/+<f% 5+ + 20+ 35 )

Daraus folgt:  D(1) =

2 J{f = 02134 , D(7) = D'(1) = 0.2134 .

Der exakte Wert gemaB (7.27) betragt X(fa) = 0.4053 - At. Aus Punkt e) folgt dagegen
fur die DFT-Naherung:
D
X(fy) = o) _ 0.4268 - Ar .
fa

Der relative Fehler betragt somit ca. 5.3 %. Diesen kann man sich wie folgt erklaren:
Entsprechend Gl. (7.14) ist fa- D(1) gleich der periodischen Fortsetzung P{X(f)} des
tatsachlichen Spektrums X(f) an der Stelle f5. Dieses ergibt sich mit (7.27) aus der
unendlichen Summe von um Vielfache von fp= 8-fa verschobener si>~Funktionen:

Ia-DA) = ... + X(fy + 2fp) + X(FA + fp) + X(fy) + X(FA—fp) + X(fs—2fp) + ..
L XATf) + XO-f)) F X(FN) + X(-T-f) + X(-15-f,) + ...

Somit betragt der relative Fehler zwischen f4 - D(1) und dem tatsiachlichen Wert X(fa)
unter Beriicksichtigung der Symmetrieeigenschaften der si>~Funktion:
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_ far D) -X(fy) _ X(Tfa) + XO-fa) + XA5-f,) + X(AT-f,) + .

8 =

! X(fa) X(fa)

M 5 ) 4.x- At folot:
it X(u-fo) =x-At-si(u-m-At-fo)=x-At-si%(u- —)— P olgt:
XT-fy) _ 1 usw.

Xty 77

Daraus folgt: 31=%+i+ 1 + 1 + 1 + 1 + ... =0.05

92 152 177 232 25
g) Analog zu f) gilt mit X(3-fa) = X(fa)/9= 0.045-At:
. = fa-DB)-X(3B-fy) _ X(5-fy) +X(A1-fy) + X(A3-f,) + X(19-f) + ...
’ X(3-fy) X(3-fy)

1 1 1 1 1
= O(— + + + + + . > (.545
(52 112 132 192 212 272 )

Daraus folgt: f, - D(3) = 0.045-1.545 = 0.0697

V8.1:

a) Die periodische Fortsetzung P{w(¢)} des Fensterzeitsignals w(¢) ergibt ein unendlich
ausgedehntes, periodisches Signal mit Mittelwert 0.5 und einem Cosinusanteil mit der
Amplitude 0.5 und der Periodendauer Tp. Dessen Spektrum lautet mit fa = 1/7p:

P{w(t)} o—e 0.5-0() + 0.25-0(F-f)+ 0.25-0(f +£,) -

Das zeitbegrenzte Signal w(r) ergibt sich aus P{w(¢)} durch Multiplikation mit einer
Rechtechfunktion der Amplitude 1 und der Dauer Tp. Das Spektrum W(f) der zeitbe-
grenzten Funktion erhalt man somit aus der Faltung der obigen Spektralfunktion mit
der Funktion Tp-si(z f-Tp) = 1/fa-si(z fIfa):

W) e W) = s )+ e LI+ S5 i Loy
A A A A A A

b) Aus (a) folgt direkt: W(0) = 0.5/fa, W(1) = W(-1) = 0.25/fa.

c) Der Maximalwert von | W(f)| auBerhalb der Hauptkeule tritt an der Stelle f = 2.5-fa
auf. Dies ist z.B. aus Bild 8.3(c) zu erkennen. Daraus folgt:

W(2.5-fy) = 0.5 -8i(2.5 - ) + 025, si(1.5 - ) + 025, si(3.5 - )
fA fA fA
1 (l_l_i)~_0.0118
Amplitudenabstand Haupt-/Seitenkeule:
20-1g WO _ 20-1 05 _ 32.5 dB  (in Tabelle 8.1: 32 dB).

W25yl 200118
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d) Maximaler Skalierungsfehler nach Abschnitt 8.3:

| W(0)| 37 - o .
20-1g———+——— = 20-1g(—) = 1.42 dB (Ubereinstimmung mit Tab. 8.1)
WA/ 8
: fa 05 . 025 . 025 . 4
mit M=) = —-si(0.5-71)+ —-si(-05-71) + ——-si(1.5-7) =
2 fA fA fA 3n 'fA

V8.2:

a) Dahier das Verhaltnis fy/fa ganzzahlig ist, liefert das Rechteckfenster — und nur dieses
- das exakte Ergebnis, namlich zwei Diracfuntionen bei f und —f.

b) Demgegeniiber gibt es bei Anwendung des Hanning-Fensters insgesamt 6 Diracfun-
tionen bei +fy, +(fp —fa) und +(fy + fa). Entsprechend den Ergebnissen von V8.1
sind deren Amplituden gleich x/4, x /8 und x /8.

¢) Hier gilt fo = 0.4 (normiert). Die Spektrallinie bei f = (0.8 setzt sich aus 2 Anteilen
zusammen, und zwar aus si(-0.57), herrithrend von der Diracfunktion bei f = 1, und
aus si(4.5), herrithrend von der Diracfunktion bei f = -1:

Yi(0.8) = fi-(si(— 0.5-7) + si(4.5- 7)) = i(% + %) ~ (.707 (normiert).
A A

Die Spektrallinie bei f = 1.2 setzt sich ebenfalls aus 2 Anteilen zusammen, und zwar
aus si(0.5- ), herrihrend von der Diracfunktion beif = 1, und aussi(5.5-7), der von
der Diracfunktion bei f = -1 stammt:

Yp(12) = fi-(si(O.S-n) + si(5.5- 7)) = i-(%—%) ~ (.579 (normiert).
A A

D.h.: Bei f = 0.8 kommt es zu einer konstruktiven Uberlagerung der beiden Anteile,
bei f = 1.2 dagegen zu teilweiser Ausloschung.

d) Es gilt (mit HF: Hanning-Fenster und RF: Rechteck-Fenster):

Yur() = 0.5 Yre() + 025 - Ype(F—fa) + 025 - Yee(F + fA) -
Insbesondere:
Yr(0.8) = 0.5 Yp(0.8) + 0.25 - Yp(0.4) + 0.25 - Y(1.2) =

= 0.5-0.707 + 0.25- (- 0.303) + 0.25-0.579 = 0.422
Yr(1.2) = 0.5 Ype(1.2) + 0.25 - YR (0.8) + 0.25 - Yi(1.6) =
= 0.5-0.579 + 0.25-0.707 + 0.25 - (- 0.163) = 0.425 .
e) Sowohl bei f = 0.8 als auch bei f = 1.2 haben die Auslaufer der Spektrallinie bei

= -1 keinen EinfluB, da (4.5 fa) bzw. W(5.5 f4) um mehr als 50 dB kleiner ist als
W(0.5-fa). Der EinfluB der Spektrallinie bei f = 1ist fur f = 0.8 und f = 1.2 gleich.
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Musterlosungen der Versuchsdurchfithrung (3. Termin)
D6.1:
a) Es handelt sich um eine gerade Funktion; es ist x(—f) =x(¢).

b) Apist 0, da dieser Koeffizient den Gleichanteil (Mittelwert) des Signals angibt.

c) Die Spektrallinien bei den (normierten) Frequenzen f=1, 2 bzw. 3 sind 0.405, 0 und
0.045. Die dazugehorigen cos-Koeffizienten sind doppelt so groB.

Ay Ay Ay A;
mit Programm 0 0.810 0 0.090
8 8
nach (6.34 2
( ) 0 7'[2 0 9- 7'[2

Die Werte stimmen exakt uiiberein. Alle Koeffizienten mit geradzahligem » sind 0,
da x(¢) = —x(t+ Ty/2) ist (man nennt dies Halbwellen-Antimetrie).

d) N=1: In der Fourierreihe ist nur die Grundfrequenz (als Cosinus) enthalten.

N=3: Bereits recht gute Annaherung. GroBte Abweichung aufgrund der Spitze im
Signalverlauf bei =0 und Vielfachen von T,. Max. Abweichung: ca. 10 %.

N=10: Bis auf die Spitzen ist innerhalb der Zeichengenauigkeit kein Unterschied
zwischen Original und Fourierreihe feststellbar. Max. Abweichung: ca. 4 %.

N=100: Auch die Spitzen werden gut nachgebildet. Max. Abweichung: ca. 0.4 %.

e)
A, A, A, A, Ay Ay
mit Programm 0 1.274 0 -0.424 0 0.254
nach (6.35) 0 4 0o |- 0 4
44 3'm S'mw

f) N=1: Die Grundfrequenz hat eine groBere Amplitude als das Rechtecksignal
selbst, da die Fourierkoeffizienten alternierende Vorzeichen aufweisen.

N

10: Die Approximation ist aufgrund der Unstetigkeitsstellen deutlich schlechter
als beim Dreiecksignal. Diese Aussage gilt fur alle Werte von N.

N=100:Bei sehr groBen N-Werten (z.B. N=100) wird der Funktionsverlauf mit
Ausnahme der Unstetigkeitsstellen gut nachgebildet.

Selbst fiir N—oo kommt es in der Nihe der Sprungstellen aber zu Uberschwingern
bis zu ca. 9% ("Gibbscher Effekt”). Der Wert an der Sprungstelle direkt ergibt sich
als der arithmetische Mittelwert von links— und rechtsseitigem Grenzwert.
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D6.2:

a)

b)

d)

f)

GauB-Tiefpaf: Die hoherfrequenten Anteile des Rechtecksignals werden starker
gedampft als die niederfrequenten. Deshalb werden die Ecken “abgerundet”. Je
kleiner die Grenzfrequenz fg, desto starker ist dieser Effekt. Phasenverzerrungen
treten hier keine auf: auch y(¢) ist eine gerade Funktion.

TiefpalBl erster Ordnung: Das Eingangsspektrum X(f) wird nach Betrag und Phase
verandert (Dampfungs— und Phasenverzerrungen). Sowohl der Flankenanstieg als
auch der —abfall verlaufen nun nach Exponentialfunktionen. Je kleiner die Grenzfre-
quenz, desto langsamer erfolgt der Anstieg und der Abfall.

Hochpal erster Ordnung: Die hochfrequenten Flanken werden nun nicht beeinfluft.
Dagegen werden die konstanten Signalabschnitte sehr stark verformt (Dampfungs—
und Phasenverzerrungen), da H(0) = 0Oist. Je groBer die 3dB-Grenzfrequenz f1, desto
starker ist dieser Effekt.

Bei den Tiefpassen machen sich die linearen Verzerrungen weniger bemerkbar als in
Teilaufgabe a), da das Eingangssignal nun weniger hochfrequente Anteile besitzt.
Entsprechend starker sind die Verzerrungen beim HochpaB3. Das Ausgangssignal 1a63t
hier die Dreiecksform nicht mehr erahnen, lediglich die Spitzen werden einigermafen
richtig wiedergegeben.

Die dazugehorige Spektralfunktion ist ebenfalls ein Diracpuls (nun aber im Frequenz-
bereich) im Abstand fy=1/T; mit Impulsgewichten 1:

PH= > 6f-n-fy .
n=-00

Esist Y(f) = P(f)- H(f); das entspricht den Abtastwerten der Ubertragungsfunktion im
Abstand fj. Das Ausgangssignal ist formgleich mit der periodischen Fortsetzung der
Impulsantwort:

) =T,- Z h(t-n-T) .

n=-00

Die Impulsantwort des GauB3-Tiefpasses ist ebenfalls gauformig; deren Wert an der

Steller = 0 betragt 2-f;. Beim Tiefpal} erster Ordnung ist /(¢) eine abklingende Expo-
nentialfunktion mit ~(0) = 27 f).

Es ergeben sich bis auf kleinere Abweichungen die gleichen Zeitverlaufe wie unter e).
Diese Abweichungen rithren davon her, dal nun A ¢/T einen endlichen Wert besitzt.
Fur den Grenzwert At/Ty— 0 waren die Zeitfunktionen identisch.
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D6.3:

a) Der Abbruchfehler macht sich an der Signalspitze am starksten bemerkbar. Dieser
Fehler ist um so groBer, je kleiner N ist.

b) Nach Vorbereitungsfrage V6.2(e) gilt:

2 2 2 2
x(1) = . [1 + 5'cos(a)o't)—l—s'cos(Z'a)O't) + g'cos@'a)o't)—. .. ]
Das Signal x,(¢) ist doppelt so schnell. Es ergeben sich genau die gleichen Fourier-
koeffizienten wie unter Punkt a, wenn man die tatsachliche Periodendauer Ty="T/2

einsetzt. Dies zeigt auch das Programm.

¢) Geht man dagegen wieder von der Periodendauer Ty= T aus, so sind die Koeffizien-
ten mit ungeradem n gleich Null, wahrend fur gerades n gilt:

Ay (1) = A,0(0)) -

Der Koeffizient Ay und die B-Koeffizienten sind weiterhin 0. Gegentliber Punkt b)
ist die Approximation bei gleichem N =10 etwas schlechter, da nun nur mehr 5 von
0 verschiedene A-Koeffizienten herangezogen werden.

Ay | A Ay | Ay | Ay | As Ag | A7 | Az | Ay | Ay

0.636 0 0.424 0 |-0.085 0 |0.036 0 |-0.020, 0 |0.013

Das Zeitsignal lautet nun mit wog=2x/T:

2 2 2 2
HN=—-11+—- 2. fy———- 4. )+ —- . B—-. ..
x2( ) [ 3 COS( o l‘) 15 COS( o l‘) 35 COS(6 o l‘) ]

d) Aus den Signalverlaufen erkennt man sofort, daB x3(t) = x,(¢- T/4) ist. Daraus folgt:

2 2 T 2 T 2
x;3(t) = . [1 +g'cos(2-a)o-(t—z))——-cos(4-a)o-(t—z)) + —-cos . . ]

15 35
2 2 2 2
= 1 +g-cos(2-a)o-t—n)—g-cos@-a)o-t—Z-ﬂ) +§-cos .. ]
2 2 2 2
= 1—g-cos(2-a)o-t)—l—s-cos(4-a)o-t)—g-cos(@a)o-t)—. . ] .

Ay | A Ay | Ay | Ay | As Ag | A7 | Az | Ay | Ay

0.636 0 (-0.424 0 |-0.085 0 |[-0.036) 0 |-0.020, 0 [-0.013

e) Ayp=0,A,=0 fir alle n, B;=1, alle anderen (d.h. mit n =2) B-Koeffizienten sind 0.
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f)

Es gilt:
x5(t) = %'[}@(l) + x4(t)] .

Das bedeutet, dal wegen der Linearitit die in d) und e) bestimmten Koeffizienten
jeweils halbiert und aufsummiert werden mussen. Daraus folgt:

Ay | Ay A; As A;

0318 0 [-0.212) O |-0.042f O |-0.018] O

B,

0.5 0 0 0 0 0 0 0 0 0

D6.4:

a)

b)

d)

Die Vorgehensweise ist wie in der Anleitung beschrieben. Da x(f) auf den Bereich
-T/2<t <T/2 und h(t) auf t = 0 begrenzt ist, beginnt y(¢) ebenfalls erst bei -7/2. Bis
772 1st ein exponentieller Anstieg, anschlieBend ein exponentieller Abfall feststellbar.

Da nun die Impulsantwort ebenfalls symmetrisch zu ¢ = 0 ist, kann auf die Spiegelung
verzichtet werden. Es ergibt sich ein dreieckformiger Ausgangsimpuls (falls f; = 1.0,
d.h. Breite der Impulsantwort ebenfalls 1) bzw. ein trapezformiger Ausgangsimpuls
(falls f1 = 0.5, d.h. Breite der Impulsantwort gleich 2).

Die Breite des gauBformigen Eingangsimpulses wird durch die Faltung mit der
Impulsantwort vergroBert. Man erhalt genau das gleiche Ergebnis, wenn ein rechteck-
formiger Eingangsimpuls mit einer gauBformigen Impulsantwort gefaltet wird.

Die Faltung eines gauBformigen Eingangsimpulses mit einer gauBformigen Impuls-
antwort ergibt wieder einen GauBimpuls, dessen Breite von den Parametern abhangt.
Der Ausgangsimpuls ist stets breiter als Eingangsimpuls und Impulsantwort.

D7.1:

Uberlagerungssatz ii-mal angewendet

u=1

u=2

u=3

Ergebnis V7.1

M=256
A=240

M=136
A=128

M=32
A=064

Ausgabe "dft”

M=256
A=240

M=136

A=128

M=380
A=80

M=56
A=064

M=32
A=64
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b) Nach der BUK stehen die Koeffizienten mit Index v in Zeile « (0 < v,k < 15).

v 0 1 2 3 4 5 6 7
v als Dualzahl | 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | 0111
Bitumkehrung | 0000 | 1000 | 0100 | 1100 | 0010 | 1010 | 0110 | 1110

K 0 8 4 12 2 10 6 14

v 8 9 10 11 12 13 14 15

v als Dualzahl | 1000 | 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111

Bitumkehrung | 0001 | 1001 | 0101 | 1101 | 0011 | 1011 | 0111 | 1111
K 1 9 5 13 3 11 7 15

D7.2:

w |0 1234 |5]|6|7|8|9]|10]11]|12|13| 14|15

N-Dw| 16| 00|00 0o]0|0l0l0o[0|O0O]0]0]O0]O

Dies ist das Aquivalent zur Fourierkorrespondenz x(f) = 1 o—e X(f) = 6(f).

b
)u0123456789101112131415
N-Dw|O0O|8|0(0]O0O]O0O]|O|O]O0O]O|O]O0O]O0O]O0O] O0]S8
Entsprechend x(¢) = cos2m-fy-1) o—e X(f) =0.5-[6(-fo) + (¢ + fuv)].
Der Wert N/2 bei u = 1 entspricht der Diracfunktion bei f;, wobei die Frequenz den
bei DFT kleinstmoglichen Wert fa besitzt. Der Wert N/2 bei u = 15 entspricht der
Diracfunktion bei —fp, wenn man die (implizite) periodische Fortsetzung der DFT
berucksichtigt.
c)
u (0] 1|23 14|5]6|7|8|9|10]11]12|13] 14|15
N-Dw)| 01{-8]0(0[ 0] 0|0 O0O]0]0|O0]0]O0|0]O0]8j
Entsprechend x(t) =sin2z - fy-t) o—e X(f) =%- [0(F - fo) - O + fo)] -
)
d)

w |0 1234 |5]|6|7|8|9]|10]11]|12|13| 14|15

N-Dw} 0 |16/0]0[0] 00 0] 0[O0 0]0]0,0]0]0

Entsprechend x(¢) = el?™! o—e X(f) = 6(f-fp) mit fy = fa.
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e)

f

g)

h)

w |01 (2(3]|4|5]6|7|8|9]|10]11]|12|13] 14|15

N-Dw 0] 0|8]0[0] 00 0] 0[O0 0]0]00]8]0

Durch die Frequenzverdopplung verschieben sich die beiden Spektralwerte ungleich
0 (jeweils N/2) von u = 1 auf u = 2 und von u = 15 auf u = 14.

w |01 (2(3]|4|5]6|7|8|9]|10]11]|12|13] 14|15

N-Dw 0] 000000 0|16{0 0] 0|0, 0]0]0

Erhoht man die Frequenz der Cosinusschwingung gegeniiber Punkt e) weiter, so
rutschen die beiden Werte ungleich 0 immer mehr nach innen. Der hier betrachtete
Fall entspricht einer Cosinusschwingung mit der maximalen Frequenz fy = 8 fa.
Somit werden pro Periodendauer nur mehr zwei Abtastwerte (einmal + 1, einmal -1)
berucksichtigt. Die beiden “Diracfunktionen” fallen nun bei 4 = 8 zusammen und
ergeben den Wert N= 16.

Die Gleichfolge liefert den Wert N= 16 bei 4 = 0, die zwischen * 1 alternierende
Folge bei u = 8. Aufgrund der Linearitit ist die halbe Summe beider Folgen die
gewunschte Eingangsfolge.

v |0 12|34 ]5|6|7|8|9|10]11|12(13| 14|15

dwy 1|01 |o|1]oj1|ol1{ol1lo0o|1|[0]1]0

Das Ergebnis lautet: 16-(D(u)) = ( 16, 0, 16, 0, 16, 0, 16, 0, 16, 0, 16, 0, 16, 0, 16, 0 )
bzw.(D(u)) =1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0, 1,0, 1, 0 ). Die Zeitfolge beschreibt einen
Diracpuls im Abstand 8- T'a, so daB3 sich nach (7.2) im Frequenzbereich ein Diracpuls
im Abstand 1/(8-Tx) = 2-fa ergibt. Im Vergleich zu g) erkennt man das Rezipro-
zitatsgesetz zwischen Zeit— und Frequenzbereich unter Berucksichtigungvon N= 16.

D7.3:

X()

D(1)

bw_po_po be)_b®)
) -1 0 1

> Atf
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Der Abstand zweier Spektrallinien betragt fa =1/Tp = 0.5, die Frequenzperiode ist
fr =1UTx = 4 (jeweils normiert). Man erkennt zunachst die periodische Fortsetzung
im Zeitbereich (Diskretisierung im Spektralbereich), anschlieBend die periodische
Fortsetzung im Spektralbereich (d.h. Diskretisierung im Zeitbereich). Die jeweils N
Stutzwerte im Zeit- und Spektralbereich ergeben die finiten Signale.

b) | u=flfs 0 1 2 3 4
X@f) | 10000 |5 =04053 0 | =004 o
A . 7‘[‘2 M . 97[2 M .
D(u)/f o
(nach V7.3) 1.0000 0.4268 0. > (0.0697 0.
D(u)/f o
(von "dfi”) 1.0000 0.4268 0. 0.0732 0.
Die vom Programm ermittelten Werte stimmen gut mit den berechneten uberein.
c)
1= f/fa 0 1 2 3 4
X -fa) 0.5000 0.2026 0. 0.0225 0.
D
('Lf,)/f‘ﬁ 0.5000 0.2133 0. 0.0366 0.
(von "dft”)
Der Abstand zweier Spektrallinien betragt nun fo =1/Tp = 1, die Frequenzperiode
ist fp = 1/Ta = 8 (jeweils normiert). Bis auf den Faktor 0.5 (fiir alle Spektralwerte)
ergibt sich genau die gleiche Konstellation wie unter Punkt b).

d) Weiterhin ist fo =1/Tp = 1; dagegen gilt hier: fp =1/Tx = 16. Durch die DFT-
Koeffizienten werden nun doppelt so viele Abtastwerte der Spektralfunktion an-
genahert, namlich diejenigen fir f =-8-f4 bis f =7-fa, und der Fehler wird gegen-
uber Punkt c) kleiner.

e) Die Genauigkeit ist vergleichbar mit Punkt d), nur liegen die Abtastwerte der Spek-
tralfunktion doppelt so eng. Wie bei Punkt a) liegen diese bei Vielfachen vonfs = 0.5.
Aufgrund des breiteren Spektrums ist jetzt aber erst der DFT-Koeffizient D(4) = 0.

D7.4:

a) Mit Tp = At betragt der Abstand zweier Spektrallinien jeweils f4 =1/Tp = 1/At. Die

32 Stitzwerte liegen demzufolge im Frequenzbereich von-16/A¢ bis 15/A¢. Aufgrund
des groBBen Abbruchfehlers, der bereits aus dem Zeitverlauf (siehe Skizze a) zu er-
ahnen ist, wird bei dieser Parameterwahl der Spektralwert X(u -fa) durch D(u)/fA nur
unzureichend angenahert. Der mittlere quadratische Fehler ist demzufolge sehr groB.
Dagegen spielt hier der Aliasingeffekt wegen der relativ groBen Frequenzperiode
fp =N-fa= 32 keine Rolle.
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b)

d)

N =32 Tp=At | Tp=2At | Tp=4At| Tp =8At | Tp = 16°At
MQF 1.77-103 | 1.83-10° | 2.10-10723 | 420-103 | 1.47-10*
MQF-fa 1.77-103] 9.15-10° | 5.24-107% | 524-10% | 9.15-10°

VergroBert man Tp, so nimmt der Abbruchfehler stetig ab. Gleichzeitig gewinnt der
Aliasingfehler zunehmend an Bedeutung, da bei konstantem N die Frequenzperiode
fr umgekehrt proportional zu Tp ist. Bei Tp = 16 At betragt der Stutzstellenabstand
im Frequenzbereich fa = 1/(16- At). Mit N = 32 folgt daraus fiir die Frequenzperiode
fp =2/At, so daB hier die DFT-Naherung im Randbereich, z.B. bei f = -1/At¢, einen
um den Faktor 2 verfalschten (zu groBen) Wert liefert.

Bei N = 32 ist der optimale DFT-Parameter Tp/Af = 4. Bei dieser Parameterwahl
sind sowohl der Abbruchfehler als auch der Aliasingeffekt vernachlassigbar. Erhoht
man Tp, so nimmt der Aliasingfehler zu, bei kleinerem Tp der Abbruchfehler.

Mit N = 1024 ist der MOF - und damit auch das Produkt — grundsatzlich kleiner. Be-
trachtet man z.B. Tp = 8- A¢, so ist unabhangig von N der Einflufl des Abbruchfehlers
vernachlassigbar. Aufgrund der groBeren Stutzstellenzahl wird hier die GauBfunktion
im relevanten Zeitbereich genauer dargestellt. Der Abstand zweier Spektrallinien be-
tragt fa = 1/Tp = 0.125/At (unabhéngig von N). Dagegen wird die Frequenzperiode
von fp = 4/At (bei N = 32) auf fp = 128/A¢ (bei N = 1024) vergroBert und damit der
Aliasingfehler verringert. Je groBBer N, um so groBer ist der optimale Wert von Tp.

N = 1024 Tp=At | Tp=2At | Tp=4Ar | Tp = 8At | Tp = 16°At
MQF 552-10° | 543-107 | 3.95-105 | 8.15-10Y7 | 1.80-1071¢
MQF-fa 552-10°] 271-107 | 9.87-107% | 1.02-10Y | 1.13-107V

Der mittlere quadratische Fehler (MQF) ist hier nahezu unabhingig von N. Durch
eine VergroBerung von N bei konstantem 7’5 erreicht man auch eine zu N propor-
tionale VergroBerung von Tp. Das bedeutet, dal dann das Zeitkoeffizientenfeld mit
Nullen aufgefullt wird.

Rechteck N = 128 N = 256 N = 512 N = 1024
Tp/ At 1.28 2.56 5.12 10.24
MQF 6.02- 107 6.09 - 107 6.10- 107 6.10-107°

MQF - fa 4.70-10°° 2.38-107°6 1.19- 1076 5.97-1077

Durch dieses “zero padding” wird jedoch keine groBere Genauigkeit der DFT erzielt.
Der einzige Effekt ist, daB dadurch der Abstand zweier Spektrallinien (fa =1/Tp)
kleiner wird, was auch am Produkt MQF-f4 zu erkennen ist.
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e)

Bei dieser Einstellung ist der Stiitzstellenabstand im Frequenzbereich fo = 1/(16- Ar)
unabhangig von N. Aus diesem Grund liefert das Produkt MQF - f4 die gleiche Infor-
mation uber die Gute der DFT wie MQF allein.

Der maximale relative Fehler € .| ma 15t ebenfalls nahezu unabhangig von N und
auf das sogenannte Gibbsche Phdnomen zuruickzufithren. Das bedeutet aber auch, daf3
die Genauigkeit der Spektralstiitzstellen bei tiefen Frequenzen (also derjenigen, die
ungleich Null sind) durch eine VergroBerung von N nicht verbessert wird. Die
Abnahme von MQF mit wachsendem N ist allein darauf zurickzufihren, daf3 dann
iber mehr Spektralstiitzstellen gemittelt wird, wobei die auBBeren (also diejenigen, die
eigentlich exakt gleich Null sind) sehr genau sind.

si-Impuls

N = 128

N = 256

N = 512

N = 1024

MQF

4.47- 107

2.23-10™

1.12-10™*

5.58-107

MOQF - fa

279107

1.40- 1075

6.98 - 107°

3.49-107°

grel,max

9.59%

9.62%

9.62%

9.62%

D8.1:

a)

b)

d)

Der Abstand zweier Spektrallinien betragt fo =1/Tp = 0.5, die Frequenzperiode ist
fp =1/Ta = 8.Man erkennt zunachst die periodische Fortsetzung im Zeitbereich. Da
hier die Anzahl der Signalperioden innerhalb von Tp ganzzahlig ist, ergibt sich durch
die periodische Fortsetzung wiederum ein Cosinussignal. Bei der Zeitdiskretisierung
werden pro Signalperiode 4 Abtastwerte herangezogen (T'a-fp =0.25). Fur die DFT-
Spektralkoeffizienten gilt: D(4) = D(12) = 0.5; alle anderen sind Null. Diese Koeffi-
zienten geben genau die beiden Diracfunktionen bei f = 2 bzw. f = -2 wieder.

Bei der Zeitdiskretisierung werden nun pro Periode nur 2 Abtastwerte herangezogen:
Ta fo =0.5. Dies ist nach dem Abtasttheorem der groBtmogliche Wert fir das
Produkt T'a-fo. Nun ist D(8) = 1 und alle anderen sind 0. Das bedeutet, daB nun die
beiden Diracfunktionen bei f = 4 bzw. f = -4 zusammenfallen.

Das Abtasttheorem ist nicht mehr erfillt: T'a - fy = 1 (ein Abtastwert pro Periode). Alle
DFT-Signalkoeffizienten sind somit — wie bei einem Gleichsignal — identisch 1. Folge-
richtig ist nun D(0) = 1 und alle anderen sind 0.

Das Abtasttheorem ist ebenfalls nicht mehr erfiillt: Ta-fy =0.75 (> 0.5). Es ergeben
sich die von Null verschiedenen DFT-Signalkoeffizienten D(2) = D(6) = 0.5. Das
gleiche Ergebnis ergabe sich mit fy =1, d.h. die Spektralanalyse ist nicht eindeutig.
Anhand der Abtastwerte im Zeitbereich ist dieses Ergebnis verstandlich.
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D8.2:

a)

MQEF("Rechteck™) = 2.4.10710 MOQF("Hanning”) = 4.8.107

Bei einem impulsartigen Signal macht Fensterung keinen Sinn. Eine Abdampfung an
den Randern findet nicht statt, im inneren Bereich wird das Signal nur verfalscht.

b) Linienspektrum; die Gewichte der Diracfunktionen sind dabei proportional zum
kontinuierlichen Spektrum von a).

c) ) ]

MQF fir Tp = 16 MQF fir Tp = 15
a) Rechteckfenster 2.5-107 1.6-10™
b) Hanning-Fenster 2.5-107 2.4-107
Fir Tp = 15 ergibt sich ein starker Leckeffekt, da der Ausschnitt kein ganzzahliges
Vielfaches der Periodendauer T = 2 ist.

d) Beim Hanning-Fenster ist der MQF nahezu unabhingig von Tp.

e) Mitdem Hanning-Fenster sind die Spektrallinien deutlich besser zu erkennen. Trotz-
dem fuhrt das Rechteckfenster (fast) immer zum kleineren MQF. Dies bedeutet aber
auch: Das Kriterium "MQF” ist nicht fur alle Anwendungen aussagekraftig, weil hier-
bei uber alle Fehler gemittelt wird.

D8.3:

a) Es ergibt sich das Verhiltnis fy/fa = 7.5. Die benachbarten Spektrallinien liegen bei

fo/fa= Tundfy/fa= 8. Die Gewichte sind 0.659 (-3.63 dB) bzw. 0.616 (-4.21 dB). Die
Differenzen gegeniiber 1 (0 dB) beschreiben den Skalierungsfehler. Der linke Wert
ist aufgrund der Faltungsauslaufer etwas groBer.

Y(0-fy) Y(7-1) Y(8-f,) Y(15-f,)

Rechtockt ~0.085 0.659 0.616 ~0.029
echteckienster (-21.43 dB) | (-3.63dB) | (-4.21dB)| (=30.95 dB)

Hanning-Fenster 0.0008 0.424 0.424 0.0004

(ohne FF-Anpassung) || (-62.29 dB) | (-7.45dB) | (-7.44dB)| (-68.64 dB)

Hanning-Fenster 0.0016 0.848 0.848 0.0008
(mit FF-Anpassung) (-56.27dB) | (-1.43dB) | (-1.42dB)| (-62.62 dB)

b) Die Gewichte der benachbarten Spektrallinien bei fy/fa= 7 und fy/fa= 8 sind nun

beide etwa gleich hoch: =0.424 (-7.45 dB). Das bedeutet einen gegeniiber a) um
3.24 dB groBeren (maximalen) Skalierungsfehler. Dagegen sind die Seitenkeulen
deutlich (mehr als 50 dB) kleiner.
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d)

f)
g)

Die Flache des Hanning-Fensters ist 0.5 (siehe Tabelle 8.1). Die korrigierten Spek-
tralkoeffizienten erhdlt man somit aus b) durch Multiplikation mit 2.

Ein Vergleich der Ergebnisse von a) und ¢) ist ein Vergleich unter der Voraussetzung
der vollstandigen Fensterflachenanpassung (beim Rechteckfenster gilt ja W(0) = 1).
Man erkennt den groBeren Skalierungsfehler und den deutlich kleineren Haupt—/
Seitenkeulenabfall des Rechteckfensters. Die Simulationsergebnisse stimmen gut mit
den in Tabelle 8.1 angegebenen Werten uberein.

Eigentlich sollte Y(8)=1 und alle anderen 0 sein. Das Hanning-Fenster (Tp = 16)
ohne Fensterflaichenanpassung liefert Y(8) = 0.5 und Y(7) = Y(9) = 0.25. Dies ergibt
einen Summenfehler von 0.52+2-0.25%= (0.375. Mit Fensterflichenanpassung erhilt
man: Y(8) = 1 und Y(7) = Y(9) = 0.5. Daraus folgt der Summenfehler 2-0.52= 0.5.

Das Blackmann-Harris-Fenster 4. Ordnung und das Kaiser-Bessel-Fenster.

Y1) Y(7-fA) Y(8-fA) Y(15-£4)

Blackman—Harris 0.000044 0.908 0.908 0.000022
(mit FF-Anpassung) || (-87.09dB) | (-0.83dB) | (-0.83 dB) | (-93.01 dB)

Ohne Fensterflachenanpassung ist der maximale Skalierungsfehler gleich 9.73 dB.
Mit Fensterflachenanpassung ist wegen W(0) = 0.359 der maximale Skalierungs-
fehler dagegen nur mehr 0.83 dB (gute Ubereinstimmung mit Tabelle 8.1).

D8.4:

a)

b)

d)

Die Periodendauer des Summensignals ergibt sich zu Ty = 5. Damit gilt Tp = 2- Ty
(d.h.: geradzahliges Vielfaches).

Die Periodendauer des Summensignals ist nun Ty = 20; die optimale Fensterbreite
ware ein Vielfaches davon. Die Frequenzen f; = 1.05 undf, = 1.25 liegen nun genau
in der Mitte zwischen zwei Spektralstutzstellen.

Die beiden Frequenzen f; = 1.05 und f, = 1.25 liegen im Abstand 2-fa. Sie konnen
aufgelost werden, wenn die normierte 6 dB-Bandbreite Bggp/fa kleiner als 2 ist. Dies
gilt sowohl fur das Rechteckfenster (Bggp/fa = 1.21) als auch fiir das Tukey-Fenster
(Bsas/fa = 1.57), nicht jedoch fiir das Blackmann-Harris-Fenster (Bgqp/fa = 2.72).

Das Rechteckfenster ist aufgrund des sehr kleinen Wertes zwischen Haupt- und
Seitenkeule (13 dB) sowie deslangsamen Abfalls der Seitenkeulen (6 dB) ungeeignet.
Bei Anwendung von Hanning-, Hamming- und Kaiser-Bessel-Fenster wird dagegen
der kleinere Signalanteil nicht vollstandig verdeckt.
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Musterlosungen der C-Programme (3. Termin)

ve.1;

#include <math.h>
double lzisig(t,TO,A0,N,An,Bn)
long N;

float t,TO,A0,An[],Bn[];

{ double arg=6.283185307, sum;

long nue;

sum=AQ0;

arg *= (t/TO);

for (nue=1; nue<=N,; nue++)

{ sum += An[nue-1]*cos(nue*arg);
sum += Bn[nue-1]*sin(nue*arg);

}

return(sum) ;

U7.1;

#include <math.h>
#define pi 3.141592654
void dftstu(L,N,Re,Im)
long L,N;
float Rel],Im[];
{ long IL,k,m,muy;
float arg,ReW,ImW,ReX, ImX;
IL=pow(2.,L-1);

for (mu=0; mu<IL; mu++)

{ arg = -pi*(double)mu/ (double)IL;
ReW = cos(arg);
ImW sin(arg);

for (k=mu; k<N; k+=2*IL)
{ m=k+IL;
ReX = ReW*Re[m] - ImW*Im[m];
ImX = ReW*Im[m] + ImW*Re[m];

Re[m] = Rel[k] - ReX;
Im[m] = Im[k] - ImX;
Re[k] += ReX;
Im[k] += ImX;
}
}
}
U7.2:

# include <math.h>

void dftfft(dir,N,Re,Im,TA)
long dir,N;
float Re[],Im[],TA;

{ void BUK(),dftstu();

long i, 1dN, L;
BUK(N,Re, Im) ;
if (dir==0)
{ for(i=0;i<N;i++)
Im[i] = - Im[i]:

}

/* Gleichanteil ®/
/* Argument von Cosinus/Sinus */
/* Cosinusbeitrag */
/* Sinusbeitrag */
/% IL: Anzahl der Phasenfaktoren */
/* AuBere Schleife: Drehfaktor */
/% Argument des Drehfaktors */
/* Realteil von W x/
/% Imaginédrteil von W */
/* Innere Schleife: Butterfly */
/% VerknUpfung Index k und m */
/* HilfgroéBe */
/* Differenz */
/* Summe */
/* Bitumkehr */
/% Falls Transformation t -> f. */
/* Eingangswerte konjugieren */
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1dN=(logl0O((double)N)/logl0(2.)+.5); /* Logarithmus Dualis von N */

for(L=1; L<=1dN; L++) /* 1ldN-facher Aufruf von dftstu */
dftstu(L,N,Re,Im);

for (i=0;i<N;i++)

{ if(dir==0) /% Falls Transformation t -> f. */
{ Im[i] /= - (N*TA); /* Ausgangswerte konjugieren */
Re[i] /= (N*TA); /% und Multiplikation mit fA */
}
else /% Falls Transformation f -> t: */
{ Re[i] *= TA;
Im[i] *= TA; /% und Multiplikation mit TA */
}
}
}
US.1:

# include <math.h>
#define pi 3.141592654
void spacos(signal, spektrum)
float signal[ ]1,spektrum[ 1;
{ long i,N=512;
float TA,Wert, Hilf[512];
void fft();
TA = 16./(float)N;

for(i=0; i<N; i++) /* Belegen des Signalfeldes */
{ signal[i] = 2.*cos(16.*pi*(float) (i-N/2)/(float)N);
signal[i] *= 0.54+0.46%*cos(2*pi*(float) (i-N/2)/(float)N);
Hilf[i]=0.;
}
for(i=0; i<N/2; i++) /% Umsortieren der Signalwerte */

{ Wert=signal{il;
spektrum[il=signal [i+N/2];
spektrum[i+N/2]=Wert;

}
fft (1L,N, spektrum,Hilf TA); /¥ FFT (in den Frequenzbereich) */
for(i=0;i<N/2;i++) /* Rucksortieren der Spektralwerte */

{ Wert=spektrum[i}];
spektrum[i]=spektrum[i+N/2] ;
spektrum[i+N/2]=Wert;

}



Anhang A:  Einige Hinweise zu den C-Programmen

Die hier verwendeten Graphikprogramme sind in Fortran77 geschrieben. Damit Sie
C-Programmteile in die Hauptprogramme einbinden konnen, muBten Interfaces erstellt
werden, die die Parameteriibergabe von den Fortran- zu den C-Routinen (und umge-
kehrt) bewerkstelligen. Dies ist der Grund dafur, daB Sie bei der C-Programmierung
einige — nach unserer Auffassung nicht sehr gravierende — Restriktionen in Kauf nehmen
miissen. Diese sind nachfolgend am Beispiel der Ubungsaufgabe U1.2 zusammengestellt,
wobei die C-Funktion "long z2(M, p)” zu erstellen ist. Diese soll in das Hauptprogramm
“dis” eingebunden werden.

1. Verlassen Sie das Hauptmeni mit dem Menuipunkt "Z: Zur DOS-Ebene’; Sie befinden
sich danach in Threm Homeverzeichnis. (Dieses wird tibrigens in "LNTSIM.BAT”
durch die DOS-Variable "SIMTMP” bestimmt).

2. Schreiben Sie Ihren C-Code mit “edit” in die Datei ”z2.¢”. Zum Ubersetzen und
Binden konnen Sie die DOS-Prozedur "mkdis” verwenden.

3. Starten Sie das Hauptprogramm “dis”. Mit dem Menupunkt 7 konnen Sie nun Thre
C-Funktion “z2” testen. Das Eingabemenii ist dabei an die aktuelle Ubungsaufgabe
U1.2 angepaBt.

4. Beachten Sie unbedingt den bei der Aufgabenbeschreibung vorgegebenen Datei-
header, der fur vorliegendes Beispiel wie folgt lautet:

long z2(M,p)
long M; float p;

{7}
Das eigentliche Programm folgt dann zwischen den geschweiften Klammern.

5. Da das Programm “z2” die Funktion “long zI(M, p_mue)” von U1.1 verwenden soll,
mubB diese intern mit “long zI()” als Longvariable definiert werden.

6. Der Aufruf von “random()” liefert eine zwischen 0 und 1 gleichverteilte ZufallsgroBe.
Im aufrufenden Programm muB diese Funktion vorher mit "float random()” definiert
werden.

7. Benotigt Thr Programm eine mathematische Funktion, so mull die Mathematik-
Bibliothek hinzugebunden werden. Fugen Sie in diesem Fall als erste Zeile in Thr
Programm ein:

#include <math.h>

8. Funktionsaufrufe mit einem Parameter lauten: "double aaa (double x)”. Beispielsweise
steht hier "aaa” fur "cos” (Cosinus), “sin” (Sinus), "fan” (Tangens), “log” (natiirlicher
Logarithmus), "log10” (Logarithmus zur Basis 10), "exp” (Exponentialfunktion), "sqrt”
(Quadratwurzel). Die Potenz x? erzeugt man mit "double pow (double x, double y)”.

9. Eine komplexe GroBe z wird wie folgt definiert: “struct cmplx z”. Deren Realteil wird
mit “zx”, der Imaginarteil mit 7z.y” angesprochen. Voraussetzung ist die Bereit-
stellung der entsprechenden Bibliothek mit der Zeile

#include "complex.h"
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Anhang B:  Tabellen der Fehlerfunktionen
1 1 -2

X 20 - 1g(x) d(x) Q) 5 erfe(x) 2 Jmx ©

0.0 — © dB 0.500000 0.500000E+00 0.500000E+00 o

0.2 -13.979 dB 0.579260 0.420740E+00 0.388649E+00 0.135517E+01
0.4 -7.959 dB 0.655422 0.344578E+00 0.285804E+00 0.600963E+00
0.6 -4.437 dB 0.725747 0.274253E+00 0.198072E+00 0.328018E+00
0.8 -1.938 dB 0.788145 0.211855E+00 0.128950E+00 0.185933E+00
1.0 0.000 dB 0.841345 0.158655E+00 0.786496E-01 0.103777E+00
1.2 1.584 dB 0.884930 0.115070E+00 0.448430E-01 0.556967E-01
1.4 2.923 dB 0.919243 0.807567E-01 0.238577E-01 0.283824E-01
1.6 4.082 dB 0.945201 0.547993E-01 0.118259E-01 0.136295E-01
1.8 5.105 dB 0.964070 0.359303E-01 0.545475E-02 0.613774E-02
2.0 6.021 dB 0.977250 0.227504E-01 0.233887E-02 0.258337E-02
2.2 6.848 dB 0.986097 0.139035E-01 0.931423E-03 0.101388E-02
2.4 7.604 dB 0.991802 0.819755E-02 0.344257E-03 0.370380E-03
2.6 8.299 dB 0.995339 0.466119E-02 0.118017E-03 0.125774E-03
2.8 8.943 dB 0.997445 0.255513E-02 0.375066E-04 0.396614E-04
3.0 9.542 dB 0.998650 0.134990E-02 0.110453E-04 0.116044E-04
3.2 10.103 dB 0.999313 0.687138E-03 0.301288E-05 0.314825E-05
3.4 10.630 dB 0.999663 0.336929E-03 0.760996E-06 0.791538E-06
3.6 11.126 dB 0.999841 0.159109E-03 0.177931E-06 0.184347E-06
3.8 11.596 dB 0.999928 0.723480E-04 0.385020E-07 0.397557E-07
4.0 12.041 dB 0.999968 0.316713E-04 0.770863E-08 0.793640E-08
4.2 12.465 dB 0.999987 0.133457E-04 0.142774E-08 0.146619E-08
4.4 12.869 dB 0.999995 0.541254E-05 0.244585E-09 0.250611E-09
4.6 13.255 dB 0.999998 0.211246E-05 0.387480E-10 0.396247E-10
4.8 13.625 dB 0.999999 0.793328E-06 0.567606E-11 0.579440E-11
5.0 13.979 dB 1.000000 0.286652E-06 0.768730E-12 0.783543E-12
5.2 14.320 dB 1.000000 0.996443E-07 0.962455E-13 0.979642E-13
5.4 14.648 dB 1.000000 0.333204E-07 0.111384E-13 0.113233E-13
5.6 14.964 dB 1.000000 0.107176E-07 0.119142E-14 0.120985E-14
5.8 15.269 dB 1.000000 0.331574E-08 0.117780E-15 0.119481E-15
6.0 15.563 dB 1.000000 0.986589E-09 0.107599E-16 0.109054E-16
6.2 15.848 dB 1.000000 0.282316E-09 0.908340E-18 0.919860E-18
6.4 16.124 dB 1.000000 0.776883E-10 0.708539E-19 0.716989E-19
6.6 16.391 dB 1.000000 0.205579E-10 0.510666E-20 0.516397E-20
6.8 16.650 dB 1.000000 0.523095E-11 0.340042E-21 0.343644E-21
7.0 16.902 dB 1.000000 0.127981E-11 0.209191E-22 0.211284E-22
7.2 17.147 dB 1.000000 0.301063E-12 0.118891E-23 0.120015E-23
7.4 17.385 dB 1.000000 0.680922E-13 0.624192E-25 0.629792E-25
7.6 17.616 dB 1.000000 0.148065E-13 0.302727TE-26 0.305304E-26
7.8 17.842 dB 1.000000 0.309536E-14 0.135621E-27 0.136717E-27
8.0 18.062 dB 1.000000 0.622097E-15 0.561215E-29 0.565533E-29
8.2 18.276 dB 1.000000 0.120194E-15 0.214511E-30 0.216084E-30
8.4 18.486 dB 1.000000 0.223240E-16 0.757313E-32 0.762593E-32
8.6 18.690 dB 1.000000 0.398579E-17 0.246937E-33 0.248584E-33
8.8 18.890 dB 1.000000 0.684079E-18 0.743680E-35 0.748421E-35
9.0 19.085 dB 1.000000 0.112859E-18 0.206852E-36 0.208113E-36
9.2 19.276 dB 1.000000 0.178976E-19 0.531368E-38 0.534471E-38
9.4 19.463 dB 1.000000 0.272817E-20 0.126064E-39 0.126766E-39
9.6 19.645 dB 1.000000 0.399722E-21 0.276196E-41 0.277737E-41
9.8 19.825 dB 1.000000 0.562928E-22 0.560519E-43 0.560519E-43
10.0 20.000 dB 1.000000 0.761985E-23 0.140130E-44 0.140130E-44




Anhang 3

Die vorherige Tabelle gilt fiir Aquidistante x-Werte, die nachfolgende fiir Aquidistante dB-Werte.

1 |
X 20 - Ig(x) d(x) Qx) > erfc(x) > \/Exe

1.000 .00 dB | 0.841345 | 0.158655E+00 | 0.786496E-01 | 0.103777E+00
1.029 .25 dB | 0.848307 | 0.151693E+00 | 0.727642E-01 | 0.950314E-01
1.059 .50 dB | 0.855258 | 0.144742E+00 | 0.670652E-01 | 0.867179E-01
1.090 .75 dB | 0.862184 | 0.137816E+00 | 0.615667E-01 | 0.788379E-01
1.122 | 1.00 dB | 0.869073 | 0.130927E+00 | 0.562820E-01 | 0.713922E-01
1.155 | 1.25 dB | 0.875910 | 0.124090E+00 | 0.512231E-01 | 0.643805E-01
1.189 | 1.50 dB | 0.882682 | 0.117318E+00 | 0.464013E-01 | 0.578013E-01
1.223 | 1.75 dB | 0.889374 | 0.110626E+00 | 0.418262E-01 | 0.516521E-01
1.259 | 2.00 dB | 0.895971 | 0.104029E+00 | 0.375061E-01 | 0.459288E-01
1.296 | 2.25 dB | 0.902458 | 0.975417E-01 | 0.334476E-01 | 0.406256E-01
1.334 | 2.50 dB | 0.908820 | 0.911804E-01 | 0.296553E-01 | 0.357354E-01
1.372 | 2.75 dB | 0.915040 | 0.849600E-01 | 0.261321E-01 | 0.312490E-01
1.413 | 3.00 dB | 0.921104 | 0.788959E-01 | 0.228786E-01 | 0.271559E-01
1.454 | 3.25 dB | 0.926997 | 0.730031E-01 | 0.198936E-01 | 0.234433E-01
1.496 | 3.50 dB | 0.932704 | 0.672961E-01 | 0.171734E-01 | 0.200970E-01
1.540 | 3.75 dB | 0.938211 | 0.617891E-01 | 0.147111E-01 | 0.171010E-01
1.585 | 4.00 dB | 0.943505 | 0.564953E-01 | 0.125009E-01 | 0.144377E-01
1.631 | 4.25 dB | 0.948573 | 0.514269E-01 | 0.105323E-01 | 0.120881E-01
1.679 | 4.50 dB | 0.953405 | 0.465951E-01 | 0.879383E-02 | 0.100320E-01
1.728 | 4.75 dB | 0.957990 | 0.420097E-01 | 0.727250E-02 | 0.824821E-02
1.778 | 5.00 dB | 0.962321 | 0.376790E-01 | 0.595387E-02 | 0.671483E-02
1.830 | 5.25 dB | 0.966390 | 0.336096E-01 | 0.482252E-02 | 0.540952E-02
1.884 | 5.50 dB | 0.970194 | 0.298063E-01 | 0.386224E-02 | 0.430983E-02
1.939 | 5.75 dB | 0.973728 | 0.262719E-01 | 0.305640E-02 | 0.339355E-02
1.995 | 6.00 dB | 0.976993 | 0.230074E-01 | 0.238829E-02 | 0.263899E-02
2.054 | 6.25 dB | 0.979989 | 0.200113E-01 | 0.184142E-02 | 0.202531E-02
2.113 | 6.50 dB | 0.982720 | 0.172803E-01 | 0.139980E-02 | 0.153275E-02
2.175 | 6.75 dB | 0.985192 | 0.148075E-01 | 0.104828E-02 | 0.114294E-02
2.239 | 7.00 dB | 0.987413 | 0.125871E-01 | 0.772675E-03 | 0.839009E-03
2.304 | 7.25 dB | 0.989391 | 0.106087E-01 | 0.560054E-03 | 0.605749E-03
2.371 | 7.50 dB | 0.991139 | 0.886107E-02 | 0.398796E-03 | 0.429712E-03
2.441 | 7.75 dB | 0.992669 | 0.733107E-02 | 0.278682E-03 | 0.299204E-03
2.512 | 8.00 dB | 0.993996 | 0.600439E-02 | 0.190908E-03 | 0.204260E-03
2.585 | 8.25 dB | 0.995134 | 0.486564E-02 | 0.128054E-03 | 0.136557E-03
2.661 | 8.50 dB | 0.996101 | 0.389863E-02 | 0.839995E-04 | 0.892946E-04
2.738 | 8.75 dB | 0.996913 | 0.308676E-02 | 0.538158E-04 | 0.570355E-04
2.818 | 9.00 dB | 0.997587 | 0.241331E-02 | 0.336273E-04 | 0.355362E-04
2.901 | 9.25 dB | 0.998138 | 0.186176E-02 | 0.204635E-04 | 0.215656E-04
2.985 | 9.50 dB | 0.998584 | 0.141612E-02 | 0.121089E-04 | 0.127275E-04
3.073 | 9.75 dB | 0.998939 | 0.106116E-02 | 0.695578E-05 | 0.729274E-05
3.162 | 10.00 dB | 0.999217 | 0.782701E-03 | 0.387211E-05 | 0.404995E-05
3.255 | 10.25 dB | 0.999432 | 0.567725E-03 | 0.208500E-05 | 0.217578E-05
3.350 | 10.50 dB | 0.999595 | 0.404562E-03 | 0.108385E-05 | 0.112858E-05
3.447 | 10.75 dB | 0.999717 | 0.282936E-03 | 0.542794E-06 | 0.564021E-06
3.548 | 11.00 dB | 0.999806 | 0.193986E-03 | 0.261307E-06 | 0.270989E-06




4 (. Soder: Simulationsmethoden in der Nachrichtentechnik

Anhang C:

Tabelle zur Fouriertransformation

Ubertragungsfunktion

Impulsantwort

Kiipfmiiller-Tiefpall

H({) =1 fiur [f| < f,, ansonsten 0

Af = 2'fG = 2'f1

h(t) = Af-si(aT- Af - 1)
sin(x)
X

mit si(x) =

Trapez-Tiefpall
1 fir |f] < fi

h(t) = Af-si(aw - Af-t)-si(aw -7+ Af - 1)

H() = si(n-fil)

L=l .. 2L
H(f) = ]202_]01 fur f, < |f] =/, mit Af=f1+f2’r=ff2+f}
ansonsten 0 s
Dreieck-Tiefpall
h(t :A-Sizﬂ'A't
H) = 1_ﬂ fur |f| < f,, ansonsten 0 “ oot A
f| o sin(x)
A =2fy = f, T
Spalt-TiefpaB 1
h) = A fir [r] = —
O =4 fir ] = 7%

ansonsten 0

Af = 2'fG = f1
si2—TiefpaB
H(f) = siz(n-fil)

Af = 2'fG = f1

h@e) = Af-[1-Af- 1]

1
fur |f| = —

Af

Gaub}-Tiefpal

H() = expl-- (1]

Af = 2'fG

h(t) = Af- expl- - (Af - 1)]

Tiefpall n—-ter Ordnung

_ 1
HO =y

f1: 3 dB-Grenzfrequenz

1. Ordnung (n=1):
h(t) = 2m-f,- exp[-2m-f -]
fir 4 > 0, sonst 0
2. Ordnung (n=2): ="
h(t) = 4m* - f> -1~ exp[-27-f, 1]
fir t = 0, sonst0
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